Nevezzük el a téglatest éleit x-nek, y-nak és z-nek. [image: image1.jpg]



Írjuk fel, hogy miként számolhatjuk ki a téglatest térfogatát.
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Látható, hogy a térfogat mindhárom oldaltól függ, látszólag egy háromváltozós függvény. Azonban amiatt, hogy a téglatest felszíne egy adott érték, a három oldal nem független egymástól, kettő ismeretében kifejezhető a harmadik. Írjuk fel, hogyan számolható a téglatest felszíne.
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Mivel tudjuk, hogy ez 96 egység, 
[image: image4.wmf](

)

296

xyxzyz

++=

.
Fejezzük ki ebből az egyenletből az egyik ismeretlent a másik kettő segítségével, például z-t az x és az y segítségével.
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Helyettesítsük be a z-re kapott kifejezést a térfogatba.
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Azt kaptuk, hogy a téglatest térfogata kifejezhető két oldal segítségével, azaz a térfogat tulajdonképpen egy kétváltozós függvény.


[image: image7.wmf](

)

22

48

xyxy

Vfx,y

xy

-

==

+


A feladatunk megkeresni ezen kétváltozós függvény maximumát azon feltétel mellett, hogy x és y pozitív értékek. (Egy téglatest éleinek hossza csak pozitív lehet, és azt keressük, mikor legnagyobb a térfogat.)

Innentől alkalmazzuk azt az eljárást, amivel a többi feladatban kerestük a kétváltozós függvények szélsőértékeit.

Állítsuk elő a függvény parciális deriváltjait.
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Tegyük egyenlővé a parciális deriváltakat 0-val, így egy egyenletrendszert kapunk, melynek megoldásai adják a függvény stacionárius pontjait.
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Mivel törtek csak úgy lehetnek egyenlők 0-val, ha a számláló 0, ezért elég csak a számlálókat egyenlővé tenni 0-val.
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Mivel mindegyik egyenlet szorzat, ezért mindegyikben külön-külön vizsgálhatjuk a tényezőket. Az első tényező gyöke azonban egyik egyenlet esetében sem jöhet ténylegesen szóba, hiszen 
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, az 
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 következik, de a téglatest éleinek pozitívnak kell lenni. Elég tehát a második tényezőket vizsgálni.


[image: image15.wmf]2

2

4820

4820

xxy

yxy

--=

--=

   *
Az egyenletrendszer az induláshoz képest sokkal egyszerűbbé vált. Most vonjuk ki egymásból a két egyenletet.
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Bontsunk szorzattá.
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A szorzat tényezőit külön vizsgálhatjuk.

1. eset: 
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Ez nem lehetséges, hiszen ha az egyik ismeretlen pozitív, akkor a másiknak negatívnak kellene lenni, ami lehetetlen, hiszen egy téglatest éleiről van szó.

2. eset: 
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Helyettesítsük ezt be a *-gal megjelölt egyenletrendszer első egyenletébe.
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Ennek két megoldása van 
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 és 
[image: image22.wmf]4

x

=-

. 

A negatív gyök nem lehetséges, téglatest éle csak pozitív lehet, ezért 
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. Ebből következik, hogy 
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A függvénynek tehát csak egy feltételeknek megfelelő stacionárius pontja van, és ez a 
[image: image25.wmf](
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 pont.

Ezután elvileg ezt a stacionárius pontot meg kell vizsgálni, hogy valóban van-e itt szélsőérték, és ha igen, akkor az minimum vagy maximum. Ehhez elő kellene állítani a másodrendű deriváltakat, majd vizsgálni a Hesse-mátrixot definitség szempontjából a stacionárius pontban. Mivel már az elsőrendű deriváltak sem voltak túl egyszerűek, ez elég hosszadalmas lenne. Nem lehetetlen végigszámolni, de elég fárasztó. Ha azonban belegondolunk a problémába, akkor nyilván van a függvénynek maximuma a feltételek mellett. Ha ugyanis valamelyik oldalt növelni kezdjük, akkor egy másik oldalt, vagy mindkét másik oldalt csökkentenünk kell amiatt, hogy a felszín nem változhat. Ha viszont valamelyik oldal nagyon kicsi lesz, akkor a térfogat nagyon lecsökken, hiszen a szorzat egyik tényezője közel lesz 0-hoz. Emiatt valahol ott van maximuma a térfogatnak, ahol egyik oldal sem túl nagy, és egyik sem túl kicsi. Mivel csak egy pont jöhet szóba maximumnak, és biztosan van maximum a feltételek mellett, ezért a stacionárius pontban biztosan maximum van.
Ha x és y értékből meghatározzuk z-t 
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, akkor 
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 jön ki, ami azt jelenti, hogy a téglatest egy 4 egység oldalú kocka. 

A helyes válasz tehát a második.

 Megjegyzés: Ha megvizsgáljuk a térfogat és a felszín képletét, akkor azt látjuk, hogy azokban x, y és z szerepe felcserélhető, vagy másképpen mondva x-ben, y-ban és z-ben szimmetrikusak a képletek. Ilyen esetekben általában olyan helyen van szélsőérték, ahol x, y és z azonos értéket vesz fel, s ebből számolás nélkül sejthető, hogy egy kocka lesz a megoldás.
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