MÁV előkészítő tanfolyam 
9. házi feladat megoldása
1. Írjuk fel a 
[image: image1.wmf](
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 ponton áthaladó 
[image: image2.wmf](
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 normálvektorú egyenes egyenletét.

Megoldás: 

Egyenes normálvektoros egyenlete a következő: 
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Itt 
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 és 
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 az egyenes egy normálvektorának két koordinátáját jelenti, 
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x

 és 
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 pedig az egyenes egy ismert pontjának a két koordinátáját. 

Jelen esetben 
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. Helyettesítsük be ezeket az értékeket az egyenletbe.
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Végezzük el a műveleteket a jobb oldalon. Kapjuk: 
[image: image13.wmf]22

xy

+=-

.
2. Írjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely áthalad a 
[image: image14.wmf](
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 ponton és irány- vektora 
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Megoldás:

Az egyenesnek ismert egy pontja, tehát 
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 lesz az egyenlet felírásakor. 

Nem ismerünk azonban normálvektort, azaz a keresett egyenesre merőleges vektort. Helyette egy irányvektor van megadva ami párhuzamos az egyenessel. Ha ezt a vektort elforgatjuk 
[image: image18.wmf]90
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-kal, akkor viszont az egyenesre merőleges vektort kapunk, azaz normálvektort. Egy vektort úgy forgatunk el a síkon 
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-kal, hogy felcseréljük a koordinátáit, és az egyik előjelét megváltoztatjuk. Jelen esetben a 
[image: image20.wmf](
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 vektor 
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-os elforgatottja tehát az 
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 vektor lesz, ami normálvektora az egyenesnek. Ez azt jelenti, hogy az egyenes felírásakor 
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 lesz. 
Helyettesítsünk az egyenes egyenletébe: 
[image: image25.wmf]313410

xy

×+×=×+×

.

Ugyanez rövidebben: 
[image: image26.wmf]343
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3. Írjuk fel a 
[image: image27.wmf](
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 és a 
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 koordinátájú pontokon átmenő egyenes egyenletét.

Megoldás:

Nevezzük el a pontokat. Legyen 
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. Mindegyik pont illeszkedik a keresett egyenesre, így bármelyik koordinátáit tekinthetjük 
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-nak. Használjuk fel az egyenes felírásához az A pontot, így 
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(Ha a B pontot használnánk fel, akkor 
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 lenne.)
Mivel mindkét pont az egyenesen van, ezért az 
[image: image37.wmf]AB
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 vektor párhuzamos az egyenessel, azaz irányvektora annak. Határozzuk meg ezen vektor koordinátáit. Ha ismerjük egy vektor kezdő és végpontját, akkor úgy kapjuk a vektor koordinátáit, hogy a végpont koordinátáiból kivonjuk a kezdőpont koordinátáit. 

Jelen esetben 
[image: image38.wmf](
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A konkrét számadatokkal: 
[image: image39.wmf](

)

7,5

AB

--

uuur

.

Forgassuk el ezt a vektort 
[image: image40.wmf]90
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-kal, így az egyenes egy normálvektorát fogjuk kapni. 

(A forgatás során felcseréljük a koordinátákat, és az egyik előjelét megváltoztatjuk.)

Kapjuk: 
[image: image41.wmf](
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, azaz 
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Helyettesítsünk az egyenes egyenletébe.
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4. Írjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek tengelymetszetei: 5 és 
[image: image45.wmf]6
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.

Megoldás:

A tengelymetszetek azt jelentik, hogy az egyenes az x tengelyt 5-nél, az y tengelyt pedig 
[image: image46.wmf]6
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-nál metszi. Ezzel tulajdonképpen két pontot ismerünk az egyenesről. Az x tengellyel vett metszéspont ugyanis 
[image: image47.wmf](
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, az y tengellyel vett metszéspont pedig 
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. (Az x tengely minden pontjának második, az y tengely minden pontjának első koordinátája 0.) 

A feladat így lényegében megegyezik az előzővel. Az egyik pont koordinátái adják 
[image: image49.wmf]0
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 és 
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 értékét. Ha az A pontból indulunk ki, akkor 
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Határozzuk meg az 
[image: image53.wmf]AB
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 vektor koordinátáit. (A végpont koordinátáiból vonjuk  a kezdőpont koordinátáit.) Kapjuk: 
[image: image54.wmf](
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Ezt 
[image: image55.wmf]90
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-kal elforgatva egy normálvektort kapunk: 
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Írjuk fel az egyenest: 
[image: image57.wmf](
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5. Rajta van-e az 
[image: image58.wmf]1
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 egyenesen a 
[image: image59.wmf](
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 pont?

Megoldás:

Egy pont akkor illeszkedik egy egyenesre, ha koordinátáit behelyettesítve az egyenes egyenletébe, igaz az egyenlőség. Jelen esetben a P pont koordinátáit helyettesítjük x és y helyére.
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Az egyenlőség igaz, tehát a P pont az egyenesen van.

6. Ábrázoljuk a tengelymetszetek segítségével a 
[image: image61.wmf]326
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 egyenletű egyenest.

Megoldás:

Az x tengellyel vett metszéspontban 
[image: image62.wmf]0
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. Ezt felhasználva: 
[image: image63.wmf]32062
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Tehát az x tengelyt 2-nél metszi az egyenes.

Az y tengellyel vett metszéspontban 
[image: image64.wmf]0
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. Ezt felhasználva: 
[image: image65.wmf]30263
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Tehát az y tengelyt 3-nál metszi az egyenes.

Ezután készítsünk ábrát.

[image: image66.jpg]



7. Határozzuk meg a 
[image: image67.wmf]p

 paraméter értékét úgy, hogy a 
[image: image68.wmf]253
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 és a 
[image: image69.wmf]31
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 egyenletű egyenesek párhuzamosak legyenek egymással. Ábrázoljuk a két egyenest.

Megoldás:

Nevezzük el a két egyenest. Legyen 
[image: image70.wmf]:253
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 és 
[image: image71.wmf]:31
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A két egyenes egyenletét rendezzük y-ra.


[image: image72.wmf]23

:253

55

exyyx

-=Þ=-



[image: image73.wmf]:3131
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Így az egyeneseket 
[image: image74.wmf]ymxb
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 alakban kapjuk meg, ahol 
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 az egyenes meredekségét jelenti, 
[image: image76.wmf]b

 pedig azt adja meg, hogy hol metszi az y tengelyt az egyenes. 

Az egyenletek ezen alakjából tehát kiolvasható, hogy az e egyenes meredeksége 
[image: image77.wmf]2
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, és az y tengelyt 
[image: image78.wmf]3
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Hasonlóan az f egyenes meredeksége 
[image: image79.wmf]3
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, és az y tengelyt 
[image: image80.wmf]1

-ben metszi.

A két egyenes akkor lesz árhuzamos, ha meredekségeik megegyeznek, azaz 
[image: image81.wmf]2
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 esetén lesz párhuzamos a két egyenes. 
Ha ezt behelyettesítjük f egyenletébe az alábbit kapjuk.
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Készítsünk ábrát a két egyenesről.
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8. Határozzuk meg a 
[image: image85.wmf]p

 paraméter értékét úgy, hogy az 
[image: image86.wmf]2

yx
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 és az 
[image: image87.wmf]1
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 egyenletű egyenesek merőlegesek legyenek egymásra.

Megoldás: 

Legyen 
[image: image88.wmf]:2
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 és 
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.
Az egyenesek y-ra rendezett alakban vannak megadva, így meredekségeik könnyen kiolvashatók.
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Két egyenes akkor merőleges, ha meredekségeik szorzata 
[image: image92.wmf]1
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Jelen esetben az 
[image: image93.wmf]11
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 egyenlőségnek kell tehát teljesülni. Ebből az következik, hogy 
[image: image94.wmf]1
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 esetén lesz merőleges a két egyenes.

9. Határozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely a 
[image: image95.wmf](

)

5,2

--

 és az 
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 pontokat összekötő szakaszt merőlegesen felezi.

Megoldás:

Legyen 
[image: image97.wmf](
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 és 
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Határozzuk meg az 
[image: image99.wmf]AB

 szakasz felezéspontjának (F) koordinátáit, mert az illeszkedik a keresett egyenesre. Egy szakasz felezéspontjának koordinátáit úgy kapjuk, hogy vesszük a végpontok koordinátáinak számtani közepét. Jelen esetben tehát 
[image: image100.wmf]1122
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 lesz. A megadott adatokkal 
[image: image101.wmf](
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Mivel ez a pont a keresett egyenesen van, így az egyenes felírásakor 
[image: image102.wmf]0
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 lesz majd.

Még egy normálvektorra lenne szükségünk. Mivel az egyenes merőlegesen felezi az 
[image: image104.wmf]AB

 szakasz szakaszt, így az 
[image: image105.wmf]AB
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 vektor merőleges az egyenesre, tehát normálvektor. 
Határozzuk meg a koordinátáit. 
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Ezután írjuk fel az egyenest.
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Ha mindkét oldalt osztjuk 2-vel, akkor az egyenes egyenletét az alábbi alakban kapjuk.
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10. Írjuk fel a kör egyenletét, ha középpontja a 
[image: image109.wmf](
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 pont, és sugara 
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 egység.

Megoldás:

Ha egy kör középpontja 
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Jelen esetben 
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11. Határozzuk meg annak a körnek az egyenletét, amelynek középpontja az 
[image: image118.wmf](
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 pont, és áthalad az origón.

Megoldás:

Most 
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A kör sugara pedig megegyezik az origó és a K pont távolságával, ami ugyanaz, mint az 
[image: image121.wmf]OK
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 vektor hossza. Egy vektor hosszát úgy kapjuk, hogy a koordinátáinak négyzetösszegéből vonunk gyököt, azaz ha 
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Az 
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 vektor koordinátái 
[image: image125.wmf](
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. A kör sugara tehát 5. Már csak helyettesítenünk kell az egyenletbe.
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12. Egy kör átmérőjének végpontjai: 
[image: image128.wmf](
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. Írjuk fel a kör egyenletét.

Megoldás:

Éljünk a következő elnevezésekkel: 
[image: image129.wmf](
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A kör középpontja az AB szakasz felezéspontja. Ennek koordinátái 
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A kör sugara az 
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 vektor hosszával egyenlő.
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A kör egyenlete: 
[image: image133.wmf](
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13. Döntsük el, hogy a 
[image: image134.wmf]22
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 és 
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 egyenletek közül melyik kör egyenlete. Adjuk meg a kör sugarát és a középpontjának koordinátáit.

Megoldás:

Vizsgáljuk meg az első egyenletet. Ha kör egyenlete, akkor 
[image: image136.wmf](
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 alakra hozható. Ehhez rendezzük át a tagokat, osszuk el az egyenletet 2-vel, majd hajtsunk végre teljes négyzetté alakítást az x-es és y-os tagokra.
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A konstansokat vigyük át a jobb oldalra.
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Immár látható, hogy ez egy kör egyenlete, hiszen sikerült 
[image: image139.wmf](
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 alakra hoznunk. Nagyon fontos, hogy az egyenlet jobb oldalán levő konstans pozitív, mert az 
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-tel egyenlő. Ha itt negatív konstans áll akkor az nem kör egyenlete.

Ezután olvassuk ki a középpont koordinátáit, és a kör sugarát.
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Vizsgáljuk ezután a másik egyenletet. 

Ha megpróbáljuk hasonlóan alakítani, mint az elsőt, akkor egyből szemet szúr, hogy 
[image: image143.wmf]2
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 és 
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 együtthatója különbözik. Ezért hiába próbáljuk osztani vagy szorozni az egyenletet, soha nem tudjuk elérni, hogy mindkét négyzetes tag együtthatója 1 legyen. Márpedig ez szükséges lenne ahhoz, hogy ez kör egyenlete legyen, tehát ez nem kör egyenlete.
14. A sík mely pontjainak koordinátái elégítik ki a 
[image: image145.wmf]22
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Megoldás:

Hajtsunk végre teljes négyzetté alakításokat úgy, mint az előző feladatban.
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Egy nyilvánvaló ellentmondásra jutottunk, hiszen a bal oldalon két négyzet összege áll, ami nem lehet negatív. Ez azt jelenti, nincs a síknak olyan pontja, ami megfelelne az egyenlőtlenségnek.
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