12. Hatarozatlan és hatarozott integral

Tanulasi cél: Megismerni a hatarozatlan és hatarozott integral fogalmat. Elsajatitani az
alapintegralokat, és az egyszer(ibb integralasi tételeket, valamint a Newton-Leibniz-formulat.
Ezen ismereteket alkalmazni teriiletszamitasi és forgastestek térfogatara vonatkozo
feladatokban.

Motivaciés példa: Egy haz h, magassagban 1év6 ablakan kinyulva elhajitunk egy testet
fiiggblegesen felfelé v, kezdeti sebességgel. Adjuk meg a test sebességét és talajtol valo

tavolsagat az id6 figgvényében. A légellenallast hanyagoljuk el, tekintsiik tigy, hogy csak a
gravitacios erd hat a testre.

A megoldas soran Newton II. t6rvényébdl indulhatunk ki, mely szerint F =ma . Mivel a
testre most csak a gravitacios erd hat, igy F =mg . Ezt felhasznalva mg = ma, amibdl kapjuk,
hogy a = g, azaz a gyorsulas allando, és értéke minden pillanatban a gravitacios gyorsulassal
egyenlé. Igy 1ényegében egy fiiggvényiink van, ami a gyorsulast irja le az id6 fiiggvényében.
Fizikai tanulmanyainkbol tudjuk, hogy a gyorsulas-ido fiiggvény a sebesség ido fiiggvény
derivaltja. Ha tehat a gyorsulas ismeretében szeretnénk leirni a sebességet, akkor olyan
figgvényt kell keresniink, aminek az ismert gyorsulds-id6 fliggvény a derivaltja. Ha sikeriil
ilyen fiiggvényt talalnunk, akkor tovabbléphetiink, mert azt is tudjuk fizikabol, hogy a
sebesség-id6 fliiggvény az elmozdulas-id6 fiiggvénynek a derivaltja. A sebesség-ido fliggvény
ismeretében tehat olyan fliggvényt kell keresniink, aminek a sebesség id6 fliggvény a
derivaltja. Amint lathato, kétszer is olyan problémaval talaljuk magunkat szembe, melyben
ismeriink egy fliggvényt, és olyan fliggvényt kell keresniink, aminek ez az ismert fliggvény a
derivaltja. Az alabbiakban ezzel a problémaval foglalkozunk majd.

Elméleti 6sszefoglalo:

Definicié: A F(x) fiiggvényta f(x) fiiggvény primitiv fiiggvényének nevezziik, ha

F'(x)=f(x).

Egy f(x) fiiggvénynek nem csak egy primitiv fiiggvénye van. Tekintsiik példaul a

f (x)=cosx fiiggvényt. Ennek nyilvéan primitiv fiiggvénye a F (x)=sinx fliggvény, hiszen
(sin X)' =cos X. De primitiv fiiggvény lesz a F, (x)=sinx+1 fiiggvény is, mert

(sin x+1)' =(sin x)’ +1' =cosx+0=cosX.
Sé6t, ha ezt igy meggondoltuk, akkor azt mondhatjuk, f (X) -nek végteleniil sok primitiv

fiiggvénye van, mert barmilyen konstanst hozzaadhatunk sin X -hez, mindenképpen olyan
fliggvényt kapunk, aminek derivaltja cos X, hiszen a konstans derivaltja 0 lesz. Ezek alapjan
az alabbi tételt fogalmazhatjuk meg.

Tétel: Haaz f(x) fiiggvénynek primitiv fiiggvénye a F (x) fiiggvény, akkor barmely
F(x)+c fiiggveény is primitiv fiiggvénye, ahol ce R .



Felvetddik azonban a kérdés, hogy ilyen médon megkaphatunk-e minden olyan fliggvényt,
ami primitiv fiiggvénye f (X) -nek? A valasz erre igen, ezt is megfogalmazhatjuk egy
tételben.

Tétel: Ha F (x) és F,(x) is primitiv fiiggvénye f (x)-nek, akkor F,(x)—F,(x) konstans
fliggvény.

Amint lathatjuk, egy f (X) fliggvény primitiv fiiggvényei egy halmazt alkotnak, s ezen

halmaz barmely két eleme csak egy konstansban tér el egymastol. Elég tehat egy elemet
ismerniink ebbdl a halmazbol, mert akkor az 6sszes elemet megkaphatjuk ezen elembdl
kiilonb6z6 konstansok hozzaadasdval. Mivel a primitiv fliiggvények halmazat ilyen
egyszerliien megkaphatjuk, ezért egy fogalmat definialunk.

Definicié: Az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvényeinek halmazat az f (x) fiiggvény

hatrozatlan integraljanak nevezziik, és J. f (x)dx -szel jeldljiik.

Ha F(x) egy primitiv fiiggvénye f (x)-nek, akkor J. f(x)dx=F(x)+c, ahol ¢ tetsz6leges
konstans.
Amint a fentiekbdl lathatd, a hatarozatlan integralas vagy masképp a primitiv fiiggvény

keresés a derivalas megforditasanak tekinthetd. Ezért a tovabbiakban ugy haladhatunk, hogy
tekintjlik az alapderivaltakat, és azokat megforditva az tgynevezett alapintegralokat kapjuk.

Példaul azt az alapderivaltat, hogy (sin X)’ =CO0SX az ICOS xdx =sin x+c formaban forditjuk

meg, €s irjuk alapintegralként. Néhany esetben a megforditason egy kicsit alakitunk. Példaul
haa (Cos X)' =—sin x alapderivaltbol indulunk ki, akkor az egyszerti megforditas

I—Sin Xdx =cos x+cC lenne, de ezt inkabb JSi” Xdx =—cosx+c formaban irjuk, hiszen

nyilvan (—cos X)’ =sinx is igaz. Hasonloan a (ctg x)' =— alapderivaltbol az

sin® x
Isinz . dx = —ctg X+ ¢ alapintegralt kapjuk.
Vannak olyan elemi alapfiiggvényeink, melyeknek derivaltja csak eldjelben kiilonbozik. Ilyen
példaul az (arcsin x)' = ﬁ és az (arccos x)' = —ﬁ. Ilyenkor nem sziikséges

mindkettét megforditanunk, hanem elég csak az egyiket. Az J. dx =arcsinx+c

1
J1-x?

dx =arccos X + ¢ is. Ugyanigy elegendd

alapintegral mellé nem sziikséges még az _[— =
1-x

az (arctgx) =1 1 & (arcctg x) =1 1
+

> > alapderivaltak megforditasabol az
X X

~[1+ - dx =arctg x+c alapintegralt irni.



Az igy kapott alapintegralokat egy tablazatban foglaljuk 6ssze. Ez 1ényegében az
alapderivaltak tablazatanak megforditasa, olyan aprobb valtoztatasokkal, amikrdl fentebb

irtunk.

Az alapintegralok tablazata:
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Néhany alapintegrallal kapcsolatban szeretnénk megjegyzést tenni. Az egyik a hatvanyok

a+l

. 14 r 4 X
integralasra vonatkozo I x“dx =
a+l

+¢, a e R\ {1} alapintegral. Itt arra hivjuk fel

nyomatékosan a figyelmet, hogy a —1-edik hatvany kivétel. Bar a hatvanyokat altalaban ugy
integraljuk, hogy a kitevit eggyel megndveljiik, és osztunk az 0j kitevével, a —1-edik hatvany

. g . 4 1 . , : e
esetén nem ez torténik. Mivel x ' == a természetes alapt logaritmus, azaz In x derivaltja,

X

1 . . . . i
ezért az J-— dx = In x+c alapintegralt kapjuk. Ez csak pozitiv x -ekre igaz, hiszen a
X

logaritmus csak ekkor értelmezhetd. Belathatd azonban, hogy negativ X -ek esetén




1 ) 1 .

I— dx =In(—-x)+c igaz, s ezt egyiittesen J-— dx =In|x|+c forméaban foglalhatjuk Sssze. Ez
X X

igy mar pozitiv és negativ X -ekre is igaz.

_{arth x+c, ha |x <1

= , azért ilyen bonyolult, mert az
arcthx+c, ha |x|>

azonban mashol értelmezhetd, ezért szerepel az integralas eredményében x értékétdl fiiggden
vagy az egyik, vagy a masik fliggvény. Szerencsére ez a bonyolult alapintegral ki is kertilhetd.
A késébbiekben megismeriink majd egy olyan modszert, aminek segitségével masképp tudjuk
integralni ezt a fliggvényt.

Az alapintegralok megismerése utan jo lenne, ha ahhoz hasonlé szabalyokat is
megfogalmazhatnank, mint amilyenek a derivalasnal szerepeltek, mert akkor az
alapintegralokbol miiveletekkel képezett fiiggvényeket is tudnank integralni. Nézziik milyen
szabalyok igazak a primitiv fiiggvényekre.

Tétel: Haaz f (x) fiiggvénynek l1étezik primitiv fiiggvénye, akkor a k - f (X), keR
fiiggvénynek is létezik primitiv fliggvénye, €s Ik f( dX K- J.

Bizonyitas: Legyen F (x) egy primitiv fiiggvénye f (x)-nek, azaz F'(x)= f (x), vagy
mésképp I x)dx = F (x)+c. Ekkor nyilvan k-F'(x)=k- f (x), ami azt jelenti, hogy
k-F'(x) egy primitiv fiiggvénye k- f (x)-nek, azaz

[k f () dx=k-F(x)+c=k- [ f(x)dx

A tétel masképp ugy fogalmazhato, hogy integralas soran konstans szorzé kiemelhet6 az
integralbol.

Tétel: Haaz f(x) és g(x) fiiggvényeknek l1étezik primitiv fliggvénye, akkor az
f(x)+g ( ) fliggvénynek is 1étezik primitiv fliggvénye, és

If( x)dx = j dx+jg
Bizonyitas: Legyen F(x) az f(x) és G(x) a g(x) egy-egy primitiv fiiggvénye, tehat
F'(x)=f(x) és G'(x)=9g(x), vagyj (x)dx=F(x)+c és Ig x)dx =G(x)+c. Ekkor

nyilvan (F(x)+G(x))' =F'(x)+G'(x)=f (x)+9(x), azaz F(x)+G(x) primitiv
fiiggvénye f(Xx)+g(x )-nek tehat

If(x)+g(x)dx F(x) )+c= I dx+jg

Ezt a tételt fogalmazhatjuk meg tigy is, hogy fliggvények 6sszegét tagonként integralhatjuk.
A fenti két tételb61 nyilvén az is kt')vetkezik, hogy fliggvények kiilonbsége esetén

If dx _[ dx Ig



A derivalasnal ezutan az kovetkezett, hogy a fliggvények szorzatara, hanyadosara és az
Osszetett fliggvényekre is sikeriilt derivalasi szabalyt taldlnunk. Ezek a derivalasi szabalyok
barmilyen szorzat, tort vagy Osszetett fliggvény esetén alkalmazhatoak voltak. Sajnos az
integralasnal ilyen szabalyok nincsenek. Nem lehet kimondani olyan 6sszefliggést, amelynek
segitségével barmilyen fiiggvények szorzata, vagy hanyadosa, vagy kompozicidja integralhatéd
lenne. A kés6bbiekben megismeriink majd szabalyokat, melyek segitségével fiiggvények
szorzatat integralhatjuk, de ezek a szabalyok nem alkalmazhatok barmilyen fiiggvények
szorzata esetében, csak bizonyos specialis esetekben. Megismeriink majd olyan szabalyt is,
amit fliggvények hanyadosanak integralasara hasznalhatunk, de csak bizonyos specialis
tortekre alkalmazhato. Specialis Osszetett fliggvényekre is lesz majd integralasi szabaly, de azt
sem lehet altalanosan alkalmazni minden Gsszetett fliiggvényre. Eppen ezért az integralas tobb
talalékonysagot igényel majd, mint amire a derivalasnal sziikség volt.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=3x" —2sin x+8e” fiiggvény hatarozatlan integraljat,

azaz J'Bx“ —2sin x +8e* dx -et!

Megoldas: Mivel fiiggvények Osszegét illetve kiilonbségét kell integralnunk, ezért tagonként
végezhetjiik el az integralast. Igy harom integralt kapunk.

I3x4 —2sinx+8e* dx = J'3x4 dx—stin xdx+.f8eX dx
Az egyes integralokbdl a konstans szorzokat kiemelhetjiik.
I3X4 dx—stin xdx+'|'8eX dx =3Ix4 dx—2J‘sin xdx+8IeX dx

Mar csak alapintegralok szerepelnek, melyeket egyszeriien behelyettesitiink. Az elsd részben

a+l

egy hatvanyfiiggvényt kell integralnunk, igy itt az IX“dX - X i¢ ae R\ {-1}

o+l
alapintegralra hivatkozva eggyel megnoveljiik a kitevét, s osztunk az 0 kitevével. A masodik

részben az Isin xdx =—cos X+ ¢, a harmadikban pedig az Iexdx =e" +C alapintegralra
hivatkozunk.

5
SJ'x4 dx—ZIsin xdx+8jexdx:S%—Z(—cosx)+8ex+c:gx5+2cosx+8ex+c

Nem irjuk ki mindegyik rész integralasanal kiilon-kiilon a ¢ integracios konstanst, mert ¢
barmilyen valos értéket felvehet. Ha tobbszor szerepelne, akkor a konstansok 0sszege is egy
konstans lenne, ami barmilyen valos értéket felvehetne. Ezért elég mindig csak egyetlen
konstanst irnunk a primitiv fliggvény utan.

2. feladat: j 74/x dx

Megoldas: Els6 1épésként a konstans szorzot emeljiik ki az integralbol.
I?(‘/; dx=7 .[ é/; dx
Az alapintegralok kozott a kiilonb6z6 gyokok a hatvanyokban szerepelnek. A derivalasnal is

az tortént, hogy a gyokoket tortkitevos hatvanyként irtuk, és hatvanyként felirt alakot
derivaltuk. Most ugyanigy jarunk el az integralas soran is.



7J‘<‘/de=7fx‘l‘dx

Ezutdn mar hivatkozhatunk az J xX*dx =

a+l

+c, aeR\ {-1} alapintegralra.

o+1
1 5
1 at 4 5
7_[x4dx=7X +c=7x—+c=§x4+c=§(‘/x_5+c.
1 s 5 5
Z+1 4

Az eredményt irhatjuk tortkitevés hatvanyként, vagy gyokds formaban is.
3. feladat: J%dx
X

Megoldas: Kezdjiik most is a konstans szorzo6 kiemelésével.
6 1
dx=6|—dx
J g tx=6[ s

W5

X
Az integraland6 fliggvényben, amit integrandusnak is szoktak hivni, most egy hatvany
reciprokat latjuk. Ezt felirhatjuk negativ kitevds hatvany forméjéban, s igy ismét csak egy

hatvanyt kell majd integralnunk. Ugyanigy jarhattunk el az ilyen fiiggvények derivalasakor is.
1 5
GJF dx = GI X dx

A hatvany integralasakor most is noveljiik eggyel a kitevot, és osztunk az 0j kitevovel.
—5+1 -4

X 6 4 31
+C=6—+C=—X"+C=———+C
—5+1 —4 —4 2 X

Az eredményt most irhatjuk negativ kitevds hatvany, vagy tort formajaban is.

4. feladat: j{’/x-\/;dx

Megoldas: Az integralast ebbdl az alakbol nyilvan nem tudjuk végrehajtani, ezért elészor
atalakitjuk az integralando fliggvényt. A gyokoket irjuk at tortkitevds hatvannya, amint azt
egy korabbi feladatban tettiik.

Imdxj(x-x;fdx

Végezziik el a zardjelen beliil a szorzast. Azonos alapu hatvanyok szorzasa esetén egyetlen
hatvanyt kapunk, melyben a kitevok 6sszeadddnak.

o o

Most egy hatvanyt tovabb hatvanyozunk. Ha ezt egyetlen hatvanyként irjuk, akkor a kitevok

szorzodnak.
1

3\z 31 3
J-[XZJ dx = J'x?gdx = I x10dx

Az integrandust sikeriilt egyetlen hatvannya alakitunk, igy végre tudjuk hajtani az integralast.

6j X°dx=6



3
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leodx: +C=—+C=— xl°+c \/ +C

—+
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Az eredmény most is tobb alakban irhatd. Hagyhatjuk tortkitevos hatvanyként, de irhatjuk
gyokos formaban is.

A feladatbdl lathato, hogy az integrandus megadott alakjabol nem lehet elvégezni az
integralast. De az atalakitasok utan mar olyan formédban kapjuk meg a fliggvényt, ami
egyetlen alapintegral. Az integralasi feladatokban nagyon sokszor nem az okozza a fejtorést,
hogy magat az integralasi 1épést hogyan hajtsuk végre, hanem hogyan készitsiik el6 az
integralast, azaz milyen modon alakitsuk at az integrandust az integralés el6tt. Az atalakitasok
soran nagyon gyakran olyan azonossagokra hivatkozunk, amelyek a kozépiskolabol ismertek.
Kiilondsen szeretnénk kiemelni a hatvanyozas azonossagait, mert a hatvanyok gyakran
fordulnak eld, s atalakitasukra tobb azonossagot is ismeriink.

5. feladat: [/x (8x—5€/§)dx

Megoldas: Az integrandusunk most egy szorzat. Amint az korabban szerepelt, ilyen esetben
nincs altalanosan alkalmazhat6 integralasi szabaly. At kellene ezért alakitanunk gy a
fiiggvényt, hogy mar ne szerepeljen szorzas. Amint a korabbiakban, irjuk 4t most is a

gyokoket tortkitevds hatvannya, majd Végezzﬁk el a szorzast, azaz bontsuk fel a zarojelet.
11

[/ (8x—5x ) dx = jx{Sx 5x3de j8xx 5x2x3 dx

Az integrandus mindkét tagjaban azonos alapu hatvanyok szorzata all, melyeket egyetlen

hatvanyként is irhatunk. A kitevdk ekkor 6sszeadddnak.
5

1 11 14 1.1 3 S
Iszx—szx3 dx = I8x2 —-5x?% 3dx = J.8x2 —5x8 dx
Sikeriilt elérnlink, hogy mar nincs fliggvények szorzasa, hanem csak kiilonbsége. Ekkor
tagonként integralhatunk. Az egyes tagokbol a konstans szorzokat kiemelhet;jiik.

3 5 3 5 3 5
I8x2 —b5x8dx = I8x2 dx—'f5x6 dx = 8Ix2 dx—SIx6 dx
A két hatvanyt immar kiilon-kiilon integraljuk.

5 ll
X2 16 > 30 E _16 30,
2 6 - — 2__ 6
8Ix dx — 5_[x dx = 8§ 511 5x 1 \/_ \/ +C
2 6

Mivel tortkitevds hatvanyokat integraltunk, az eredmény most is irhaté hatvanyként és gyokos
alakban is.

4x— 9J_+6

6. feladat: j dx

Megoldas: Az integraland6 fliggvény most egy tort. Sajnos a tortekre sincsen minden esetben
hasznalhat6 integralasi szabaly. A fliiggvényt ezért ismét atalakitjuk az integralas eldtt. Elso
Iépésben a gyokot irjuk hatvanyként.



1
_0y2
J-4x 9&+6d _J-4x 9x +6dx

2
X2 X
Mivel a tort szamlalojaban 6sszeg illetve kiilonbség all, a tortet tobb tortre bonthatjuk ugy,

hogy az egyes tagokat kiilon- kl'il('in osztjuk a nevezovel.
1

[0 ix2+6d _j—d —jgxzdx+j%dx

A konstans szorzékat ezutan kiemelhetjiik az egyes integralokbdl.
1

6 X X? 1
j—d -j dx+J'?dx:4J'Fdx—9j'7dx+6j'?dx
Az elso két tagban azonos alapu hatvanyok hanyadosa all, amiket egyetlen hatvannya

alakithatunk. Ekkor a kitevOk kiilonbségét kell venniink. A harmadik tagban egy hatvany

reciproka szerepel, amit negativ kitevos hatvanyként irhatunk.
1

4'[X—X2dx—9'[);—zdx+6j%dx:4_[x1‘2 dx—9_[x;_2 dx+6_[x‘2 dx =

3
=4jx‘1 dx—9jx 2 dx+6J‘x‘2 dx
Mar csak egy-egy hatvanyt kell integralnunk. Vigyazzunk azonban, mert az els6 tagban éppen
x ! 4ll, aminek integralasa kiilonbozik a tobbi hatvany integralasatol. Eppen ezért, ez ne is

irjuk hatvanyként, hanem inkabb 1 alakban.
X

4Jédx—9j'x_2dx+6j'x2 dx

Most hajtsuk végre az integralasokat.

4j dx — 9Ix2dx+6jx dx =4In|x|-9 +6——+C=

1

=4In|x|—9ﬁ+6x—1+c:4In|x|+18x2—6xl+c:4|n|x|+£_§+c

1 Jx o x
2
Mint altalaban az ilyen feladatoknal, az eredmény most is tobb alakban adhat6 meg.

Most pedig térjlink vissza ahhoz a motivacios példahoz, amivel a lecke indult, és adjunk
valaszt az abban feltett kérdésekre.

7. feladat: Egy haz h, magassagban 1év6 ablakan kinytlva elhajitunk egy testet fliggélegesen
felfelé v, kezdeti sebességgel. Adjuk meg a test sebességeét €s talajtol valo tavolsagat az 1d6

fliggvényében. A 1égellenallast hanyagoljuk el, tekintsiik ugy, hogy csak a gravitacios erd hat
a testre.

Megoldas: Amint azt a korabbiakban megallapitottuk, a test gyorsulasat az id6 fliggvényében
az a(t) =g konstans fliggvény irja le. A fizikai példaban a megszokott jelolésekhez képest

annyi az eltérés, hogy a fliggvényt nem f jel6li hanem a, a valtozét pedig nem X jeldli



hanem t. (Természetesen ha valakit ez zavar, akkor hasznalja az f (x)=g jelolést.) Mivel a

gyorsulas a sebesség 1d0 szerinti derivaltja, igy ezt integralnunk kell a sebessé¢g-ido fiiggvény
meghatarozasahoz. Az integralas soran t lesz a valtozo, igy most nem dx szerepel majd az
integralban hanem dt .

v(t)=[a(t)dt=[gdt

Mivel g konstans, hivatkozunk az Ik dx=kx+c, k e R alapintegralra, s igy az alabbit
kapjuk:

I gdt=gt+c

Megkaptuk tehat a sebességet idSben leir6 fiiggvényt, mely v(t)=gt+c lett.

Ez azonban nem egyetlen fiiggvényt jelent, hanem végtelen sokat, hiszen a ¢ integracids
konstans barmilyen valos értéket felvehet. Ez igy nyilvéan nincs rendben, hiszen mi egy
konkrét fiiggvényt keresiink most, ami ennek a konkrét mozgasnak a sebességét irja le.

Itt ne feledkezziink el arro6l, hogy a test sebessége adott a mozgas kezdetén, azaz tudjuk, hogy

a t =0 iddpillanatban v, a sebesség felfelé. Ezt ugy is irhatjuk, hogy v(0)=-v,. A negativ

eldjel azért van, mert amikor azt mondtuk a gyorsulas g, akkor hallgatdlagosan kijeldltiik a
mozgas leirasaban a pozitiv iranyt. Mivel a gyorsulast vettiik pozitivnak, ami lefelé mutat, igy
a felfelé irany negativ lesz. Ezért a felfelé iranyul6 v, nagysagu kezdeti sebességet —v, -ként
kell irnunk.

Helyettesitsiink a sebességet leiro fiiggvénybe t helyére O -t.

v(0)=g-0+c=c

Tegyiik egyenlévé a kétféle modon kapott v(0) -t, s kapjuk ¢ =-v, .

Ezutan felirhatjuk azt a konkrét fliggvényt, ami az adott mozgas sebességét leirja.

V(t) =gt—v,

Egy kozépiskolabol ismert Osszefiiggést kaptunk, melyet ott a fliggbleges hajitasok
kinematik4ja soran ismertiink meg.

Ha most tovabbmegyiink, és le szeretnénk irni a test talajtol valo tavolsagat is az id6

fliggvényében, akkor ezt a fliggvényt is integralnunk kell, hiszen a sebesség az elmozdulés 1d6
szerinti derivaltja.

s(t)=[v(t)dt=[gt—v, dt
Az integralast természetesen tagonként hajtjuk végre, s az els6 tagbodl a konstans ¢ szorzo

kiemelheto.
2

jgt—vodtzgjtdt—fvodtzg%—vot+c*

. . t’ .
Megkaptuk tehat az elmozdulast az id8ben leird fiiggvényt, ami s(t)=g 5 Vot +C™ lett.

Ebben is szerepel azonban egy integracios konstans, amit most c” -gal jeldltiink, hogy
megkiilonboztessiik az el6z6 konstanstol. Nyilvan most ennek a konstansnak is konkrét értéke
kell legyen. Tudjuk, hogy kezdetben h, magassagban van test, azaz ennek a fiiggvénynek

t=0 esetén h, az értéke. Jelolésben s(0)=h,. De s(0)-t Gigy is megkaphatjuk, hogy az s(t)
fliggvényben t helyére O -t helyettesitiink.

2

s(0)= g%—v0 0+c¢c"=c’



Tegyiik egyenlévé a kettét, s azt kapjuk: ¢* =h, .

Ezek utan felirhatjuk azt a konkrét fliggvényt, amely az adott mozgas soran a test helyét irja le
az 1do fliggvényében.
2

s(t)=9 %—v0t+h0
Ismét olyan Osszefiiggést kaptunk, ami mar a kdzépiskolabdl ismert.
Ellenorzé kérdések:

1. kérdés: j 9x° — 7* dx

X

Valaszl: 45x* — !
In7

+C

X

Valasz2: Ex6 !
2 In7

+ ¢ (helyes)
Valasz3: 45x* —7*-In7+c

Valasz4: gXG -7"-In7+c

2. kérdés: | 4353 dx

12 1

55X2

12 1

5 5/y3

Valasz3: gé/x_8 + ¢ (helyes)

Valaszl:

+C

Valasz2:

Valasz4: gs X° +C
. s 3
3. kérdés: IFdX

Vilasz1: —% +c (helyes)
Valasz2: —+c¢
Valasz3: ———+cC

Valasz4: g— +C

4, kérdés: I\/X'E/; dx



Valaszl: g%/x_5+c
Valasz2: gi/x_s +C
Valasz3: gi/x_s +c (helyes)

Valasz4: gi/x_3 +C
5. kérdés: j x(sﬁ + 4) dx

Valaszl: 24%° +2x% +¢ (helyes)
Valasz2: %\/X_s+ 2x% +c¢

Valasz3: 2\/X_5+4X2 +C
Valasz4: %\/x_3+4x2 +c

x3+6x-3

6. kérdés: ITdX
2

Valaszl: X——iz+i3+c
4 4x° X

, 3
Valasz2: x° +3In|x|+—3+c
X

Valasz3: x° —iz+%+c
4x° X

2

Vélasz4: 2 +3In |x|+ 3 he (helyes)
4 2X

Motivacios példa: Mennyi munkat kell végezniink ahhoz, hogy egy m tomegi tirhajot h
tavolsagra juttassunk a Fold felszinétol?

Egy latszolag egyszer feladattal 4llunk szemben, hiszen a munkéat, amint azt kozépiskolaban
fizikabol tanultuk, az erd €s az erd irdnyaba esé elmozdulas szorzataként szamolhatjuk. Ezért
elészor arra gondolhatunk, hogy meghatarozzuk az tirhajora hatd gravitacios er6t, és ezt
megszorozzuk h -val, hiszen a gravitacios erdvel parhuzamos elmozdulas pontosan az,
amennyivel az tirhajo eltavolodik a Fold felszinétél. De van egy kis gond, ami miatt ez
mégsem ilyen egyszeri. Mivel h nagy, ezért az tithajora hat6 gravitacios er6 nem tekinthetd
allandonak, hanem véltozik a Fold kdzéppontjatol valo tavolsag fliggvényében. Marpedig a
munkat csak akkor szamolhatjuk a fenti egyszeri modon, ha az erd allando. Valtozo erd
munkajarol kozépiskolaban azt tanultuk, hogy az eré-elmozdulas grafikon alatti alakzat
teriilete adja meg az ilyen er6 munkajat. Ennek jol ismert esete a rugd nytjtasa. Ekkor tudjuk,
hogy a rugd nytjtasahoz sziikséges erd egyenesen aranyos a rugd megnyulasaval. Ezt irja le



az F

rugé

abrazoljuk az er6t megnyulas fiiggvényében, akkor egyszeri linearis fliggvényt kapunk.

: /

=D-Al Osszefiiggés, melyben D arugodallandd, Al pedig a rugd megnyulasa. Ha

Al s

Ha a rugdt nyujtatlan allapotbol Al -lel megnytjtjuk, akkor a kdzben végzett munka az abran
kékkel jelzett alakzat teriilete. Ez most konnyen meghatarozhatd, hiszen egy derékszogi
haromszog teriiletét kell kiszdmolni.

1 1 1

W==F, -Al==(D-Al)-Al==D-AlI’
2 2 2

Az lirhaj6 esetén azonban a Fold altal az Grhajora kifejtett gravitacids erdé nem linearis a
tavolsag fliggvényében, hanem a Fold kozéppontjatol mért tavolsag négyzetével forditva
aranyos. A gravitacios erdre az alabbi torvény ismert:

Mm
F..=K—.

grav 2

r
3

Ebben k a gravitacios allando (k =6.67-10™ %j M aFold tsmege (M =6-10%kg),
g-s

m az rhajo tdmege, I az lithajonak a Fold kdzéppontjatdl mért tavolsaga. Most r tolti be a

valtozo szerepét, azaz a gravitacios erd r -nek a fliiggvénye. Jelolésben ezt az alabbi mddon
fejezhetjiik ki:

I:grav = I:grav (r)

Ha most dbrazoljuk az erét a Fold kozéppontjatol mért tavolsag fiiggvényében, akkor az
alabbit kapjuk.

F

Mm
:kr_2

W
R R+T 7

Ezen az abran a kékkel jelzett alakzat teriilete adja meg azt a munkat, ami ahhoz sziikséges,
hogy az lirhajo a Fold felszinét6l h magassagra tavolodjon el. Most egy olyan alakzat
teriiletét kell meghataroznunk, melyet egyik oldalardl a vizszintes tengely egy szakasza, két



masik oldalarol a fiiggdleges tengellyel parhuzamos szakaszok, negyedik oldalarol pedig egy
fliggvény grafikonja hatarol. Mivel példaul valtozé er6 munkdjanak szamolashoz sziikség volt
ilyen alakzatok teriiletének meghatarozasara, Ki kellet dolgozni egy modszert, amivel ilyen
gbrbe vonalu alakzatok teriilete egzakt modon meghatarozhato. Ez vezetett el a hatarozott
integral fogalmahoz, amivel az aldbbiakban ismerkediink meg.

Elméleti 6sszefoglalo:

Induljunk ki tehat abbol, hogy adott egy [a,b]-n értelmezett folytonos f (x) fiiggvény,
melyre f (x)>0 teljesiil az [a,b]-n, és szeretnénk meghatarozni az y = f (x),az y=0, az
X=a ésaz Xx=Db gorbék altal hatarolt alakzat teriiletét. Ez az alakzat lathat6 az alabbi abran.

AY

| —

- Sfx)

S

.
a b x

Osszuk fel az [a,b] intervallumot n részre valamilyen F, ={x,,%,,X,,...,X,} halmazzal,

amelyre a=x,<x <X, <---<X, =b teljesiil. Ezt az F, halmazt az [a,b] intervallum egy
felosztasanak nevezziik. Egy-egy részintervallum hosszat a szomszédos osztopontok
kiilonbségeként kaphatjuk meg. Az i-edik részintervallum hossza példaul x. —x, ,, melyet
AX; -vel 1s jeloliink. (A részintervallumok nem feltétlentil egyforma hosszuak.) A felosztas
finomséaganak nevezziik a leghosszabb részintervallum hosszat, azaz max Ax; -t. Valasszunk
ki mindegyik [Xi_l, Xi] részintervallumbodl egy & szdmot. Emeljlink mindegyik

részintervallum f51¢ f (&) magassaga téglalapot.
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Ezen téglalapok teriiletének osszegével kozelitjiik a meghatarozando tertiletet. Ezt az Gsszeget
az adott felosztashoz tartozo kozelitd 6sszegnek nevezzik, és o, -nel jeloljik. frjuk fel ezt az

Osszeget. Az elsé téglalap teriilete: T, = f (& )-(x,—X,)= f (&)-Ax, a masodik téglalap
terillete T, = f (&,)-(X, =% ) = f(&,)-Ax,, az i-edik téglalap teriilete

T.=f(&) (% —%.)=f(&)-Ax . Ezek alapjan a kozelitd 5sszeg a kovetkezd:

Oy =T 4T+ AT, = (&) (% —%)+ F (&) (X —x)+...+ F (&) (X, —Xy) =

= f (51)'AX1+ f (‘fz)-AX2 + ...+ f (fn)-Axn_
Ugyanezt rovidebben is irhatjuk:

0= DT =2 (&) (6 x2) =2 1 (6) .

Noveljiik a felosztasban a részintervallumok szamat, igy ujabb és Gjabb felosztasokat kapunk.
Ha az osztopontok szamat minden hataron til néveljiik akkor igy felosztdsoknak egy
sorozatat kapjuk. Varhatoéan az egyre tobb osztoponttal rendelkez6 felosztasok egyre
pontosabban fogjak kozeliteni az alakzatot, melynek teriiletét meghatarozni szeretnénk. Ez
azonban csak akkor lesz igaz, ha a felosztas az osztopontok szamanak novelésével egyre
finomodik is, azaz nem marad benne sehol tal hosszu részintervallum. Ezt fejezziik ki azzal,
hogy olyan felosztassorozatot készitlink, amiben a felosztas finomsaga nullahoz tart, azaz

max Ax, — 0. Nem torténhet meg olyan a felosztassorozatban, hogy az [a,b] intervallum
egyik részén egyre slirlisodik a felosztas, de valahol mashol benne marad egy hosszabb



részintervallum. Az ilyen felosztassorozatokat végteleniil finomod¢é felosztassorozatoknak
nevezziik. Az alabbi dbrakon ilyen egyre finomodo felosztasok lathatok.

e

Definicio: Azt mondjuk, hogy az [a, b] -n értelmezett f (x) fiiggvény Riemann-integralhato
az [a, b] -n, ha a o, kozelitd 6sszegek sorozata minden végteleniil finomodé felosztassorozat

estén konvergens, és ugyanahhoz a szamhoz tart. Ekkor ezt a szamot az f (x) fiiggvény

b
[a, b] -n vett Riemann-integraljanak, vagy hatarozott integraljanak nevezziik és J. f (X) dx -

szel jeloljiik. Ez rovidebben az alabbi jelolésekkel irhato:
b

[f(x)dx="Tlim anjf(;).(xi—xi_l)= lim Zn:f(;)Axi.

a i= i=1
max Ax; -0 max Ax; -0

Itt kell megjegyezniink, hogy az egyszeriiség kedvéért az elején olyan fliggvényrdl
beszéltiink, ami az [a,b]-n pozitiv értékeket vesz fel. Ekkor a fenti definici6 valoban a
fiiggvény grafikonja és az x -tengely kozott elhelyezkedé alakzat teriiletét adja meg az [a,b] -
n. Ha azonban a fliggvény negativ értékeket is felvehet, akkor a téglalapokkal torténd
kozelitésben f (&) is lehet negativ, igy az (& )Ax szorzat az i -edik téglalap teriiletét
el6jelesen adja meg. Ha f (&) >0, a kozelitésben a téglalap az x -tengely felett helyezkedik
el. Ekkor f (& )Ax; pozitiv, tehat valoban a téglalap teriiletét kapjuk. De ha f (£)<0,a
téglalap az x -tengely alatt helyezkedik el. Ekkor f (& )Ax negativ, s a téglalap teriiletének

—1-szeresével egyenld. Ebbdl kovetkezden, az integral a fliggvény grafikonja és az x -tengely
kozott elhelyezkedd alakzat teriiletét eldjelesen adja meg. Ha a fiiggvény pozitiv, azaz
grafikonja az x -tengely felett halad, akkor valdban teriiletet kapunk, de ha a fliggvény
negativ, akkor a teriilet —1-szeresét kapjuk. Ezért kapjuk azt, hogy ha egy fliggvény eldjele

megvaltozik az [a, b] belsejében, €s a pozitiv illetve negativ részen egyenld nagysagu a



tertilet a fliggvény grafikonja €és az X -tengely kozott, akkor nulla a fliggvény integralja az
[a,b] intervallumon. Erre példa mondjuk az f (x)=cosx fiiggvény a [0, 7]-n

1

Amint az abran lathato, a pirossal illetve kékkel jelolt alakzatok szimmetria miatt egyenld
teriiletlick, de mig a piros az X -tengely felett, a kek az x -tengely alatt helyezkedik el. Az
integralas igy a piros alakzat teriiletét, a kék alakzat teriiletének pedig —1-szeresét adja. Igy a

fiiggvény integralja a teljes [0, 7] intervallumon ezek dsszeg, azaz nulla lesz.

A Riemann-integral hosszadalmas definicidja utan felvetddik az a kérdés, hogy milyen
fliggvények integralhatdak. Ezzel kapcsolatban két tételt mondunk ki bizonyitas nélkiil.

Tétel: Haaz f(x) fliggvény integralhato az [a, b] intervallumon, akkor f (x) ezen az

intervallumon korlatos. A korlatossag tehat sziikséges feltétele az integralhatdsdgnak. (Nem
minden [a,b] -n korlatos fliggvény integralhato [a,b] -n.)

Tétel: Haaz f (x) fliggvény folytonos az [a,b] intervallumon, akkor integralhaté is [a,b]-n
A folytonossag tehat elégséges feltétele az integralhatdosdgnak. (Nem minden [a, b] -n
integralhato fiiggvény folytonos [a,b]-n.)
A hatarozott integralra vonatkozodan sok tétel bizonyithato. Ezeket szoktak a hatarozott
integral tulajdonsagainak nevezni. Vannak koztiik olyanok, melyek hasonldak, mint a
hatarozatlan integral tulajdonsagai.
Tétel: Ha f (x) és g(x) integralhatoak az [a,b]-n, k pedig tetszéleges valos szam, akkor a
k-f(x), f(x)+9g(x)és f(x)—g(x) fiiggvények is integralhatoak [a,b]-n, és

b

k- f(x)dx= kj
f( Tf dx+jg

b
I f dx I dx j g(x
Tehat amint a hatarozatlan 1ntegralna1, ugy a hatarozott integralnal is konstans szorzo

kiemelhetd az integralbol, valamint §sszeget és kiilonbséget tagonként integralhatunk. A
kiilonbségre vonatkozo6 allitds a masik kettobdl mar egyszertien kovetkezik.

D, T QD C— T



A hatarozott integralnak vannak olyan tulajdonsagai is, amelyekben az integralasi
intervallumnak fontos szerepe van. A hatarozatlan integralnal ilyen tulajdonsagok nyilvan
nem voltak.

Tétel: Ha f (X) integralhaté a -t6l b -ig, akkor integralhat6 b -tol a -ig is, és

a b

!f(x)dx:—jf(x)dx.

Azaz ha felcseréljiik az integralasi hatarokat, az integral —1-szeresét kapjuk.

Tétel: Ha f (x) integralhaté az [a,b]-n, akkor integralhato [a, b] barmely részintervallumén
is.

Tétel: Ha f (X) integralhat6 az [a,b] -n, és a<c<b, akkor

if(x)dx:j f (x)dx+jl f(x)dx.

Ezt fogalmazhatjuk ugy is, hogy az integralés az [a, b] -n részletekben is végrehajthato.
Pozitiv értéki fliggvény esetén szemléletesen arrdl van szo, hogy a fliggvény grafikonja és az
x -tengely kozti teriilet az [a,b]-n Ggy is meghatarozhat6, hogy vessziik a teriiletet az [a,c] -
n, és hozzéadjuk a teriiletet [c,b]-n. (Az [a,b] intervallumon a teriilet a piros és kék alakzat
tertiletének O0sszege.)

il c D

Tétel: Ha f (x) integralhato az [a,c] és [c,b] intervallumokon, akkor integralhato az [a,b]
intervallumon is, és

if(x)dx:j f (x)dx+i f(x)dx.

a a

Tétel: Ha f (X) integralhaté az [a,b] -n, és f(x)>0 minden x e [a,b] esetén, akkor
b
I f(x)dx>0.

Ha nem negativ fliggvényt integralunk, akkor az integral sem negativ.



Tétel: Ha f(x) és g(x) integralhatoak az [a,b]-n, valamint f (x)>g(x) minden x e[a,b]

esetén, akkor
b

J‘f(x)dxzjb‘g(x)dx.

a
Mis megfogalmazasban azt mondhatjuk, hogy a nem kisebb értékii fiiggvény integralja sem

kisebb.

Tétel: (Az integralszamitas kozépértéktétele) Ha f (x) folytonos az [a,b]-n, akkor létezik

legalabb egy & e[a,b], melyre igaz, hogy

b

jf(x)dx: f(&)-(b-a).

Pozitiv értéki fliggvény esetén szemléletes arrdl van szd, hogy az f (x) fliggvény grafikonjat
tudjuk metszeni olyan vizszintes egyenessel, ami alatt az [a, b] -n pontosan akkora teriiletli
téglalap van, mint a fliggvény és az X -tengely kozti alakzat teriilete az [a, b] -n. Az dbran
kékkel jelolt téglalap teriilete f (£)-(b—a), mely megegyezik a fiiggvény grafikonja és az X -
tengely kozti teriilettel.

fix)

Tétel: (Newton-Leibniz-formula) Ha f (x) integralhato az [a,b]-n, és F(X) egy tetszoleges

primitiv fiiggvénye f (x)-nek, akkor

b

I f(x)dx=F(b)-F(a).

a

Az F(b)-F(a) kiilsnbség révidebb irasara gyakran hasznalatos az [F (x)]: jelolés.

Ezt a tételt gyakran nevezik az integralszamitas alaptételének is, mert a hatarozott integral és a
primitiv fliggvény kozotti kapesolatot mondja ki. Ezzel lehetdvé teszi szdmunkra a hatarozott
integral pontos kiszamolasat olyan esetekben, amikor a definici6 alapjan ezt nem tudnank
elvégezni. Marpedig a definicio alapjan csak nagyon kevés esetben szdmolhat6 ki pontosan a
hatérozott integral, s altalaban akkor is nagyon nehézkes.

Kidolgozott feladatok:



8. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=x* fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

alakzat teriiletét a [0,2] intervallumon.

Megoldas: Készitsiink egy abrat az alakzatrol.
E p

ra L =
L 1 L L

1_

059 05 1 15 2 25
%
Amint lathato, egy olyan haromszoghdz hasonl6 alakzat teriilete a kérdés, amit feliilrdl az
f (X) = x* fiiggvény grafikonja, azaz egy parabola hatarol. Mivel a fiiggvény a [O, 2]

intervallumon nem vesz fel negativ értéket, igy a teriiletet megkapjuk, ha a fliggvényt
integraljuk ezen az intervallumon.

2
T:Ixzdx
0

Meg kell hataroznunk f (x) egy primitiv fiiggvényét, igy elészor hatarozatlanul integralunk.

Hatvanyt integralunk, tehat eggyel noveljiik a kitevot, és osztunk az 0 kitevdvel.
3

I x2dx =2 +¢

3
Mivel csak egy primitiv fliggvényre van sziikségiink, igy ¢ -t tetsz6legesen megvalaszthatjuk.
Legegyszertibb a ¢ =0 valasztas. fgy kapjuk, hogy f (x)=x* egy primitiv fliggvénye

XS

F(x):g.

Ezutéan helyettesitiink a Newton-Leibniz-formulaba.

2 372 3 3
T:Ixzdx:{x—} 2. 0.8
0 3 3 3 3

0

A kérdezett tertilet tehat % egységnyi.

A késObbiekben az ehhez hasonld feladatok megoldasat rovidebben irjuk majd. A primitiv
fliggvényt nem hatarozzuk meg kiilon, hanem a hatarozott integral utan egybdl irjuk a

primitiv fliggvényt [ ] -ben, feltiintetve a zarodjel utdn az integralasi hatarokat. Igy a megoldas

lényegében csak az utolso6 sorbol all majd. Ha a primitiv fiiggvény meghatarozasa nem ilyen
egyszerll mint most, akkor célszerti lehet kiilon elvégezni a hatarozatlan integralast, és utana
visszatérni a hatarozott integralhoz.

4
9. feladat: Hatarozzuk meg az J.X\/; dx hatarozott integralt!
1



Megoldas: A megoldas soran eldszor primitiv fiiggvényt kell keresniink, amihez alakitsuk 4t

az integrandust ugy, hogy egyetlen hatvanyt kapjunk.
1

4 4 1 4 .1 4 3
Ix\/gdx:fx-x2 dx:J'x 2 dx:J'x2 dx

1 1

Adjuk meg a primitiv fiiggvényt, hivatkozva a hatvanyok alapintegraljara, azaz noveljik
eggyel a kitevot, és osztunk az 0j kitev8vel. A primitiv fiiggvényt tegyiik a [ ]-be, és

tiintesstik fel mogotte az integralasi hatarokat. A primitiv fliggvényt irjuk minél egyszeriibb

alakban.
4

4 4 3 5
fx\/;dx:'[xgdx: % :F\/x_r’}
1 1 _

2 4

Helyettesitsiik be a primitiv fiiggvénybe a felso integralasi hatart, majd vonjuk ki beldle az
also hatar helyettesitési értékét, és végezziik el a miiveleteket.

4 2 Y2 2 2 2 62
xxdx=| SxE | =SSP =£.32-2.1=22_124
!\/_ [5 } 5 5\/_ 5 5 5

1

10. feladat: _[—dx

I %

Megoldas: Jarjunk el ugy mint az el6z6 feladatban, azaz irjuk hatvanyként az integraland6
fliggvényt.

8 1 . _8 %d
.!% X—_!X X

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt, s hozzuk minél egyszeriibb alakra.

8
2

8 1 3 8
I—dx Ix3dx:x— _| 3¢
1 21 L2
3k
Helyettesitsiik be az integralasi hatarokat, és vegyiik a két helyettesitési érték kiilonbségét. A

felsd hatar helyettesitési értékébdl vonjuk az alsé hatar helyettesitési értékét. A miiveleteket
ezutan végezziik el.

8
j—dx [ 2} 33g - 3J1_2 Sa= 312245
2 2
Ha a primitiv fliggvényben szerepel valamilyen konstans szorzo, mint jelen esetben a >

akkor azt hatarok behelyettesitésekor rogton kiemelhetjiik, igy nem kell kétszer leirnunk.

11. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=cosx fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

. , T .
alakzat teriiletét a {E , n} intervallumon.

Megoldas: Készitsiink abrat a fiiggvényrol €s a kérdéses alakzatrol.



Amint l4thato, a fiiggvény a megadott intervallumon negativ értékeket és a 0-t veszi fel, igy az
alakzat teriilete a fliggvény integraljanak —1-szerese lesz. Persze ezt ugy is mondhatnank,
hogy az integral abszolut értéke lesz a teriilet.

T= jcosxdx :—Tcosxdx

2 2
Hatdrozzuk meg a primitiv fliggvényt.

T :—Icosxdx:—[sin x]%

2
Helyettesitsiik a felsd integralasi hatart, majd vonjuk ki beldle az als6 hatéar helyettesitési
értékeét, és végezziik el a miiveleteket.

T =—[sin x]% = —[sinﬂ—sin%) =—(0-1)=1

A kérdezett teriilet tehat pontosan 1 egységnyi.

12. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=x’ fiiggvény grafikonja és az x -tengely kdzotti
alakzat teriiletét a [-2,1] intervallumon.

Megoldas: Most is egy abraval célszerli kezdeniink a megoldast.

® [
-2 -165 -1 06 | III_..Q/]/

10

Amint lathato, a fliggvénynek az x =0 -nal zérushelye van, s a [—2, 0) intervallumon negativ,

a (0,1] pedig pozitiv. A teriiletet igy két részletben kell szdmolnunk. Integraljuk egyrészt a



fliggvényt a [—2, 0] intervallumon, és ennek az integralnak vessziik az abszolut értékét, mert
itt a fliggvény negativ vagy 0. Ezzel megkapjuk a fliggvény és az X -tengely kozti teriiletet
[-2,0] intervallumon. Valamint vessziik a fiiggvény integraljat a [0,1] intervallumon, ami

megegyezik itt a fliggvény és az X -tengely kozti teriilettel, mert a fiiggvény itt pozitiv vagy 0.
A teljes tertiiletet pedig a két tertilet 6sszegeként kapjuk.

0
T= '[xsdx
2

1 0 1
+J‘x3 dx:—j X dx+'[x3 dx

0 -2 0
Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt.

0 1 X4 0 X4 1
T:—.fxsdx+_[x3dx:{—} +{—}
-2 0 4 -2 4 0

Mindkét esetben helyettesitsiik az integralasi hatarokat, és felsd hatar helyettesitési értékébol
vonjuk ki az als6 hatar helyettesitési értékét. A szadmolasokat ezutan végezzik el.

4710 yiaty 4 4 4 4
-2
T X 41X o (2 L0 :_(0_4)+£1_oj:£:4,25
41, [ 4], 4 4 4 4 4 4
A kérdezett teriilet tehat 4.25 egység.

13. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=2x—x’ fiiggvény grafikonja és az X -tengely kdzotti
alakzat teriiletét a [-1,4] intervallumon.

Megoldas: Most is célszerli abrdzolni a fiiggvény adott intervallumba esé részét. Mivel
masodfoku fliggvényt kell dbrdzolnunk, célszerli meghatarozni a zérushelyeket. Emeljiink ki
X -et, mert igy azt kell vizsgalnunk, hogy egy szorzat mikor egyenld nullaval.

x=0
2x—x*=0 < x(2-x)=0 < < vagy
2-x=0 & x=2
A zérushelyek tehat x, =0 és X, =2. Ezek ismeretében mar konnyen dbrazolhato6 a parabola.

Mivel x* egyiitthatoja negativ, ezért konkav parabolat kell rajzolnunk.
b

SR P e I T,

(u T TR S
1 1 1 1

=10

A kérdéses alakzat most hdrom részbdl 4ll, mivel a fliggvény két helyen is metszi az X -
tengelyt az adott intervallumon beliil. Az els6 rész a [—1, 0] intervallumhoz tartozo rész, a

masodik a [0, 2] intervallumhoz tartozo rész, s a harmadik a [2, 4] intervallumhoz tartozo



rész. Mivel az els6 és a harmadik részen a fiiggvény nem pozitiv, igy a teriilet
meghatarozasdhoz ezeken a részeken a fiiggvény integraljanak abszolut értékét kell venni.

T=

0
_[2x—x2 dx
a

2
+_|.2x—x2 dx +
0

4
.[2x—x2dx
2

0 2 4
=—j 2X—X? dx+J'2x—x2dx—_|'2x—x2 dx
-1 0 2
Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.

0 2 4 N 0 Ve 2 X 4
T=—I2x—x2dx+J'2x—x2dx—I2x—x2dx=— G T (VAT [ VG
-1 0 2 3 -1 3 0 3 2

Helyettesitsilk mindharom estben az integralasi hatarokat a Newton-Leibniz-formulanak
megfelelden, majd hajtsuk végre a miiveleteket.

A e
[ o D D e 2)
oS oH () 252

Amint l4athat6, minél tobb helyen metszi a fliggvény grafikonja az adott intervallumon beliil a
X -tengelyt, anndl tobb részben kell szdmolnunk a teriiletet. Mindig figyeljiink oda arra, hogy
mely részintervallumokon halad a fiiggvény grafikonja a X -tengely alatt. Ezeken a részeken
az integral abszolut értékét kell venniink, azaz szorozni kell az integralt —1-gyel.

Ezek utan térjiink vissza ahhoz a motivacids példahoz, ami a hatarozott integral bevezetése
elott szerepelt.

14. feladat: Mennyi munkat kell végezniink ahhoz, hogy egy m tomegi tirhajot h tavolsagra
juttassunk a Fold felszinétol?

Megoldas: Amint az kordbban szerepelt, az tirhajora a Fold altal kifejtett gravitacios erd hat,

amit F,, =F, (r)=k Mm

grav 2
r

Osszefliggéssel irhatunk le a Fold kdzéppontjatdl mért tavolsag

fiiggvényeben. A munka az F,,, (r) fiiggvény grafikonja alatti teriilet az [R,R+h]

intervallumon. Amint az egy korabbi dbran lathato volt, a fliiggvény pozitiv értékeket vesz fel,
igy a teriilet a fliggvény ezen intervallumon vett integraljaval egyenld. A valtozo szerepét
most r tolti be, igy r szerint integralunk.

R+h
w= | MM gy
R r
Mivel k, M, m konstansok, igy kiemelhet6k az integralbol.

R+h

W:kajizdr
g

Az integrandust ezutan irjuk negativ kitevds hatvany formajaban. igy mar konnyen
meghatarozhat6 a primitiv fliggvény, amit hozzunk minél egyszeribb alakra.



R-+h -l R+h 1 R+h
W =kMm I r?dr=kMm| —| = ka{——}
R -1 R F s
Helyettesitsiik be ezutan az integraldsi hatarokat, s vegyiik a két helyettesitési érték

kiilonbségét.

R+h
W:ka{—l} ~ kMm _L_(_l) =ka(1_ 1 )
s R+h R R R+h

Ezzel olyan 6sszefiiggést kaptunk a munkara, amibe csak az tirhajo tomegét és a felszintdl
valo eltavolodasat kell behelyettesiteni. Ha ezeket az adatokat ismerjiik, a munka pontosan
kiszdmolhato.

Ellenorzo kérdések:

7. kérdés: Hatarozzuk meg az f (x) =3/x fliggvény grafikonja és az X -tengely kozotti
alakzat teriiletét a [0,8] intervallumon.

Valaszl1: 9
Valasz2: 10
Valasz3: 12 (helyes)
Valasz4: 15

16
8. kérdés: J.x(‘/; dx

1

1972

9

Valasz2: 224 (helyes)

9
2096

9

Valasz4: @

9

Valasz1:

Valasz3:

9
1
9. kérdés: | —=dx
1%

Valaszl: 3
Valasz2: E

3
Valasz3: 4 (helyes)
Valasz4: %



10. kérdés: Hatarozzuk meg az f (x)=sinx fiiggvény grafikonja és az x -tengely kozotti

alakzat tertiletét a {% , %} intervallumon.

Valaszl: 1 (helyes)

2
Valasz2: i
2
, 1
Valasz3: =
3
Valasz4: i
B

11. kérdés: Hatarozzuk meg az f (X) =4-x* fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti
alakzat teriiletét a [0,3] intervallumon.

Vilaszl: 3

Valasz2: E

Valasz3: 6
, 23
Valasz4: 3 (helyes)

12. kérdés: Hatarozzuk meg az f (x)=x’+3x fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti
alakzat teriiletét a [-5,1] intervallumon.

Valaszl: 6
Valasz2: 8 (helyes)
Valasz3: 12
Valasz4: 15

Elméleti osszefoglalo: A hatarozott integral nem csak olyan alakzatok teriiletének
meghatarozasat teszi lehetdveé, melyek egy fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozott
helyezkednek el, hanem maés gorbékkel hatarolt alakzatokét is. Ha példaul a folytonos f (x)

és g (X) fiiggvények grafikonjai nem metszik egymast az [a, b] intervallum belsejében, akkor
a fliggvények grafikonjai, valamint az X =a és X =Db egyenesek altal hatarolt sikrész teriilete,
vagy maképp fogalmazva a fiiggvények grafikonjai kozti teriilet az [a,b] intervallumon a

kovetkez6:
b

jf(x)—g(x)dx :

a

T=

Ha tudjuk, hogy az [a,b]-n f(x)>g(x), akkor az abszolut érték elhagyhato, hiszen

f (x)—g(x) nem negativ értékii fiiggvény az [a,b]-n. Az allitas helyességét az egyszeriiség



kedvéért f(x) és g(x) [a,b]-n pozitiv fiiggvények esetén az alabbi abra segitségével
lathatjuk be.
] Jix)

Ezen lathat6, hogy az J‘ f (X) dx megadja a pirossal és kékkel jelolt alakzatok teriiletének

a

Osszegét, az I g(x dX pedig csak a piros alakzat tertiletét. A kékkel jelolt sikrész teriilete igy

a

a kett6 kiilonbsége, tehat: T = I dX I g(x dX A hatarozott integral tulajdonsagai

kozott szerepelt, hogy azonos 1ntervallumon vett integralok kiilonbsége megegyezik a
ﬁiggvények kﬁlé’)nbségének integrélj aval, azaz:

TI dx_[gdxj

Két fuggveny graﬁkon_]a koztl teriiletet tehat ugy kapjuk, hogy a nem kisebb fliggvénybdl
kivonjuk a nem nagyobbat, s kiilonbséget integraljuk.

Ha a két fiiggvény grafikonja metszi egymast az [a, b] intervallum belsejében, akkor a
grafikonok kozti teriiletet részletekben szamolhatjuk. Az alabbi dbran lathato, hogy az f ()
és g(x) fliggvények grafikonjai metszik egymast a ¢ helyen.

el ) -

e

a c b

Az [a,c] intervallumon f (x)>g(x), igy ezen a részintervallumon f (x)—g(x)-et
integraljuk, mig a [c,b] intervallumon g(x)> f (x), igy ezen a részintervallumon
g(x)— f (x)-et integraljuk. A teriilet tehat a kovetkezd:



T =j f (x)—g(x)dx+f)[g(x)— f(x)dx.

Amennyiben nem szeretnénk vizsgalni, hogy az egyes részeken melyik fliggvény vesz fel
nagyobb értékeket, akkor megtehetjiik azt is, hogy tetszélegesen vessziik a két fiiggvény
kiilonbségét, azt integraljuk az egyes részeken, s az integraloknak vessziik az abszolut értékét.

Ezt az alabbi modon irhatjuk.
b

I f(x)—g(x)dx

C

c

!f(x)—g(x)dx

Ha a fliggvények grafikonjai nem csak egy helyen metszik egymast, akkor természetesen tobb
részletben kell szamolnunk.

T = -

Lényegében ugyanigy jarhatunk el, ha két fliggvény grafikonja altal kdzrezart sikrész teriilete
a kérdés. Az ilyen alakzat a grafikonok metszéspontjai kozott helyezkedik el, amint az alabbi
abran lathato.

J(x)

Ilyenkor el6szor meg kell oldanunk az f (x)=g(x) egyenletet. Ezzel kapjuk meg a
metszéspontok helyét, azaz a -t és b -t. Ezek utén az [a,b]-n nem kisebb fliggvénybsl

kivonjuk a nem nagyobbat, s kiilonbséget integraljuk [a,b]-n.

A gorbe vonallal hatéarolt alakzatok teriiletének szdmolasa a hatarozott integral
legkézenfekvObb alkalmazasa. De a hatarozott integral nem csak erre jo. Az alabbiakban a
forgastestek térfogatdnak meghatarozasara ismeriink meg egy alkalmazast.

Tekintsiik az [a,b] intervallumon nem negativ, folytonos f (x) fliggvényt. Az f(x)
grafikonja, az x -tengely, az x=a és x =b egyenes altal hatarolt alakzatot forgassuk meg az
X -tengely kortil, igy egy forgastestet kapunk. Ez l1athato az alabbi dbrakon.

¥ Vi

0




Hatarozzuk meg ennek a forgastestnek a térfogatat. Hasznaljuk ehhez azt az eljarast, amit a
teriilet meghatérozéasakor alkalmaztunk. Osszuk fel az [a,b] intervallumot n részre. Az

intervallum felosztasa a forgastestet vékony rétegekre bontja.

Yi / L
d
¥ = fix)
_Fr""f-
R, |R, R, R, [\ 5[5, - - 15 -1=s .
a L=a X X ,rf +| cx,=b ¥ x 0 X
X,

A vékony rétegekben hatarozzuk meg kozelitéleg a térfogatot gy, hogy lapos hengerrel
kozelitlink. Tekintsiik a k -adik részintervallumot, melynek szélessége AXx, . Vélasszunk a

részintervallumbol egy szdmot, legyen ez c, . Hanyagoljuk el a fliggvény valtozasat a
részintervallumon, és tekintsiik ugy, mintha az egész részen az f (c, ) értéket venné fel a

fliggvény. A forgatas soran igy az ivelt oldalu rétegbdl egy lapos henger lesz, melynek sugara
f (Ck ) -val egyenl, magassaga pedig Ax, . Ez lathato az alabbi abran.

—_— | —_— ﬂ_x -— —_— -—
yl - ™
|
?# _____________ "_ ________ I_
I ' | !
I R, A 5, I D, I fleg
=N i ]
'l": 1 '.J: 'IIp: qu

Hajtsuk végre ezt a kozelitést minden részintervallumon, igy a forgastestet egymas melletti
lapos hengerek sokasagaval kozelitjiik.

¥k

D[p, -{- [B] -{- D,

frjuk fel, hogyan szamolhato ki egy ilyen lapos henger térfogata. Mivel a k -adik henger
sugara f (Ck ), magassaga pedig Ax, a térfogata az alabbi:

V, =7 f%(c, ) Ax,.

Osszegezziik ezutan a hengerek térfogatat, ezzel egy kdzelitést kapunk a forgastest
térfogatara.



% zzn:vk :Zn:ﬁfz(ck)Axk
k=1

k=1
Ebben az 8sszegben felismerhetd, hogy a 7 f?(x) fiiggvény integralkdzelité Ssszege.
A kozelités nyilvan anndl pontosabb lesz, minél laposabbak a hengerek. Noveljiik ezért az
osztopontok szamat, s vegyiik a fenti 6sszeg hatarértékét n — oo esetén, mikozben a felosztas
finomsaga egyre kisebb lesz, azaz max Ax, — 0. Ha létezik a hatarérték, megkapjuk a

pontosan a test térfogatat. A kozelitd dsszeg hatarértéke pedig nem mas, minta 7 f *(x)

fliggvény hatarozott integralja az [a,b] intervallumon.

n n b
V= lim YV, = lim Y zf?(c)Ax = [7f?(x)dx
k=1 k=1 a

max Ax, —0 max Ax, —0

A konstans 7 kiemelhet6 az integralbol, s igy a forgastest térfogatara az alabbi Osszefiiggést
kapjuk:

b
V=7zI f2(x)dx.

Ezzel olyan képlethez jutottunk, amibe egy konkrét feladat esetén csak be kell
helyettesiteniink az adott fliggvényt és az intervallum hatérait, majd végre kell hajtanunk az
integralast.

A fenti eljaras segitségével sok mas dologra lehet olyan képletet levezetni, amiben integral
szerepel. Ilyenek példaul a gorbe ivhossza, forgéstest palastjanak felszine, kiterjedt test
tomegkozéppontja €s tehetetlenségi nyomatéka.

Kidolgozott feladatok:

15. feladat: Mekkoraaz f (x)=4x—x*+1és g(x)= 1 fliggvények grafikonjai kozotti
X

teriilet az [1,4] intervallumon.

Megoldas: Készitsiink egy abrat a két fliggvényrdl a megadott intervallumon. Ha kiszdmoljuk
a két fliggvény értékét az intervallum végpontjaiban, akkor a gorbék jelleg alapjan konnyii
elkésziteni az abrat.

f(1)=4-1-1"+1=4

f(4)=4-4-4"+1=1

g(1)=i—1
0(4)=3

Az f(x) grafikonja egy konkav parabola, g (X) grafikonja pedig hiperbola. Illessziink ilyen

gorbéket a meghatarozott pontokra.



g(x)

T2 3 4b s
Amint lathat6, a megadott intervallumon beliil nem metszi egymast a két fiiggvény. igy

egyszerilien venniink kell a két fliggvény kiilonbségét, s azt kell integralnunk a megadott
intervallumon. Mivel tudjuk, hogy az adott intervallumban f (x)>g(x), igy ha az

f (x)—g(x)kiilonbséget vessziik, akkor nincs sziikség abszolut értékre.
4

T= J.(4x—x2 +1)—£dx
1 X

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.
4

. 1 X
T = [(4x=x*+1)==dx=| 2x* = —+x—Inx
1 X 3 1
Helyettesitsiik be az integralasi hatarokat, €s vegyltik a helyettesitési értekek kiilonbségét, és
végezziik el a miiveleteket.

3 4 3 3
T :{ZXZ —%+x—|n x} :(2-42—4?+4—In4j—[2-12—15+1—In1J=

1

:(32—6—;+4—|n4)—(2—%+1—0]:12—|n4z10.61

A kérdéses teriilet tehat kozelitdleg 10.61 egység.

16. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=e* és g(x)=x"*-2x+1 fliggvények grafikonjai kozti

teriiletet a [—1,1] intervallumon.

Megoldas: Készitsiink most is abrat a két fliggvényrdl. Célszerli most is meghatarozni a
fliggvények értékét a megadott intervallum végpontjaiban.

f(-1)=e* :%z 037

f(l)=e'=e~2.72

9(-1)=(-1)°-2-(-1)+1=4

9(1)=1"-2-1+1=0

Az f(x) exponencialis fiiggvény, g(x) pedig masodfoku tehat parabola. A gorbék jellege
alapjan igy mar konnyii abrazolni a fiiggvényeket.
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Az abrardl ugy latszik, a két grafikon x =0 -nal metszi egymast. Ezt a fliggvényekbe
helyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik.

f(0)=e"=1
g(0)=0°-0-1+1=1
Mindkét fiiggvény 1-et vesz fel, tehat az X =0 helyen valoban metszik egymast. Mas

metszéspont nincs.
A kérdezett teriiletet a metszéspont miatt most két részletben integralva tudjuk meghatarozni.

Az elsd részen -1 és 0 kozott g(x)> f(x),igyitta g(x)— f(x) fiiggvényt integraljuk, a
mésodik részen 0 és 1 kozott f(x)>g(x),ezértittaz f(x)—g(x) fiiggvényt integraljuk,

majd a két integralt 6sszeadjuk. Igy nem sziikséges az abszolut értékét venni egyik
integralnak sem.

T= j‘(x2 —2x+1)—eX dx+Jl.eX —(x2 —2x+1)dx
-1 0

Hatdrozzuk meg a primitiv fliggvényeket.

3 0 3 !
T=|| 2 xax|—e*| +|e" | X ox2ex
3 B 3 0

Helyettesitsiik a Newton-Leibniz-formulanak megfeleléen az integralasi hatarokat, és hajtsuk
végre a miiveleteket.

T :(0—33—02 +0—e°]—[%—(—1)2+(—1)—el]+(el—§+12—1}—(e°—%3+02—0]:

:(_1)_(_%_2_1j+(e—%j—(1):e+1z3.09

e e
A kérdéses teriilet tehat kozelitoleg 3.09 egység.

17. feladat: Mekkora teriiletii sikrészt zdrnak kozre az f (x)=x" -1 és g(x)=1-x
fiiggvények grafikonjai?

Megoldas: Mivel két gorbe altal kozrezart sikrész teriilete a kérdés, ezért meg kell
hatdroznunk a metszéspontjaikat. Oldjuk meg tehat az f (x)=g(x) egyenletet.

—1i\/12—4-—1-(—2):{1

X*-1=1-X & xX*+x-2=0 = X, =
’ 21 -2




A kérdezett teriiletet ezutan ugy kaphatjuk, hogy a két fliggvény kiilonbségét integraljuk a két
metszéspont kozott, azaz a [—2,1] intervallumon, s vessziik az integral abszolut értékét. Ha

azonban el tudjuk donteni, melyik fiiggvény nagyobb az intervallum belsejében, €s a nagyobb
értékii fliggvénybdl vonjuk ki a kisebb értékiit, akkor nincs sziikség az abszolut értékre. Ha
készitiink egy abrat, akkor arrdl ezt le tudjuk majd olvasni. Az intervallum végpontjaiban a

két fiiggvény most ugyanazon értékeket veszi fel. Mivel ¢ (X) az egyszerlibb, igy ebbe
célszerl helyettesiteni.

f(-2)=g(-2)=1-(-2)=3

f(1)=g(1)=1-1=0
Az f(x) masodfoku fliggvény, grafikonja konvex parabola, g(x) elséfoku, grafikonja

egyenes. Ezek utan mar konnyti egy jo abrat késziteni.

g(x)

P

A [-2,1] intervallum belsejében lathatoan g(x)> f (x), ezérta g(x)— f (x) fliggvényt
integraljuk, s igy nem lesz sziikség abszolut értékre.

1 1
T= I(l—x)—(xz —1)dx = IZ—X—XZ dx

-2 -2
Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt.

1 2 X !
T= J.Z—x—xz dx=|2x———-=—

s 2 3],

Helyettesitsiik a hatarokat, és vegyiik a helyettesitési értékek kiilonbségét, és végezziik el a
miiveleteket.

[ 2] (o B e ).
(et 2 (aai)as

A két grafikon altal kozrezart teriilet tehat 4.5 egység.

18. feladat: Forgassuk meg az x -tengely koriil az f (X) =3x fliggvény [0,8]

intervallumhoz tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt, és hatarozzuk meg a keletkezd
forgastest térfogatat.

Megoldas: A megadott fliggvényt €s intervallumot helyettesitsiik be a forgastest térfogatanak
képletébe, amit az elméleti 6sszefoglaloban ismertiink meg.



e o5 o

Alakltsuk ataz 1ntegrandust egyetlen hatvannya, majd hatarozzuk meg a primitiv fliiggvényt.
8

3

v e el 5| (]

3 o
Helyettesitsiik a fels6 hatart, és vonjuk ki beldle az also hatar helyettesitési értékét. Azutan
végezziik el a mﬁveleteket

vzg [\/_} (36" - Jo_S) (32— O:%ﬁ 60.32

A keletkezd forgastest térfogata tehat kozelitdleg 60.32 egység.

Jx+1
X

intervallumhoz tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt, és hatarozzuk meg a keletkez6
forgéstest térfogatat.

19. feladat: Forgassuk meg az x -tengely koriil az f (x)= fiiggvény [1,5]

Megoldas: Mint az eldz6 feladatban, most is behelyettesitiink a forgastest térfogatanak

képletébe.
j( Jx+1 ]2 i

X

b
V=7rjf2(x)dx=7r

a 0
Végezzﬁk el a négyzetre emelést.

x+1

Bontsuk fel a tortet két tort Osszegére, és végezziik el kiilon-kiilon az osztést.
% X +1

5
2 +i2dx=7Z'J‘l+X_2 dx
X X

Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt.

51 x 1T 1T
\Y; :ﬁj—+x2dx=ﬂ{lnx+—} =7Z'[|I’]X——j|
5 X -1, X

0
Helyettesitsiik az integralasi hatarokat a Newton-Leibniz-formula szerint, és végezziik el a
miiveleteket.

5
V :n[lnx—l} =r (InS—lj—[lnl—%J =r (InS—lj—(O—l) =
X o 5 1 5
:ﬂ(ln5+ﬂJz7.57
5
A forgastest térfogata kozelitleg 7.57 egység.

Ellenorzo kérdések:



13. kérdés: Mekkoraaz f (x)=e* és g(x)=2x—x*+2 fiiggvények grafikonjai kozti
alakzat teriilete a [0,1] intervallumon?
Valaszl: S e
3
, 5
Vilasz2: 3 +e
Valasz3: 1—31—e (helyes)

Vilasz4: l—l +e

14. kérdés: Mekkoraaz f (x)=x"és g(x)=2-x fiiggvények grafikonjai kozétti sikrész

teriilete a [0, 2] intervallumon?

Valaszl: §

3
Valasz2: 3 (helyes)
Valasz3: %

Valasz4: %

15. kérdés: Mekkora teriiletti sikrészt zdrnak kozre az f (x)=x" és g(x)=3x fiiggvények
grafikonjai?

Vilasz1: 3

Vilasz2: 3.5

Valasz3: 4
Valasz4: 4.5 (helyes)

16. kérdés: Forgassuk meg az x -tengely korill az f (x)= 1 fiiggvény [1,4] intervallumhoz
X

tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt. Mekkora a keletkezd forgastest térfogata?

Valaszl: 17[
4
, 1
Valasz2: =«
2
, 3
Valasz3: Zz (helyes)

Valasz4: %7[



17. kérdés: Forgassuk meg az x -tengely koriil az f (x)=xy/x—1 fiiggvény [1,2]

intervallumhoz tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt. Mekkora a keletkezd forgastest
térfogata?

Vilaszl: Z T
6

Vilasz2: E V4
4

Valasz3: % Vs

Valasz4: %n (helyes)

Tovabbi kidolgozott feladatok:

20. feladat: JLZde

COS X —Sin x

Megoldas: Egy csunya tortet kellene integralnunk, €s a tortek integralasra nincs altalanos
integralasi szabaly. Ezért at kell alakitanunk valahogy az integrandust. K6zépiskolabol ismert
a CoS2X = cos’ X —sin® x azonossag. Hasznaljuk fel elséként ezt.

COS 2X cos’ x—sin® x
[COS2X_ g, _ [COS"X=SIN'X o

COSX—SINn X COSX—SIN X

A szamlaloban felismerhetjiik, hogy egy a® —b?® tipusu kifejezés, amiben a szerepét most
cosX, b szerepét pedig sinx t5lti be. Mivel a’ —b? =(a—b)(a+b), a szamlélét szorzatta

tudjuk alakitani.
J-coszx—sinzxOI (cos x —sin x)(cos x +sin x)OI
cos’ xsin'x o _ g _ '
cos X —sin x cos X —sin x

Ezek utan pedig egyszeriisithetjiik a tortet cos x —sin x -szel.
J-(cos X —sin x)(cos x +sin x)

- dx:jcosx+sinxdx
COS X —Sin x

Ezzel nincs tobbé tort, hanem csak két alapintegral 6sszege szerepel, melyeket tagonként
integralunk.

Icosx+sin xdx=jcosxdx+jsin Xdx =sin Xx—Ccosx+c

2 ain?
21. feladat: I%dx
X°-sin® x

Megoldas: Mivel a szamlaloban egy kiilonbség all, a tortet felbonthatjuk két tort
kiilonbségére.
2 a2 2 H)
J-x —sin de:J‘ X __sin®x
x?-sin® x x?-sin®x  x*-sin® x
Mindkét tort egyszeriisithetd, az elsé x”-tel, a masodik sin’ x -szel.

dx




2 a2
X sin® X 1 1
Iz-z_z-zdxzj-z__zdx

X"-SIN" X X" -SIN" X SIN” X X
A masodik tt')rtben egy hatvany reciproka all, amit irjunk inkabb negativ kitevds hatvanyként.

1 1
I d = .[—2 - X_2 dX
Sln X X SIN™ X
gy mar csak alapintegralok kiilonbsége szerepel, melyeket kiilon-kiilon integralunk.
-1

I_lz —x’zdx:—ctgx—x—+c:1—ctgx+c
sin® X -1 X

22. feladat: I%dx
X“ (X +

Megoldas: Az integrandus egy elég bonyolult tort, azonban észrevehetd, hogy a szamlalo
olyan 0sszegre bonthatd, melynek egyik tagja a nevezd egyik tényezdjének, masik tagja pedig
a nevez6 masik tényezo6jének a szam Szorosa.

3x% + 2 x +1
j 5X +2 J~ ) dx

X x +1 x +1)
Ez azért jo, mert igy a tortet két tort 0sszegére bonthatjuk, és a keletkezd torteken beliil
egyszerusithetiink.

3x* +2(x° +1 2(x +1) L2

———0X= dx = dX
j x~(x +1 '[ x+1 x (x +1) jx +1 x?
Az Osszeget termeszetesen tagonkent integraljuk, a konstans szorzok pedig kiemelhetdk.

3 2 3 2 1 1
+—dx= dx+ | —dx=3 dx+2| —dx
Ix2+1 X2 J‘x2+1 J-x2 jx2+l J.xz

Az elso tag alapintegral, a masodik tagban pedig a reciprok helyett irjunk inkabb negativ
kitevds hatvanyt.

3_[)( +ldx+2f —dx= 3_[

Ezutan mar csak be kell helyettesnenﬁnk a megfeleld alapintegralokat.
_1 2

3 dx + 2[ x2dx = 3arctgx + 22— + ¢ = Zarctgx— = + ¢

-[ x* +1 -[ g -1 =3

dx + 2J. X2 dx

23. feladat: Hatarozzuk meg azon véges sikrész teriiletét, melyet a koordinatarendszer két
tengelye és az f (x)=x’-8 fiiggvény grafikonja hatarol.

Megoldas: Készitsiink egy abrat a fliiggvényrdl, hogy lathassuk, hogyan is helyezkedik el a

kérdéses alakzat a koordinatarendszerben. Az dbrazolas konnyti, hiszen az x* grafikonjét kell
8 -cal lefelé eltolnunk az y -tengely mentén.



. e
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Amint l4thato, a negyedik siknegyedben van olyan sikrész, ami a feladat feltételeinek
megfelel. Nyilvan sziikségiink van arra, hogy meghatarozzuk, hol metszi a fliggvény
grafikonja az x -tengelyt. Az abrardl sejthetd, hogy x =2 a zérushely, s ez a fliggvénybe
helyettesitéssel konnyen ellendrizhetd is. Természetesen az x° —8 =0 egyenletet is
megoldhatjuk, s ezzel is igazolhatjuk, hogy 2 -nél van a metszéspont. igy egyértelmii, hogy az

alakzat a [0, 2] intervallumon talalhato. Mivel itt a fiiggvény negativ értékeket vesz fel, igy a
teriiletet a fliggvény ezen intervallumon vett integraljanak —1-szerese adja.

2
T= —j x> —8dx

0
Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt.
T=—|—- 8x}

L 4 0

Helyettesitsiink a Newton-Leibniz-szabalyba, és hajtsuk végre a miiveleteket.

To_ [%4_8.2}[07:_8-0}}:—((4—16)—0):12

24. feladat: Mekkora teriilet(i véges sikrészt zarnak kdzre az f (x)=x>+x és g(x)=5x

figgvények grafikonjai?

Megoldas: Mivel két fliggvénygrafikonja altal kozrezart sikrész teriilte a kérdés, igy el0szor
meg kell hataroznunk, hol metszik egymast a grafikonok. Oldjuk meg az f (x)=g(x)
egyenletet.

X +x=5x & x*-4x=0 < x(x2—4):0

Ha az els6 tényez0 nulla, akkor az X =0 megoldast kapjuk.

H a masodik tényezé nulla, akkor x° =4, amibél vagy x =2 vagy x=-2.

A két fiiggvény grafikonja tehat 3 helyen is metsz egymast. Ez azt jelenti, hogy a két grafikon
altal kozrezart alakzat két részbdl all, mert van kdzrezart alakzat az elsé két metszéspont €s a

masodik két metszéspont kozott is. Ezt jol lathatjuk, ha dbrazoljuk a két fliggvényt. Az
abrazolashoz célszerli meghatarozni a fliggvények értékét a metszéspontokban. Ezeken a



helyeken a két fiiggvény azonos értéket vesz fel. Mivel g(x) az egyszertibb fiiggvény, igy
célszerli abba helyettesitve szamolni.

f(-2)=g(-2)=5(-2)=-10

f(0)=9g(0)=5-0=0

f(2)=g(2)=5-2=10

15':
104
] g(x)
° %)
1 2

A kérdéses teriilete két integrallal hatarozhatjuk meg. Mivel a [—2, 0] intervallum belsejében
f (X) >0 (X) , ezért ezen az intervallumon integraljuk az f (X) -9 (X) fliggvényt, s mert a
[0,2] intervallumon g(x)> f (X), ezért ezen az intervallumon integraljuk az g (x)— f (x)
fliggvényt. A terlilet a két integral 6sszege lesz.

T= T(x*"+x)—5xdx+j'5x—(x3+x)dx:j‘x3—4xdx+i4x—x3dx
) 0 22 0

Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényeket.
0 2 ¢ 0 X 72
T=J'x3—4xdx+f4x—x3dx:{7—2x2} +{2x2—7
-2 0 -2 -0
Helyettesitsiik az integralasi hatarokat a megszokott modon, és végezziik el a miiveleteket.

e e (22

=(0-(4-8))+((8-4)-0)=4+4=8

A kozrezart alakzat teriilete tehat 8 egység.

A feladatot egy integral kiszamolasaval is megoldhatjuk, ha kihasznaljuk azt, hogy a
kozrezart alakzat két része szimmetrikus az origéra. Ekkor elég az egyik integralt

kiszamolnunk, és annak duplajat venni. Szimmetrikus alakzatok esetén igy csokkenthetjiik a
szamolas mennyiségét.

25. feladat: Mekkora teriiletii véges sikrészt hatarolnak az alabbi fliggvények grafikonjai?
f(x)=4-2x*, g(x)=x*+4, h(x)=6x—4

Megoldas: Most meg kellene keresniink az 6sszes olyan pontot, ahol két fliggvény grafikonja
metszi egymast. Ehhez harom egyenletet is meg kéne oldanunk, hiszen barmely két fiiggvényt
egyenlévé kellene tenniink egymassal. Készitsiink inkabb egy 4brat a harom fliggvény



grafikonjarol és olvassuk le az dbrardl a metszéspontok helyét. Az dbrazolas soran azt
hasznaljuk ki, hogy ismerjiik a fiiggvények jellegét. Az f (X) = 4-2x* egy konkav parabola

lesz 4 egységgel eltolva az y -tengely mentén. A g(X)=X"+4 konvex parabola szintén 4

egységgel eltolva az y -tengely mentén. A h(x)=6x—4 pedig egyenes, ami —4-ben metszi
az y -tengelyt, s a meredeksége 6 .

Az abrardl leolvashato, hogy 6t k6zos pont van, s ezek az x=—4, x=0, x=1, x=2, x=4
helyeken vannak.

Az is lathat6 azonban hogy a harom fiiggvény grafikonja altal hatarolt alakzat szempontjabol
csak az x=0, x=1, x =2 helyeken 1év8 metszéspontok érdekesek, mert a [—4,0] és

intervallumokon csak két fiiggvény grafikonja altal hatarolt alakzat alakul ki.
Nagyitsuk fel ezutan az abra lényeges részét.

107
/7

E £(x)
=t x

2_ fx) hl: jl
CAER 1

-2

4

Az alakzatot az x =1 helyen két részre kell bontanunk, mert mas fliggvény grafikonja
hatérolja alulrol a [0,1] és mas az [1,2] intervallumon. Ebbdl kovetkezik, hogy a teriiletet két

integral dsszegeként kaphatjuk meg. A [0,1] intervallumona g(x)— f (x) fiiggvényt kell
integralnunk, mig az [1,2] intervallumon g(x)—h(x) fiiggvényt.

T =J1'(x2+4)—(4—2x2)dx+'2[(x2+4)—(6x—4)dx:j3x2 dx+jx2—6x+8dx
0 1 0 1

Hatarozzuk meg primitiv fiiggvényeket.
2

1 2 3
X
T= J.3x2 dx+Ix2 —6x+8dx = [xﬂl +| ——3x" +8x
0 1 0 3 1
Helyettesitsiik az integralasi hatarokat, és végezziik el a miiveleteket.



o [ X 2 i 33 2° 2 iy 2
T=[x ]0+ €—3x +8x =(1 -0 )+ 3—3.2 +8.2 |- 5—31 +8-11|=

1

=1+ §—12+16 —(l—3+8j:Z
3 3 3

A hérom fliggvény grafikonja altal hatarolt alakzat teriilete tehat % egyseég.

26. feladat: Forgassuk meg az x -tengely kériil az f (x)=ctgx fiiggvény {% , %}
intervallumhoz tartoz6 ive és az X -tengely kozotti sikrészt. Hatarozzuk meg a keletkez6

forgastest térfogatat.

Megoldas: Helyettesitsiink be a forgastestek térfogatanak képletébe.

T

2
V= jctgzxdx

6
Az integrandus egy Osszetett fliggvény, s az Gsszetett fiiggvényekre nincs altalanos integralasi
szabaly. Mivel varhatéan nem lesz egyszer( primitiv fliggvényt talalni, ezért végezziik el
kiilon a hatarozatlan integralast. Probaljuk atalakitani ugy az integrandust, hogy integralhato
fliggvényt, vagy azok dsszegét kapjuk. Induljunk el a legegyszeriibb szdba johetd

. 0S X . . . ,
Osszefliggésbdl, mely szerint ctgx = ¢ , €s irjuk ezt be az integrandusba. Mivel igy egy

Sin X
tort négyzetét kapjuk, ezutan gy alakithatunk tovabb, hogy kiilon emeljiik négyzetre a
szamlalot és a nevezot.

Ictgzxdx = I(%T dx = j 05" X dx

sin x sin® x
M¢ég nem latszik pontosan miért jo ez az atalakitas, de kozépiskolabol tobb olyan Gsszefiiggés
is ismert, melyben sin® x és cos” x szerepel, igy ebben az iranyban tovabb alakithat6 a
fliggvény. Ismét a legegyszeriibb 6sszefliggésbdl menjlink tovabb, ami a
sin® x+cos” x =1 azonossdg. Rendezziik ezt 4t cos’ X =1-sin’ x alakra, és helyettesitsiink be
az integrandus szdmlalojaba.
2 a2
jC?Sz de _ Il_-ST de
sin“ x sin‘ x
Bontsuk fel ezutan a tortet két tort 6sszegére azaltal, hogy kiilon osztjuk el a szamlalo tagjait,
majd egyszerisitsiink, amelyik tortben erre lehetdség van.
A2 A2
J-l _5|2n de:J- _12 _s!nzde:J- _12
SIn™ X SIN” X SIn™ X SIn™ X
Ezzel sikeriilt elérniink, hogy az integrandus két alapintegral kiilonbsége lett. A tagokat
kiilon-kiilon integralhatjuk, s az alapintegralokat egyszertien be kell helyettesiteniink.
I - 12 —1dx :j - 12 dx—jldx =—CtgX—X+¢C
SIN™ X SIN™ X
A primitiv fiiggvényt sikeriilt meghatdrozni, de taldn az olvasdban felvetddik az a kérdés,
miért nem a nevezében 4ll6 sin® x helyére helyettesitettiink 1—cos® x -et, hiszen ezt is
megtehettiik volna. Természetesen ez az atalakitas sem lett volna hibas, de ekkor nem tudtuk
volna tovabb alakitani az integrandust. A tortek esetében tobbszor hajthatunk végre olyan
atalakitast, hogy kiilon osztjuk el a szamlal6 tagjait. Ehhez arra van sziikség, hogy a

—1dx




szamlaloban alljon 6sszeg vagy kiilonbség, és ne a nevezdben. Az is fontos volt a tovabbi
alakitas soran, hogy a szdmlalo egyik tagja megegyezett a nevezovel, s igy tudtunk

egyszerlsiteni. Az egyszerisités utan kapott 1 pedig alapintegral, hiszen Ildx =X+C.

De térjiink vissza a forgastest térfogatahoz.

-(_ctgz_zj_(_ctgz_q-
7 2 2 6 6
6

:(O_Zj_(_\@_ﬁj:ﬁ_%zo.%

2 6
A keletkez6 forgastest térfogata tehat 0.68 egység.

T

2
V= Ictgzxdx =[-ctgx—x]

SIEENYE

Ellenorzo kérdések:

18. kérdés: | _cos2x 4
COSX—SINn X

Valaszl: sinx+cosx+c (helyes)
Valasz2: sin X —CcoSX+C
Valasz3: cosx—sinx+c¢
Valasz4: —sin X —C0SX+C

2
X X
19. kérdés: J‘i dx

x%-cos? x

X2
Vilaszl: ?-tg X+C

X2
Vilasz2: EY +tgXx+c

Valasz3: Inx-tgx+c
Valasz4: Inx+tgx+c (helyes)

20. keérdés: [ #Zil)dx

Vilaszl: 1 arctgx+c
X
, 1
Vilasz2: ———arctgx+c
X
, 1
Valasz3: ——2arctgx+c
X

Valasz4: 1 2arctg x+c (helyes)
X



21. kérdés: Mekkora annak a véges sikrésznek a teriilete, melyet a koordinatarendszer két
tengelye és az f (X) = x° +1 fiiggvény grafikonja hatarol?

Valasz1:
Valasz2: — (helyes)
Valasz3:

Valasz4:

ocluohd BMlww|N

22. kérdés: Mekkora teriiletii véges sikrészt zarnak kozre az f (x)=x>—4x és g(x)=-3x
fiiggvények grafikonjai?

Valaszl: l

4

, 1
Valasz2: > (helyes)

Valasz3: E

3

Valasz4: E

4

23. kérdés: Tekintsiik az f (x)=x*, g(x)= XXZ+ 3, h(x)=-2x fliggvényeket. Mekkora a
harom fliggvény grafikonja altal hatarolt véges sikrész teriilete?

Vialaszl: —

Valasz2: —

Valasz3: 3 (helyes)
Valasz4: 2—32

24. kérdés: Forgassuk meg az x -tengely kériil az f (x)=tgx fliggvény {O, %}

intervallumhoz tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt. Mekkora a keletkezd forgastest
térfogata?

2
Valaszl: 4z

(helyes)



2 —
Valasz2: m—2r

Valasz3: il

Valasz4: 4



