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Alapfeladatok

1. Feladat: Legyen z; = 2 + 3i és zo = 5 — 4i! Hatarozzuk meg az
alabbiakat!

Megoldas:

(a)

Két komplex szamot kell 6sszeadnunk. Ezt tgy hajtjuk végre,
hogy Osszeadjuk a valés részeket, {gy magkapjuk az Osszeg valés
részét, és Osszeadjuk a képzetes részeket, s ezzel megkapjuk az
Osszeg képzetes részét.

2 +2=02+3)+(B—-4i)=02+5)+B—-4)yi=7—1i

A feladat két részbdl all. Els6ként egy komplex szamot meg kell
szoroznunk egy valés szdmmal. FEzt tgy hajtjuk végre, hogy a
komplex szadm valds és képzetes részét is megszorozzuk a valds
szammal.

320 =3(b—4i)=3-54+3-(—4)i=15—-12;

Ezutan két komplex szam kivonésa a feladat, amit az 0sszeadas-
hoz hasonléan tgy végriink el, hogy valés részb6l valos részt vo-
nunk ki, képzetes részbél pedig képzetes részt.

3z9—21 = (15—12i) — (2+3i) = (15—2)+ (—12—-3)i = 13— 15
Most szoroznunk kell két komplex szdmot. Ezt tgy végezhetjiik
el a legegyszertibben, hogy a két komplex szdmot, mint két darab
kéttagt algebrai kifejézést szorozzuk Ossze, azaz minden tagot
minden taggal szorzunk.

2129 = (24 3i) - (5 —4i) =



= (2-5)+(2- (—44)) 4+ ((31)-5) + ((3i) - (—44)) = 10— 8i+ 15i — 1242

Ezutan hasznaljuk fel, hogy tudjuk, i> = —1, majd vonjuk 6ssze
az egynem( tagokat, azaz kiilon a valés részeket és a képzetes
részeket.

10—8i+15i— 1242 = 10— 8i+15i—12-(—1) = 10— 8i+15i+12 =
=(10+12) 4+ ((=8) +15)i =22+ 7i

(d) Két részbdl all a feladat. Elészor egy szorzast kell elvégezniink,
majd a szorzatnak venni a valos részét. A szorzéast most egysze-
riibben hajthatjuk végre, mint az elébb, hiszen az els6 tényezd
csak a képzetes egység, igy nem kéttagn kifejezés.
irz1=1i-(243i)=i-2+1i-(3i)=2i+ 3i?
Most is hasznaljuk fel, hogy i? = —1.
2i+3i2=2i+3-(-1)=2i—3=-3+2i
Ezutan vegyiik az eredmény valés részét.
Re(i-z1) = Re(=3+2i) = -3

(e) Ez afeladat mar harom részbél all. Els6ként meg kell hataroznunk
i'%-t. Utana ennek kétszeresét hozza kell adnunk zo-hoz. Végiil az
eredménynek venniink kell a képzetes részét.

Az i hatvanyair6l tudjuk, hogy periodikusan valtakoznak.
i'=id, i?=—-1, 3P=—i,i*=1, P =4, -

Ezért, ha ¢ valamilyen magasabb kitevds hatvanyat kell meghatarozni,
akkor elég azt megviszgilni, mi a kitevének a maradéka 4-gyel
osztva, s elég az i-t erre a maradékra hatvanyozni. Ez jelen eset-
ben a kiovetkez6t jelenti:

19 _ j(4443) _ (i4)4 3143 =3 =

Adjuk ennek kétszeresét zo-hoz.

29+ 2019 = (5—4i)+2-(—i)=5—4i—2i=5—6i

Végiil vegyiik ennek a képzetes részét!

Im(zg + 2i*?) = Im(5 — 6i) = —6

Nagyon figyeljiink oda arra, hogy a képzetes rész csak az i egyiitt-
hatéja. Nem tartalmazza az i-t.

2. Feladat: Legyen z; = 3 — bi és 2o = 4 + 2i! Hatarozzuk meg az
alabbiakat!

(a) zZ1 + 72

(b) (27)

(d) —



Megoldas:

(a) A feladatban két komplex szdm konjugaltjat kell meghatarozni,
majd a konjugaltakat sszeadni. Kezdjiik a konjugalasokkal. Egy
komplex szam konjugaltjat ugy kapjuk, hogy a komplex szam
képzetes részének elGjelét megvaltoztatjuk. Jelen esetben ez az
alabbiakat jelenti:

zZ1=(3—50)=3+5i

Zo=(4+2i)=4—2i

Ezutdn mar csak az 6sszeadds van hatra.
Z1+Z22=0B8+5)+4-20)=B+4)+5—-2)i=7+3i

Itt meg kell jegyezni, hogy ugyanezt az eredményt kaptuk volna,
ha a miveleteket forditott sorrendben hajtjuk végre, azaz elGszor
osszeadjuk a két komplex szamot, majd az eredménynek vessziik
a konjugéltjat. A miveletek ilyen sorrendjét képletben z; + z9
forméaban irhatjuk. Ellenérizziik le, hogy igy valéban ugyanazt
kapjuk, mint az el6bb. Most els6ként az Osszeadast végezziik el.
21+220=0383-5i)+(4+2))=B4+4)+(-5+2)yi=7-3i
Ezutéan vegyiik ennek konjugéltjat, azaz valtoztassuk meg a képzetes
rész elGjelét.

2+ 2=7—-3i=T+3i

Altalanossagban is igaz, hogy z1 + Z3 = 21 + 22, s hasonloan igaz
a Z] — 23 = 21 — 29 Osszefliggés is.

(b) Most els6ként egy komplex szamot négyzetre kell emelntink, majd
utana az eredmény konjugaltjat kell venniink. A négyzetre emelés
lényegében egy szorzas, hiszen ekkor a komplex szamot 6nmagaval
szorozzuk.

22 = (3-5i)2 = (3—5i)-(3—5i) =

3-34+3-(=5i)+ (=5i) -3+ (=5i) - (—5i) = 9 — 15i — 15i + 2562 =
=9—15—15i+25-(=1) =9 — 15i — 15i — 25 = —16 — 30¢
Persze hivatkozhattunk volna a kozépiskolabol ismert (a 4 b)% =

a® +2ab+b? Ssszefiiggésre is, azaz a kéttagu kifejezések négyzetre
emelési modjara. Ekkor a kévetkezé a szdmolas.

22 =(3-5i)2=32+2-3-(-5i) + (—5i)?

A (—5i)? szdmolasakor egy szorzatot emeliink négyzetre, amit
tényezdénként végezhetiink el.
3242-3-(=5i)+ (=5i)2 =32 +2-3-(=5i) + (=5)% -2 =
9—30i+25-i2=9—-30i +25-(—1) =9 —30i — 25 =

= —16 — 30¢

Ezutan mar csak a konjugédlas van hétra.

(22) = =16 — 30i = —16 + 30



Az el6bb megéllapitottuk, hogy az 6sszeadas és a konjugalas sor-
rendje felcserélhets. Ezen feladat utin az a kérdés vetddik fel,
hogy vajon a négyzetre emelés, és a konjugalas sorrendje is felcse-
rélheté-e, azaz ugyanezt az eredményt kapjuk-e, ha a komplex
szamnak elGszor konjugaltjat vesszik, s azt emeljik négyzetre.
Végezziik el most ilyen sorrendben a miiveleteket. Ez képletben a
kévetkezs modon irhato: (z7)?

z1=(3—50)=3+5i

Ezutan johet a négyzetre emelés.

(z1)? = (3+5i)2=3242-3- (5i) + (5i)? =

=9+30i + 252 =9 +30i +25- (—1) = 9+ 30i — 25 = —16 + 30i
Amint lathato, a miveletek ilyen sorrendje esetén is ugyanazt kap-
tuk. Altaldnosan is igaz, hogy a négyzetre emelés és a konjugalas
sorrendje felcserélhetd, azaz (22) = (z)2. Még altaldnosabban ha-
sonlét mondhatunk ki a szorzas és a konjugélas sorrendjét illet&en,
mely képletben 2z7 - Z3 = Z71 - 22 alakban irhaté.

Most két komplex szam osztasa a feladat. Ezt dgy hajtjuk végre,
hogy a nevez6 konjugaltjaval bévitiink.
21 3—5i 3-5i 4—2i (3—5i)-(4—2i)

zo A+2 A+2 4—2 (4+2)-(4—2)

Két szorzast kell elvégezniink, egyet a szamlaloban, egyet pedig
a nevezdben. Nézzik el6szor a szamlalot, immar kicsit kevésbe
részletesen irva, mint eddig.

(3—5i)-(4—2i) = 12— 61 —20i+105%2 = 12—6i —20i — 10 = 2—26i
Ezutan foglalkozzunk a nevezével.

(44 2i) - (4—2i) =16 — 8i +8i —4i> =16 — 8i + 8 +4 =20
Ezt egyszertibben is megkaphattuk volna. Mivel komplex szdm
a sajat konjugaltjaval van szorozva, ezért a két tényezs csak az
egyik tag elGjelében tér el. Koézépiskolabol pedig ismeriink egy
Osszefiiggést az ilyen szorzatokra. Eszerint (z+y)-(z—y) = 2% —y>.
Ha ezt hasznaljuk a nevez6ben a szorzat szamolasahoz, akkor a
kovetkez6t frhatjuk:

(4+2i)-(4—2i) = 42— (2i)? = 16—44%2 = 16—4-(—1) = 16+4 = 20

Térjink vissza az osztashoz.

(3—5i)-(4—2i) 2—26i

(442i)-(4—2i) 20

Mivel a nevezében egy valds szam 4ll, ha kiilén osztjuk a szdm-
laléban levé tagokat, akkor egy algebrai alakti komplex szdmot
kapunk.

2-96 2 26 1 13
L 01— 1.3
20 50 20 10 10 " 30




Miel6tt a kovetkezd feladatra 1épnénk, ejtsiink par szot az osz-
tasnal a nevezében Aall6 szorzatrol. Ilyenkor egy komplex szadmot
mindig a sajat konjugaltjaval szorzunk, azaz a nevez6ben
(a+bi)-(a—bi) tipusu szorzat all. Felhasznalva a korabban emlitett
(x+y) - (x—y) = 2? — y? kozépiskolai azonossagot, végezziik el
ezt a szorzast.

(a+bi)-(a—bi) = a®>—(bi)? = a®—(b)%i% = a®>—(b)%-(~1) = a®+?
Azaz ilyen esetben a komplex szam valos és képzetes részének
négyzetosszegét kapjuk. Ha ezt megjegyezziik, akkor az osztast
gyorsabban tudjuk elvégezni.

(d) Amint az el6bb is, egy osztast kell elvégezniink. Bovitstink a nevezd
konjugaltjaval.
i 3+5i i-(3+5i)
21 3—5i 3—5i 3+5i (3—5i)-(3+5i)
A szamlaléban bontsuk fel a zar6jelet, a nevezében pedig hasznéljuk
fel azt, amit az el6bb megallapitottunk. Eszerint, ha a komplex
szamot sajat konjugéltjaval szorozzuk, akkor a valds és képzetes

rész négyzetének osszegét kapjuk.

i-(3+5i)  3i+5%  3i+5-(-1) —5+3i
(3—5i)-(3+5i) 32+(-5)2  9+25 34
5 3.
- _a + ﬂl
) 7T— 171 9 )
3. Feladat: Hatérozzuk meg a z = 512 (3 —4”) komplex szam

algebrai alakjat!
Megoldas: A feladat tobb részletbsl all. El kell végezni egy osztést,
meg kell hatarozni i°-t, s végiil egy kivonast kell végrehajtani. Kezdjiik

az osztassal.
717 (7T—17i)-(3—2i) 21 — 144 — 514 + 344>

342 (3+2)-(3—-2i) 32 + 22
21— 14§ —51i+34-(—-1) 21—14i—51i—34 —13—65i
N 9+4 N 13 N 13
13 65
= _ i =_1=
13 13’ bl

Ezutan hatarozzuk meg i°-t!
i9 — j(42+1) _ (24)2 2 =125 =l =y
A részeredményeket felhasznalva hatarozzuk meg z algebrai alakjat.
717
3+ 2

—(3—1%) = (—=1-5i)—(3—i) = (=1—3)+(=5+1)i = —4—4i

4. Feladat: Hatarozzuk meg a z = (3+2i)(5+4¢—7 — 3i) komplex szam
képzetes részét!



Megoldas: Meg kell hataroznunk z algebrai alakjat, melybél a képzetes
rész mar konnyen kiolvashaté. Ehhez végezziik el a mitveleteket. El-
s6ként hajtsuk végre a konjugalast. Ne feledkezziink el arrol, hogy min-
den tdgymond ’"hosszi’ miveleti jel egyben zardjel is, és ha elvégezziik
a miveletet, utdna ki kell tenni a zéréjelet. Most ez azt jelenti, hogy a
7 — 3i konjugaltjat zardjelbe kell tenni.

z2=(3+2i)(5b+4i—T7—3i) = (3+2i)(5+4i — (7+ 3i))

Ezutan végezziik el a kivonést.

z=(342i)(5+4i—(7+30)) = (3+2i)(b+4i—7—3i) = (3+2i)(—2+1)
Kovetkezik egy szorzas.
z=(3+2i)(-2+4+4)=—-6+3i—4i+22=—-6+3i—4i—2=—-8—i

Megvan tehat z algebrai alakja. A képzetes rész ebben az i egyiittha-
toja, azaz jelen esetben a —1.

. Feladat: Oldjuk meg az 22 +4x +5 = 0 egyenletet a komplex szamok
halmazan!

Megoldas: Egy méasodfoki egyenletet kell megoldanunk, igy csak be
kell helyettesiteniink a megoldéképletbe.

—4+y42-4.1-5 -4+
2-1 B 2

Amint lathato, negativ szam all négyzetgyok alatt. Ezt a miiveletet
a valés szamok halmazan nem tudjuk elvégezni, tehat az egyenletnek
valds gyoke nincs. Elvégezhet§ azonban a komplex szamok halmazan.
Olyan komplex szamot, vagy szamokat kell keresniink, melynek né-
gyzete —4-gyel egyenld. Irjuk ehhez a —4-et 4 - (—1) alakban. Szorzat-
bél tényezénként vonhatunk gyokot, tehat kiilon kereshetiink olyan
szamot, melynek négyzete 4, s melynek négyzete —1. Tudjuk, hogy
4 = 22 ¢s —1 = i%. Ezek alapjan —4 = 22 .42 = (2i)2. Talaltunk
tehat olyan komplex szdmot, aminek a négyzete —4 , igy a komplex
szamok halmazan elvégezhets ez a gyokvonas. A komplex szamok hal-
mazan azonban egy z szam négyzetgyokének neveziink minden olyan
komplex szamot, amelynek négyzete z-vel egyenls. Nyilvanval6, hogy
nem csak a 2¢, hanem a —2i négyzete is —4-gyel egyenls. Belathato,
hogy a 0 kivételével minden z komplex szadm esetén két olyan komp-
lex szam létezik, melynek négyzete z-vel egyenls, tehat a O-n kiviil
minden komplex szdmnak két négyzetgytke van. Ez azt jelenti, hogy
/—4 = £2i, hiszen ez az a két komplex szdm, melynek négyzete —4.

T =

Mivel a komplex szdmok esetében két négyzetgyock van, ezért komp-
lexben felesleges +-t irni a gyokjel elé a megoldoképletben, mert a
négyzetgyokvonasnak két eredménye lesz majd, s abban jelenik meg a
+.



Irjuk be a gyokvonas eredmeényét a megoldoképletbe.

—4+ 2 .
—4+/—d 442 —p = T2+
€T = = = .
1,2 2 2 —4—2@27272,
2

Amint lathato, az egyenletnek két komplex szam a megoldésa.

Miel6tt attérnénk a kovetkezs feladatra, két dolgora szeretném felhivni
a figyelmet.

Egyrészt arra, hogy a komplex szamok halmazan negativ valés szdmok-
b6l is lehet négyzetgyokdt vonni. Ezt konnyen végrehajthatjuk tgy,
hogy a negativ szdmot egy pozitiv valos szdm és a —1 szorzatara bont-
juk, majd ezutan tényezénként vonunk gyokst. Tudjuk, hogy v/—1 =
+i.

Miésrészt pedig arra, hogy ha komplexben vonunk gyokot, akkor a po-
zitiv valds szamoknak is két négyzetgyoke van, mert komplexben a z
szam négyzetgyokének neveziink minden olyan szdmot, aminek négy-
zete z. A komplex szamok halmazan példaul v/9 = +3, és nem csak a
3. Persze a valos szamok halmazan /9 = 3, ott a definici6 szerint csak
egy négyzetgyok van.

. Feladat: Oldjuk meg az 2 +2iz+15 = 0 egyenletet a komplex szamok
halmazan!

Megoldas: Most is masodfoka egyenletet kell megoldanunk, igy csak
be kell helyettesiteniink a megoldoképletbe. Valtozas az eléz6 fela-
dathoz képest, hogy most nem csak valés szamok szerepelnek egyiitt-
hatéként az egyenletben. Természetesen ilyenkor a komplex szamokat
kell behelyettesiteni a képletbe.
—2i+/(20)2—4-1-15 —2i++/-4—-60 —2i++/—64
1,2 = = =
2-1 2 2
A gydkvonat hajtsuk végre kiilon. Mivel —64 = 64-(—1) = 64-i2, ezért

v —64 = £8¢

Az eredménnyel térjlink vissza a megoldoképlethez.

~2i+8i
C 2i+/64  —2i£8 |5 =3
T1,2 = 2 - 2 ) -2 — 8 5
e (R
2

Most is két komplex megoldést kaptunk. Ezek a megoldisok azért
kiilonlegesek, mert valés résziik nulla. Az ilyen szamokat nevezziik
tiszta képzetes szamoknak.

. Feladat: Oldjuk meg a 3z +Z = 16 — 47 egyenletet.

Megoldas: Az egyenletben szerepel ismeretlenként egy komplex szam
és annak konjugaltja is. llyen esetben célszerti az ismeretlen komplex



szamot altalanosan algebrai alakban felirni, mert abboél kénnyen elGél-
lithat6 a konjugalt is. Egy komplex szam algebrai alakja altalanosan
a kovetkez6: z = a + bi, ahol a és b valos szamok. Azaz egy komplex
ismeretlen két valds ismeretlent jelent. Ebbd6l feirjuk a konjugéltat:
Z = a — bi. Helyettesitsiik be az algebrai alakokat az egyenletben z és
Z helyére.

3(a+bi)+ (a —bi) =16 — 44

Az egyenlet bal oldalan végezziik el a miiveleteket, azaz bontsuk fel a
zardjeleket, és vonjuk Ossze a valés illetve képzetes részeket.
3a+3bi+a—bi =16 — 4

da + 2bi = 16 — 44

Két komplex szam csak gy lehet egyenld, ha kiilon a valés részeik is

megegyeznek, és kiilon a képzetes részeik is egyenlsk. Igy a komplex
egyenletet felbonthatjuk egy két egyenletbdl allo egyenletrendszerre.

A valos részek egyenléségébdl a 4a = 16 egyenletet kapjuk, amibdl
a = 4 kovetkezik.

A képzetes részek egyenlfsége a 20 = —4 egyenletet jelenti, melybdl
b = —2 kovetkezik.

Mivel meghatéroztuk az ismeretlen komplex szam valés és képzetes
részét is, igy felirhatjuk az egyenlet megoldéasat.

z=a+bi=4—2

Osszetett feladatok

1—i?2 44t —i%4... —418
L+i+i2 4+ 449

. Feladat: Hatarozzuk meg a z = komplex

szam algebrai alakjat!

Megoldas: Elgszor a szamlaloban és a nevezében allo kifejezések al-
gebrai alakjat kell meghatérozni, majd utana elvégezni az osztast.

Kezdjiik a szamlaldval. Az i-nek csak paros kitevsji hatvanyai szerepel-
nek, melyek vagy 1-gyel, vagy —1-gyel egyenlSek. Ha a kitevs oszthato
4-gyel, akkor a hatviny 1, ha nem oszthaté 4-gyel, akkor a hatvany
—1. Irjuk be ezeket az i hatvanyai helyére.

1—2 4+ -4+ - =1 (-D+1-(-D+--- = (-1) =
=1+14+1+1+4---+1

A szamlaléban tehat csupa egyest kell Gsszadnunk. Mar csak az a
kérdés, hogy hany darabot. Mivel a legnagyobb kitevs 18, a legkisebb
pedig 0, és kettesével valtozik, ezért 10 darab tag van, azaz a szam-
laléban 10 -1 = 10 &ll.



Ezutan foglalkozzunk a nevezdével. Itt is irjuk be ¢ kiilénb6z§ hatvanya-
inak az értékeét.

1+i+i2+@ 4+ =1+i+ (-1 + (i) +---+1i
Tudjuk, hogy az ¢ hatvanyai periodikusan ismétlédnek, s csupén négy
kiilénb6zé hatvany van. Az Gsszeg elején pontosan 4 hatvanyt irtunk

ki, ami egy periédust alkot. Kapcsoljunk ssze zaréjellel egy-egy ilyen
periddust.

l+i+@?+@ 4+ =1+i+ (- + (=) 4+ +i==[L+i+
() + (=) +[--]+141

Lathato, hogy egy peridéduson belil az 6sszeg 0 lesz, hiszen szerepel
benne az 1 és a —1, valamint az i és a —i. Igy csak az a kérdés, hogy
hany tag marad még a teljes periédusokon kiviil. Mivel itt is 10 tag
van, igy az utolsé ketté marad meg, azaz a nevez§ 1 + i-vel egyenld.
Ezutan térjiink vissza a részeredményekkel a térthoz.
-2+t =4 ... =418 10

T+i++d3+--+39 144

Mar csak egy osztast kell elvégezniink.

10 10- (1 —14) 10100 _10-10i _ . .
z = prnd = o = — 7
1+i (1+4)-(1—i) 12412 2
(2+1i)-2

. Feladat: Oldjuk meg a =1 —2i% — ¢7 egyenletet!

2+ 61
Megoldas: Végezziik el az egyenlet jobb oldalan a miiveleteket, majd
fejezziik ki az ismeretlent. Els6 lépésként helyettesitsiik be 7 hatvanyainak

érteket. Mivel i = —1 és i7 = —i, igy az egyenlet a kovetkez6 alakot
Olti.
(24+1) -z .
BT C T 9. (1) — (—
2+ 61 (=1) = (=)
Ezutan vonjunk &ssze a jobb oldalon.
241i)-z2 ——
— =3
2+ 6i !
Most végezziik el a konjugaléast.
2+14)-
m —3_3
2+ 6t

Itt feltétleniil alljunk meg egy pillanatra! Meg kell jegyezni, hogy a
konjugélas nem azt jelenti, hogy minden olyan tag elgjelét megvéltoz-
tatjuk, amiben az i szerepel. A konjugalas soran csak a képzetes rész
elgjele valtozik. Ebben a feladatban jol lathato, hogy az eredeti feliras-
ban két tag is tartalmazza az i-t, de mégis csak az egyik elgjelét kell
megvaltoztatni. Az i7 valoban képzetes, hiszen —i-vel egyenls, de az i°
valds, hiszen —1-gyel egyenld.



Térjiink vissza az egyenlet megoldasdhoz. Most szorozzuk az egyen-
let mindkét oldalat 2 + 6¢-vel, és osszuk mindkét oldalt 2 4 i-vel. Igy
kifejezziik az ismeretlent.
(3—1)(2+ 61)

T 244
El kell még végezni a jobb oldalon a miiveleteket. Irjuk le kiilon a
szamlalobol a szorzast.
(3—14)(2+6i) =6+ 18i — 2i — 6i> =6+ 18 — 2i + 6 = 12+ 16i
Helyettesitsiik ezt be, majd végezziik el az osztast.

124160 (12+160)(2 —4) 24 — 120 + 320 — 1612

241 (2+19)(2—1) 22 412
24 —12i +32i+16 40+ 20: ‘
4+1 5

A megoldas tehat z = 8 + 44.

1
. Feladat: Ha tudjuk, hogy (z +y) + (z — )i = (1 +4)? + —, mivel
i
egyenld az x és y valos szam?
Megoldas: Az egyenlet jobb oldaldn végezziik el a miiveleteket, és

irjuk fel az ott all6 komplex szadmot algebrai alakban. Szamoljunk rész-
letekben.

(1+i)2=124+2i+¢=1+2i—1=2i

1 1-(—1) —i —i ,
—_ = = = — = —1
i i (—i) 0%2+12 1
(Itt is ugyanigy végeztiik el az oszast, mint az eddigiekben, azaz a
nevez6 konjugéltaval bévitettiik a tortet. A nevezében i = 0 44 allt, s
ennek konjugaltaval 0 — i = —i-vel bévitettiink.)

Helyettesitsiik be a részeredményeket az egyenletbe.

(x+y)+(x—y)i=2i—i=1

Mivel x és y valés szamok, ezért x + y és x — y is valés szam. Ez

azt jelenti, hogy az egyenlet bal oldalan tulajdonképpen egy komplex

szam &ll, melynek valos része x + y, s képzetes része x — y. Arra

hivatkozhatunk ismét, hogy két komplex szam akkor és csak akkor

egyenld, ha kiilon a valos, és a képzetes részeik is egyenlsk. A jobb oldal

valos része 0, képzetes része pedig 1, hiszen i = 0+ 1 - 4. A komplex

egyenlethdl igy az alabbi két egyenlethdl all6 egyenletrendszert kapjuk.
r+y=0

{ r—y=1

Meg kell oldanunk az egyenletrendszert.
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Adjuk 6ssze a két egyenletet, igy a 2x = 1 egyenletet kapjuk, amibgl
1

r = —.

2
Ha kivonjuk a két egyenletet, akkor a 2y = —1 egyenletet kapjuk,
ib6l y = ——.
amibdl y 5

(Miutan megkaptuk x értékét, természetesen y-t valamelyik egyenletbe
torténd visszahelyettesitéssel is megkaphattuk volna.)

1
A feladat megoldasa: © = 3 sy = —5

. Feladat: Oldjuk meg a 22 — 2z = 0 egyenletet!

Megoldas: Olyan egyenletet kell megoldanunk, amiben egy komplex
ismeretlen, és annak konjugdltja is szerepel. Mint egy korabbi feladat-
ban, most is célszerd felirni adltaldnosan az ismeretlen algebrai alakjat,
mert ebbdl felirhaté a konjugélt is.

z=a+biész=a—W

Helyettesitsiik be ezeket az egyenletbe.

(a+bi)2—2(a—bi)=0

Végezziik el a négyzetre emelést, és bontsuk fel a zarojelet.

a® + 2abi + (bi)? — 2a + 2bi = 0

a? + 2abi + b?i? — 2a + 2bi = 0

a® + 2abi — b* — 2a + 2bi = 0

Csoportositsuk ezutan a bal oldalon a tagokat tgy, hogy kiilon a valésakat,
és kiilon a képzeteseket.

(a? — b? — 2a) + (2ab + 2b)i = 0

Hasznaljuk fel, hogy két komplex szam csak tigy lehet egyenld, ha kiilon
a valos részeik is, és kiilon a képzetes részeik is megegyeznek. A jobb
oldalon 0 all, ami azt jelenti, hogy ott a valés és képzetes rész is 0, hiszen
a 0 komplex szam algebrai alakja 0 + 0i. Igy a komplex egyenletbél az
alabbi egyenletrendszert kapjuk.

A valos részek egyenldsége: a? — b2 — 2a = 0
A képzetes részek egyenl@sége: 2ab+ 2b =0

A masodik egyenlettel célszerti elészor foglalkozni, mert annak bal
oldalan kiemelhetd 2b.

2b(a+1)=0

Ez azért jo, mert egy szorzat csak ugy lehet 0, ha valamelyi tényezéje
0. Igy két eset fordulhat els. Az elsG eset, ha 2b = 0, amibél b = 0
kovetkezik, a masodik pedig, ha a + 1 = 0, amibdl a = —1 kévetkezik.
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Innentél tehat két dgon folytatddik a megoldas.

Az els6 esetben b = 0.

Ezt helyettesitsiik be a valds részek egyenlGségét leird egyenletbe.
a’? — 0% —2a =0, azaz a® — 2a = 0.

Az egyenlet bal oldalan kiemelhets a.

ala—2)=0

Mivel ismét szorzat egyenld O-val, ezért két eset van. Egyrészt a = 0,
mésrészt pedig a — 2 = 0, amibél a = 2 kovetkezik.

Ezutan mar felirhatjuk az egyenlet két megoldasat. A megoldasokat
célszert indexeléssel megkiilénboztetni.

Az a =0 és b= 0 szamparbdl kapjuk a z; = 0 + 0¢ = 0 megoldést.

Az a = 2 és b = 0 szampéarbdl pedig a zo = 2 + 0¢ = 2 megoldast
kapjuk.

Ezutan foglalkozzunk a mésodik esettel, amikor a = —1.

Ezt behelyettesitjiik a valos részek egyenléségét leiré egyenletbe.
(—=1)2 —v? —2(—1) =0, azaz 3 — b* = 0.

Ennek az egyenletnek két megoldasa van: b = /3 és b = —/3.

Igy ebben az esetben is két (a,b) szampért kaptunk, amelyekbél az
egyenletnek tovabbi két megoldéasa irhato fel.

Az a = —1 és b = /3 szamparbol kapjuk a z3 = —1 + /37 megoldast.

Aza=—-1ésb=—3 szampérbol pedig a z4 = —1 — V3i megoldast
kapjuk.

Végiil tekintsiik at az egyenlet 6sszes megoldéasat. Négy darab megoldést
kaptunk, melyek a kovetkez6k:

271 =0,29=2, 23 =—14+3iés 24 = —1 —/3i.

. Feladat: Vonjunk négyzetgyokot a z = —5 + 127 komplex szambol!

Megoldas: Elgszor fogalmazzuk at a feladatot. Olyan komplex sza-
mot, vagy szamokat kell keresniink, amelynek négyzete z-vel egyenlé.
Vezessiik be az u = /2 jelolést, ekkor u? = z, azaz u? = —5 4 12i. A
gyokvondas tehat azt jelenti, hogy ezt az egyenletet kell megoldanunk.
Mivel ebben az egyenletben az u ismeretlen komplex, ezért az el6z6
feladathoz hasonléan célszerii az altalanos algebrai alakbél elindulni.
u=a+ bi.

Helyettesitsiik ezt be az egyenletbe.

(a+bi)> = =5+ 12i

Végezziik el a négyzetre emelést.
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a® + 2abi + (bi)? = -5+ 12i

a® + 2abi + b%i? = -5+ 12i

a? +2abi — b? = =5 +12i

Csoportositsunk ezutan a bal oldalon, kiilén a valos tagokat, s koliin a
képzetes tagokat.

(a® — b%) + 2abi = —5 + 12i

A komplex egyenletet ismét egyenletrendszerré alakithatjuk, mert felirhatjuk
kiilon a valds részek, és kiilon a képzetes részek egyenl@ségeét.

{a2 — by =-5

2ab =12

A masodik egyenletbdl fejezziik ki b-t.
6

h— — *
j )

Helyettesitsiik ezt be az elsé egyenletbe.

2
- (1) =
a

Végezziik el a négyzetre emelést.
a® — % = -5

Szorozzunk a’-tel.

a* — 36 = —5a®

Rendezziik O-ra az egyenletet.
a* +5a>—-36=0

Célszert az a® helyére egy 1] ismeretlent bevezetni, mert igy az egyenlet
visszavezetheté masodfokt egyenletre. Legyen pl. ¢ = a?. Ekkor az
egyenlet a t? + 5t — 36 = 0 alakot Glti.

Irjuk fel a megoldoképletet. (Mivel ¢ valés, ezért kiirjuk a 4-t.)

—5+13
 5+/(-5)2—4-1-(-36) -5+v169 | —5 =4
li2 = 9.1 = 2 ) -5-13 9
=

Mivel az a valés szamot jel6l, igy négyzete nem lehet negativ. Ebbél
kovetkezik, hogy a masodik megoldas, a —9 hamis gyok, csak a t =4
megoldasssal kell foglalkoznunk. Mivel ¢t = a2, ezért az a® = 4 egyen-
letet kapjuk, aminek két megoldasa van, az a; = 2 és az ag = —2.

Helyettesitsiik be ezeket a (*)-gal jelolt egyenletbe.

6 6
b:—:7:3
! al 2
6 6
bp= —=—=-3
2 al —2
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Ezutan felirhatjuk a megoldasokat. Két (a,b) szampéart kaptunk, igy
két megoldés van.

Az a =2 és b= 3 szamparbol kapjuk az u; = 2 + 3i megoldast.

Az a = -2 és b = —3 szampérbol pedig az us = —2 — 3i megoldast
kapjuk.

Mivel u = /z, ezért az eredményt a kovetkez6 modon is irhatjuk:
Vz=1£(2+ 3i).

Megjegyzés: Amint a feladatbol lathato, a négyzetgytkvonast algebrai
alakban is el lehet végezni a komplex szdmok kérében. Altalaban azon-
ban nem ez a legcélszertibb eljaras. A gyokvonast célszertibb trigono-
metrikus alakban végrehajtani. Ugy nem csak négyzetgyokot, hanem
bérmilyen kitev6ji gyokot lehet vonni a komplex szdmokbél.
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