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s Tanulasi cél: megismerni a hatarérték fogalmat, begyakorolni hatarértékek kiszamolasat.
o 7 - = e
— Elméleti 6sszefoglalé
s A hatarérték, hataratmenet a matematika egyik legfontosabb fogalma. Mar az 6kori matematikaban

is felbukkan (a hatarérték az, amihez egy valtozé mennyiség egyre jobban és jobban kdzeledik), ma

is hasznalatos pontos megfogalmazasa Augustin-Louis Cauchy és Karl Weierstrass érdeme.
I
L]

n=23 n=4 n==:a
n==0 n="7 n=2=8

— Példaul a kérbe irt szabalyos sokszdgek egyre kdzelebb vannak a kdérhéz, ha az oldalszamot

noveljik. Ez a hataratmenet lehetévé teszi a kor keriiletének és terliletének meghatarozasat.
I
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— Egy gorbe P pontban hiizhaté érintéje a P és Q pontokon atmend szel6k hatarhelyzete, ha a Q

pont minden hataron tul kdzeledik a P ponthoz. Az itteni hataratmenet segitségével felirhatd az
érinté egyenlete.

-

—_— Az &bran lathato S sikidomot (amelynek a teriiletét a geometridban tanult médszerekkel nem lehet
kiszamolni) egyre jobban megkdzelitik az alabbi abran lathaté kis téglalapok unidja, igy a teriletét a
téglalapok teruletének 6sszege.

I

L] k' -1‘

4 y=2x 4 y=1x2
0 1 x 0 1 X
(ayn =8 (b)n=16
L}
L]

A két legfontosabb probléma, amely a hatarérték fogalmanak kidolgozasahoz vezetett az érinté
problémaja, és a terulet problémaja.
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A hatarérték intuitiv fogalma

A hatarérték legegyszer(ibb fajtaja az egyvaltozos fliggvény hatarértéke, ezzel foglalkozunk a
tovabbiakban.

-1

2(x-1)
érdekelne minket, hogy hogyan viselkedik az f'(x) érték, ha x kdzel vanl -hez. Ennek érdekében
kiszamoljuk a fliggvény értékét néhanyl -hez kozeli helyen. A szamitasokat az alabbi tablazat
tartalmazza.

Tekintsiik az f'(x) =

figgvényt. Ez a fliggvény nincs értelmezve az a = 1 helyen. Az

(a,) | 05 09 b, —> A4 0.999 | 1.001 (a,) 11 |15
ceR 075 095 N eN | 09995  1.0005 n>=N(c) 1.05  1.25

Ezekbdl a szamokbdl is lathatd, hogy ha x egyre kdzelebb van egyhez, akar balrdl, akar jobbrdl,
f(x) is kdzelebb lesz1 -hez. Ezt tigy fogalmazzuk meg, hogy f'(x) hatarértékel , ha x kdzeledikl -

hez. Ez elvezet a hatarérték alabbi, matematikai szempontbdl nem preciz definiciéjahoz.

Definicié (intuitiv): Legyen f(x) egy olyan fliggvény, amelynek az értelmezési tartomanya
tartalmaz egy olyan nyilt intervallumot, amelynek az a szam a kozepe, kivéve esetleg aza szamot.
Azt mondjuk, hogy az f'(x) figgvény hatarértéke az a helyen a L szam, ha f(x) tetszéleges kozel
kerll L-hez, ha x mar elég kdzel van a-hoz. Ezt igy fogjuk jeldIni:

iy @)=L

Definicié: Legyen f(x) egy olyan fuggvény, amelynek az értelmezési tartomanya értelmezve van az
olyan szamokra, amelyek kézel vannak a-hoz, de annal nagyobbak. Azt mondjuk, hogy az f(x)
fliggveény jobb oldali hatarértéke az a helyen a L szam, ha f'(x) tetsz6leges kézel keriil L-hez, ha
x mar a-hoz elég kdzeli, de a-nal nagyobb szam. Ezt igy fogjuk jeldini:

x&nz’ztef(x) =L

Definicié: Legyen f(x) egy olyan figgvény, amelynek az értelmezési tartomanya értelmezve van az
olyan szamokra, amelyek kozel vannak a-hoz, de annal kisebbek. Azt mondjuk, hogy az f'(x)
figgvény bal oldali hatarértéke az a helyen a L szam, ha f(x) tetszéleges kozel keril L-hez, ha x
mar a-hoz elég kozeli, de a-nal kisebb szam. Ezt igy fogjuk jeldIni:

Jig @)=L

A két utébbi definicié szemléltetésére tekintsiik az a, - 4 € R fiiggvényt. Ennek értelmezési
tartomanya a[-2, 2] zart intervallum, és a grafikonja az alabbi abran lathato.

(S

Az abrardl kénnyen leolvashatd, hogy Iir’nz+\/4—x2 =0,¢és Iinél V4 -x% = 0. Mindkét eredmény
x> x—>2-

egy gyors numerikus kisérlettel ellendrizheté. Példaul az elé limesz esetén £(=1.9999) = 0.1999975,
a masodik limesz esetén (1.9999) = 0.1999975. Mindkét szam kézel van nullahoz.

Az alabbi tétel a kétoldali és az egyoldali hatarértékek kozotti kapcsolatrél szol.

Tétel: Legyen f'(x) egy olyan fliggvény, amelynek az értelmezési tartomanya tartalmaz egy olyan
nyilt intervallumot, amelynek az a szam a kdzepe, kivéve esetleg az a szamot. Ekkor

)!Hpaf(x) = L pontosan akkor teljesll, ha xl_l)rgif(x) = XIEQJ(X) =L.

Felmerdl a kérdés, hogy hogyan lehet a hatarértéket meghatarozni. Késébb a preciz definicié
birtokaban erre korrekt modszereink lesznek. De addig is, példaul a fenti tablazatban mutatott
numerikus kisérlettel gyakran ki lehet talalni a hatarértéket. Ha abrat tudunk rajzolni a figgvényrdl,
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az is felhasznalhato a hatarérték leolvasasara. Ha egyszerUsiteni tudjuk a figgvény hozzarendelési
utasitasat, a hatarérték meghatarozasa is egyszeriisodik.

— Kidolgozott feladat
—_— 1. feladat: Az alabbi abra egy f fliggvény grafikonjat mutatja.
I
—_—

N

15 ¥
— Olvassuk le az abrardl az alabbi hatarértékeket: a) Iimof(x), b) lim f(x),c)b, »> B <0,
X—> x—>1¥

&) a,by, > 0, ) a, % 0.1 lim f(x),9) lim £(c). 1) tim /() a, > 0. fim f )

Megoldas:

a) Ha megfigyeljik a fuggveénylink viselkedését a 0 kordl, latjuk, hogy az f'(x) fliggvényértékek
tetszélegesen kozel kerlilnek 1-hez, ha x elég kdézel van nullahoz, ezért Iim(/'(x) =1
X—>

b) Akarhogyan kézeledik az x az 1-hez, az abra alapjan az f'(x) fliggvényértékek 2-hoz kdzelednek,
azaz Iimll'(x) =2, ésigy Iinl1+f(x) = 2is teljesll, ami eredetileg a kérdés volt.
xX—> X—>

c) Kénnyen leolvassuk az el6zéek alapjan, hogy Iimzf(x) = 3, figyeljiik meg viszont, hogy f(3) =1
X—>

d)-e) Az eddigiekkel ellentétben a fliggvénylnk 5 korili viselkedésénél egyaltalan nem mindegy,

hogy az 5-h6z a bal vagy a jobb oldalrél kézelediink. Latjuk az abrarél, hogy 5-h6z kdzeli, de 5-nél
kisebb x értékekre f(x) 1-hez lesz kozel, |_I)né| f(x) =1 de ha x kozel van 5-héz, de annal
LN

11
nagyobb, akkor f(x) 4-hez kozeli, azaz —5. Mivel a két egyoldali limesz kulén-kilon létezik ugyan,

de nem egyenl, ezért a kétoldali Iﬂy(x) hatarérték nem létezik.
X

f)-g)-h) Az el6z&ek alapjan vilagos kell, hogy legyen, hogy lim f(x) =2, lim f(x) =4és
lim ( )_ 1 x—>7= x> 7+
;Hllo—f *) =

i) Az 10-hez kozeli, de 10-nél nagyobb x szamok esetén az f'(x) viselkedése az eddigiektdl eltérd.
De a grafikon azt akarja abrazolni, hogy f(x) minden hataron til ng, ha x jobbrdl kozeledik 10-hez.
Ezt igy jeloljuk: ﬂri%f(x) = o0,

X

j) llyen tipusu limesz sem szerepelt az eddigi definiciékban. De nyilvan érezzlik a grafikon azt
szemlélteti, hogy ahogy egyre nagyobba vélik az x, az f'(x) értékek minden hataron tul kbzelednek
nullahoz, amit igy fogunk jeléIni: xli_r)nwf(x) =0.

Elméleti 6sszefoglalé

Szamsorozatok

Az i) és j) pontokban szerepl6 hatarértékekkel egyitt eddig 5 fajta limeszrél volt szé. Ki fog
hamarosan dertlni, hogy vannak tovabbiak is, 6sszesen 15 fajta. Ezek ismertetése el6tt ratériink a
szamsorozatokra. A preciz definicidk ezek segitségével kdnnyen megadhatok.

Definicié: Szamsorozatnak hivjuk az a : N — R fiiggvényeket, hagyomanyos okokbol a(n) helyett
a,-et irunk és a,-et a sorozat n-edik elemének hivjuk, n-et pedig az a,, sorozatelem indexének

nevezzik.

Magat a sorozatelemeket az index szerinti természetes sorrendjiikben
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o, hag>1,
1,hag=1,
0,ha-1<g<1,
nem létezik a hatéarérték, ha ¢ < 1.

a,=q" > fogja jeléini, tehat (a,) = (a, az, az, ..). A
szamsorozat elnevezés helyett réviden sorozatot is szokas mondani. A sorozatokat leggyakrabban
1
az a,, elem kiszamolasat lehetévé tev6 képlet megadasaval definialjuk. Példaul igy: a,, = n + —.
n

Ennek a sorozatnak az elsé néhany eleme

(25 10 17 26 )
534 5

1 3456
Tekintsik az (1 + —) sorozatot. Ennek az elsé néhany eleme (2,—, - ==,

n 2345
ezeket a szamokat egy szamegyenesen vagy egy koordinata rendszerben az (n, a,,) koordinataju

j Ha abrazoljuk

pontokat, az alabbi abrakat kapjuk.

LS
.
o
o
=
=
=

(Igy minden sorozatot abrazolhatunk, ez a szemléltetés gyakran hasznos.)

Az abrakrdl leolvashatjuk, hogy (a,,) elemei egyre kisebbek, de mindegyik nagyobb, mintl . Az
elemek kozelednekl -hez. S6t, ugy mondjuk, hogy az elemek minden hataron tul kozelednekl -hez,
amin azt értjiik, hogy az a,, sorozatelem és azl tavolsaga, ami definicio szerint \a,, - 1‘,

tetsz6legesen kicsivé valik, ha n elég nagy. Az is igaz, hogy a sorozatelemek egyre kdzelednek pl. a
0-hoz is, s6t minden1 -nél kisebb szamhoz is, de az ilyen szamokhoz nem kdzelednek a

1
sorozatelemek minden hatéron tdl, példaul a 0-tdl vett tavolsaguk mindig legalabbl , az E_tél vett

2
tavolsaguk mindig legalabb 3 és igy tovabb. Tekintstiink most egyl -nél nagyobb szamot, példaul

1, 025-t. A sorozatelemek el6szor kbzelednek 1, 025-héz, de a 40. elem éppenl, 025, és ezutan a
sorozatelemek elkezdenek tavolodni, és egyre tavolabb keriilnek 1, 025-t6l.

1
Ebbdl az elemzésbél lathatjuk, hogy az (1 + —) sorozat esetén azl -nek kitlintetett szerepe van: 6
n

az egyetlen valos szam, amelyhez a sorozatelemek minden hataron tul kézelednek.
llyen tulajdonsagu szam sok mas sorozat esetén is talalhatd, de messze nem mindegyik esetén.
Peéldaul az a, = (-1)" képlettel megadott sorozat elemei felvaltva —1 és1, ezek az elemek nem

koézelednek minden hataron tul semmilyen szamhoz. Ezek motivaljak a kovetkezé definiciét.

Definicié: Az (an) sorozat hatarértéke vagy limesze az 4 € R valos szam, ha tetszélegesen adott
& > 0 szamhoz van olyan N(¢) € N természetes szam, hogy n > N (¢) esetén

‘an—A| <e.
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—_— Azt, hogy az (a,,) sorozat hatarértéke A

— a, — Avagy lima, = 4

—_ fogja jel6lni. llyenkor az (a,,) sorozatot konvergensnek hivjuk, az N(¢) € N természetes szamot
pedig az ¢-hoz tartoz6 kiiszobindexnek.

s A definicié szemléletes tartalma a fenti gondolatmenet alapjan az, hogy ha a sorozat hatarértéke A,
akkor a sorozat elég nagy indexi elemei mindannyian barmilyen kis tavolsagnal is kzelebb lesznek
A-hoz. Ez a sorozatok kérében a legfontosabb fogalom.

— Tétel: Ha egy (a,,) sorozatnak létezik hatarértéke, akkor az egyértelmd.

— . ez ra ” .

— Definicio: Az (a,,) sorozat egy részsorozata egy olyan (b,,) sorozat, amely ugy keletkezik, hogy
toroljik az eredeti sorozat véges sok vagy végtelen sok elemét olyan moédon, hogy végtelen sok
elem maradjon, és a megmaradé elemek a (b,,) sorozat elemei.

I

L] . . 1 P - . .

Példaul az (—] sorozatnak néhany részsorozata az alabbi:
n
111 . . N - e
1,5, g, 7, ... |, itt a paratlan index( elemeket tartottuk meg, és minden masodikat toréltink;
111 1 . . . .
1,—, =, —,—,..| itt azokat az elemeket tartottuk meg, amelyek indexe négyzetszam;
4 9 16 25
11111 . . . .
1=, =, =, =, —,..| itt azokat az elemeket tartottuk meg, amelyek indexe primszam.
235711

L}

— Egy sorozatnak nyilvan végtelen sok részsorozata van.

— Tétel: Haa, — 4, és (b,,) részsorozata (a,,)—nek, akkor b, — A.

s Ez a tétel sokszor hasznos, példaul erre alapozva ugy lehet megmutatni, hogy egy sorozat nem
konvergens, hogy kereslink két részsorozatot, amelyeknek mas a hatarértéke.

e A nem konvergens sorozatokat divergensnek is hivjuk. A divergens sorozatok nagyon szertelendl is
viselkedhetnek. Két tipusuk azonban mutat némi szabalyszer(iséget, ezek a minden hataron tul
novekedd, és a minden hataron tul csokkené sorozatok.

—_— Definicio: Az (a,,) sorozat hatarértéke a plusz végtelen, ha tetszélegesen nagy ¢ € R pozitiv
szamhoz is van olyanN(c) € N természetes szam, hogy n > N(c) esetén

— a, > c.

—_— Ezta, — »vagy lim a, = o« fogja jel6Ini.

—_— Az (an) sorozat hatarértéke a minusz végtelen, ha tetszélegesen nagy abszolut értéki negativ
¢ € R szamhoz is van olyan N(c) € N természetes szam, hogy n > N(c) esetén

— a, <c.

—_— Ezta, — —covagy lim a, = —oo fogja jel6Ini.

— Egy masik fajta némileg szabalyos viselkedést jelent, ha a sorozat elemei egy véges intervallumba
esnek. Ezzel kapcsolatos a kdvetkez6 definicio.

et Definicio: Az (an) sorozat feliilrél korlatos és a K € R szam a felsé korlatja, ha mindenn € N
eseténa, <K.

— Az (a,,) sorozat alulrél korlatos és a k € R szam az als¢ korlatja, ha mindenn € N eseténa, > k.

e Az (an) sorozat korlatos, ha alulrél és fellilrél is korlatos.
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Egy tovabbi szabalyos viselkedés, ha a sorozat elemei egyre nének vagy csdkkennek.

Definicié: Az (an) sorozat monoton n6évé, ha minden n € N esetén a,, < a,,, 1, monoton
csokkend, ha mindenn € Neseténa, > a, 1.

Szokas akkor is azt mondani, hogy egy sorozat monoton névé vagy csokkend, ha a megfelelé
egyenlétlenség nem minden n-re, hanem csak egy adott K kiiszébszamnal nagyobb vagy egyenlé n-
ekre teljesul.

A monoton sorozatok egy bizonyos értelemben szabalyosan viselkednek. A legtdbb sorozat nem
monoton.

Mivel a sorozatok N — R fliggvények, az algebrai fliggvénymiveletek rajuk is értelmezhetdk.

Példaul az 6sszeg hozzarendelési utasitasa a hozzarendelési utasitasok 6sszege, és igy tovabb.
Kicsit pontosabban ez a harom legfontosabb miveletre az alabbi.

Definicié: Tekintsik az (an) és (bn) sorozatokat. Ekkor a két sorozat 6sszege az (an + bn) sorozat,

n

szorzata az (a,,b,,) sorozat, és ha b, egyetlen n-re sem nulla, akkor hanyadosa az J sorozat.

n

A sorozatok témakdrében a legfontosabb feladat a hatarérték meghatarozasa lesz, amennyiben
létezik. Ekdzben az alabbi tételeket allanddan fel fogjuk hasznalni. El&szor egy, a konvergens
sorozatokrol sz616 tétel kdvetkezik.

Tétel: Haa, > 4 € Rés b, - B € R, akkor

a,+b, > A+B,
a,b, — AB,
la,| > 4],

A
ha létezik az (%} sorozat, és B = 0, akkor % - 3

n n

Jéval bonyolultabb a helyzet, ha valamelyik vagy mindkét sorozat valamelyik végtelenbe tart. Csak a
legfontosabb eseteket tartalmazzak az alabbi tételek.

Az 6sszeggel kapcsolatban:

Tétel: Tekintslk az (a ,,) és (b,,) sorozatokat.

Haa, — ©ésb, — B € R, akkor a,, + b, — o.
Ha a,, > o és b, — o, akkor a, + b,, — .

Haa, —» —0ésb, > B € R, akkor a,, + b, - —.
Ha a,, — —o0 és b, — —oo, akkor a,, + b, = —0.

A szorzattal kapcsolatban:

Tétel: Tekintsik az (an) és (bn) sorozatokat, és tegylk fel, hogy a,, — oo.
Ha b, — B > 0, akkor a, b, — .

Ha b,, — oo, akkor a, b, — .

Ha b, = B < 0, akkor a,,b, — —o.

Ha b,, — —oo, akkor a, by, — —o.

Tétel: Ha a,, & w0 és b, > a,, minden n-re, akkor b, — 0. Hasonléan, haa, - -0 és b, < a,
minden n-re, akkor b, — —o
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Végul a hanyadossal kapcsolatban:

Tétel: Tekintsik az (an) sorozatot, és tegylik fel, hogy a,, # 0 semmilyen n-re.

1
Ha a,, — *oo, akkor — — 0.

Ay

. . 1
Ha a,, — 0és a, > 0, minden n-re, akkor — — 0.

ay

. . 1
Ha a,, — 0és a, < 0, minden n-re, akkor — — —oo.
a
n

Haa, — 0, akkori — o0.
a|

Ezeknek a tételeknek a kombinalasaval, mint majd latjuk, szamos sorozat hatarértéke kiszamolhato.

A tételek masik csoportja, ami megkdnnyiti a limeszek kiszamitasat a nevezetes limeszekrél szolo
tételek.

Tétel: a, = 1o
n

oo, haa >0,
Tétel: @, =n” —>< 1,haa=0,
0,haa<0.
o, hag>1,
-l,hag=1
A . _ N 1 ,
Tétel:a,=q — Oha—1<g<1,

nem létezik a hatarérték, ha ¢ < 1.

1
Legyena, =n,b, = n?. Ekkor a, = ©, és b, = . Kénnyen lathaté, hogy n - 2 0,

n n

b
ugyanakkor —% = n — oo, Ez azt mutatja, hogy pusztan az az informacio, hogy mi egy tort

Ay

szamlaldjanak és nevezéjének kulon-kulén a limesze a tort limeszét nem hatarozza meg. Ezt ugy

o0
mondjuk, hogy a — tipusu tort hatarozatlan alak. llyen hatarozatlan alak, nem csak tort esetén, tébb
o0

fajta is van. A legfontosabbak az alabbiak:

B

,%,O-ioo,oo—oo, —oo—(—oo),lw.

I+

o0
Az ilyen sorozatok limeszének meghatarozasa nehézséget jelent. A megoldas minden esetben
abban 4ll, hogy azonos atalakitasokkal atalakitjuk a,, képletét, hogy a fenti tételek alkalmazasaval a
limesz leolvashaté legyen. Hogy ezt hogyan érdemes csinalni, az persze sorozat tipustdl fliggéen
mas és mas lehet. A kidolgozott feladatokban bemutatjuk a legfontosabb eseteket. Arra kell

térekedni, hogy egy Uj feladat megoldas soran sikeriljon beazonositani a feladat tipusat, majd
ezutan végre kell hajtani a tipushoz tartozé megoldasi médszert.

Kidolgozott feladatok

2. feladat: irjuk fel az a, = 2" sorozat elsé néhany elemét.

Megoldas: Rendre behelyettesitve n helyére azl, 2, 3, 4,5, értékeket, kapjuk, hogy
(a,)=(2,4,8,16,32,...).

3. feladat: Mi lehet az a,, = (1, 3,5, 7, 9, ...) sorozat hozzarendelési utasitasa.

Megoldas: A megadott elemek alapjan az a szabaly kérvonalazédik, hogy az n-edik elem az n-edik
paratlan szam, tehat
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a,=2n-1

Figyeljilk meg, hogy n legkisebb értékel , tehat a nullat nem tekintjiik természetes szamnak.

4. feladat: Mi lehetaz a,, = (0% % ; % J sorozat hozzarendelési utasitasa.

0
Megoldas: Az els6 elemet T alakban is felirhatnank, igy még szembeétiébb, hogy az n-edik elem

olyan tort, amelynek a nevezgje n, a szamlaldja pedig n — 1, tehat

5. feladat: Miaz a,, = sorozat hatarértéke?

n+

Megoldas: Az egyik tétellink szerint, ha egy sorozat valamelyik végtelenbe tart, akkor a reciproka

nullahoz tart. De 2n + 1 — oo, (hiszen ha n — oo, akkor 2n — oo, és ezért a nala eggyel nagyobb
2n + 1is végtelenbe tart; ezek mindegyike felsorolt tételek egy nagyon egyszerii alkalmazasa,

mindenkinek javasoljuk, hogy azonositsa be a széban forgé tételeket).

igy latjuk, hogy a,, = — 0.

2n+1

1
De ugy is okoskodhattunk volna, hogy a sorozatunk részsorozata az — — 0 sorozatnak, egy
n

konvergens sorozat minden részsorozat, egy szintén felsorolt tétel szerint, ugyanoda konvergal, mint
az eredeti sorozat. Ezért ismét azt kapjuk, hogy a,, — 0.

1
6. feladat: Mi az a,, = ——— sorozat hatarértéke?

Jn+1l

Megoldas: Tudjuk, hogy Vi — o, hiszen ez n® szerkezetii nevezetes sorozat a > 0 esete. igy az
egyik tétellink szerint, (meg kellene az olvasonak keresni) a nala nagyobb «/n + 1 is tart végtelenbe.
igy az elébbi feladatban is felnasznalt tétel szerint a reciproka nullaba tart, azaz

7. feladat: Miaz q, = n? — 3n sorozat hatarértéke?

Megoldas: Mivel n®és3nis plusz végtelenbe tart, ez egy co — oo tipusu hatarozatlan alak. De az
alabbi atalakitas kénnyen meghatarozhatéva teszi a limeszt:

a, =n’-3n =n(n-3).

Itt mindkét tényez6 végtelenbe tart, és akkor az egyik tétellink szerint a szorzatuk is,
_ 2

a,=n"—3n— o

Latjuk, hogy a,, képlete masodfoku polinom. A polinomok esetén egy masfajta atalakitas, a
legmagasabb foku n hatvany kiemelése hasznosabb, mert minden esetben mikddik.

2
a, =n’-3n= nz[n—z —3—2] :nz(l— E)
n° n n
1

3
Ebben a szorzatban az elsé tényezé plusz végtelenbe tart, — =3 - — — 3 -0 =0, igy a masodik

n n
tényez61 — 0 = 1-be tart, ami egy pozitiv szam, igy egy masik tétellink szerint a szorzatuk plusz
végtelenbe tart. Ugyanazt a végeredményt kaptuk, mint el6bb.

Azt is kdnnyl végiggondolni, hogy a legmagasabb foku n hatvany kiemelése mindig leolvashatéva
teszi a limeszt, mert kiemelés utan az elsé tényezd mindig plusz végtelenbe tart, a masodik pedig a

féegyltthatohoz. igy azt kapjuk, hogy polinom esetén a hatarérték mindig végtelen, mégpedig
plusz végtelen, ha a féegyiitthaté pozitiv, és minusz végtelen, ha a féegyiitthaté negativ.
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8. feladat: Miaza, = (2n—1)n— (1 - 2n)2 sorozat hatarértéke?

Megoldas: Ha megnézzik a sorozatunk képletét, lathatjuk, hogy a szorzasok elvégzése utan egy
masodfoku polinom keletkezne, amelynek a féegyitthatoja 2n% — 4n? = —2n? lenne, azaz

a, = —2n%+ ..
A tobbi tagot nem is kell kiszamolni, mert a limesz szempontjabdl érdektelenek. Mivel a féegyitthaté

negativ, a, = (2n - L)n— (1 - 2n)2 — —o0,

Ellen6rz6 kérdések

1. kérdés: Mennyi az a, = (-1)"n + (n — 8)° sorozat kilencedik eleme?

2. kérdés: Mi lehet az a, = (4,7, 10, 13, 16...) sorozat hozzarendelési

utasitasa?
E a,=3n+1

a,=2n+2

a, = n2+3

an=2n2+n—1

mehet

" 4. kérdés: Mennyi az a,=(1- n)? = (n + 1) sorozat hatarértéke?
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mehet

L} -
— Kidolgozott feladatok
I _
f— 9. feladat: Mennyi az a,, = sorozat hatarértéke?
n+
s Megoldas: A sorozat képlete egy tort, amelynek szamlaldja és nevezdje is plusz végtelenbe tart,
+oo
ezérta +— tipusu hatérozatlan alakkal van dolgunk. Ezekben az esetekben leggyakrabban a
o0
kiemelés vezet eredményre. Polinomok hanyadosa esetén a nevezd legmagasabb foku n
hatvanyat, (csak az n hatvanyt, az egyutthatdjat mar nem), célszerii kiemelni a szamlalébdl és
nevezébdl is. Most tehat a szamlalobdl és nevezébdl is n-et. Kiemelés és egyszerlsités utan
] 1 1
- 2n—17”(2_;)72_;
" n+2 }’l(l + E) 1+ E
n
— Ezek ekvivalens atalakitasok voltak. Az utolsé tort példaul a120. elem kiszamolasara egyaltalan
nem célszer(, de a limesz leolvasasara nagyon is. Hiszen latjuk, hogy a szamlalo 2-héz, a nevezél -
2
hez tart, és igy a tort I = 2-hez, vagyis
f— a, = 1 -2
n+2
— 302 —2n+4
L] n —4n
10. feladat: Mennyi az a,, = —————— sorozat hatarértéke?
—-2n“+n-3
— Megoldas: Most a szamlalo6 a plusz végtelenbe, a nevezdje minusz végtelenbe tart, tehat ismét a
+oo
T tipusu hatarozatlan alakkal van dolgunk. A médszeriink szerint kiemellink a szamlalébol és
T oo
nevezébdl is nz-et, majd egyszerUsitlink:
I
— 2 2, 4 2 4
L _%P-ones " (3 it ,12) 3tz
" _on4n-3 nz(_2+l_i) —2+£—%'
n n? non
— Az utolsd tértben a szamlalé 3-ba, a nevezd —2-be tart, ezért
I 2
— 3n“-2n+4 3 3
ay=—F——""7- — =
-2n“+n-3 -2 2
e Egy rovid kis numerikus kisérlettel alatamaszthatjuk az eredményiinket. Emlékszink, hogy a limesz
az a szam, amihez nagy index esetén a sorozatelem igen kdzel van. Szamoljuk ki kalkulatorral,
mondjuk a;p31-et. Ez nem egy kellemes szamolas, de
— ay931 = —1.499796666.
I 3
f— Ez tényleg kozel van —E-hez. llyen numerikus kisérletet minden hatarérték kiszamolasa soran
végezhetlink, ez segit, hogy rossz eredményt ne fogadjunk el helyesnek.
— 2i3n+1
L] n n
11. feladat: Mennyi az a, = on_3 sorozat hatarértéke?
on—
I iOO
— Megoldas: Ismét a T tipusu hatarozatlan alakkal van dolgunk. Most a szamlalébdl és a nevezdbdl
Too
is n-et kell kiemelni, majd egyszerisiteni vele:
L}
L]
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1
n?+3n+1 "("+3+;) 3+

a, = = .
" -2n-3 n(—2 _ E) o 3
n n
— Ebben a tértben a szamlald plusz végtelenbe, a nevezd —2-be tart, ezért a hanyadosuk minusz
végtelenbe, gondoljuk meg, nagy szamnak a fele is nagy, ha még a minusz el6jelet is figyelembe
vessziik, akkor nagy negativ, tehat:
I 2
— n“+3n+1
ayp=——"—""">>—
-2n-3
— Az iméntihez hasonlé numerikus kisérlet azt mutatja, hogy példaul asg79 = —1440.249783, egy j6
nagy abszolut értékii negativ szam, 6sszhangban a kapott végeredménnyel.
— Zin+2
— —n n
12. feladat: Mennyiaza,, = ——— sorozat hatarértéke?
n’—n“+2n-
Megoldas: A limesz T tipusu, a modszerlnk szerint a szamlalébdl és a nevez6bél is n°-t emellink
o0
ki:
L}
—-— 3( 1 1 2 1 1 2
gy tnt2 " wherad) A A
"ot i2m-2 n3(1—1+£—i) 1_34_&2_&'
n w2 nd non n
— Az utolso tortben a szamlaléban minden tag nullahoz tart, igy az egész szamlalo is, a nevezél -hez
tart, tehat
I 2
— -n“+n+2 0
Lln = 32— — — = 0
n°—n“+2n-2 1
L} . Pl
— Az el6z6 harom feladatbdl lesziirhetd a kdvetkez6 tétel:
I
— Két polinom hanyadosanak a hatarértéke
— . I . s XV . . -
— (1) a féegyltthatok hanyadosa, ha a szamlalé és a nevez6 azonos fokszamu,
— (2) végtelen, ha a szamlalé magasabb fokszamu, mint a nevez8, mégpedig minusz végtelen, ha a
féegyltthatok ellenkezé eldjelliek, és plusz végtelen, ha a féegyltthatok azonos eldjelliek,
I
— (3) nulla, ha a szamlaloé alacsonyabb fokszamu, mint a nevezé.
I |I|I ” ” r 7
— | Ellendérzé kérdések
L} |I|I
— [f L : n-1 L
5. kérdés: Mennyi az g, = sorozat hatarértéke?
I 3n+2
I
(t
(t 3
Il 2
(t o0
:: mehet
I
— I 2

P : =1l PR
Il "~ 6. kérdés: Mennyi az q, = % sorozat hatarértéke?
(f —2n° +
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N

mehet

— . n(2 - n)?
/Bl = 7. kérdés: Mennyi az a, = ————— sorozat hatarértéke?
ff —-n
I|||
Il 0
I|||
| (B
I|||
ff 0
I|||
( -1
| mehet
Il
s ( 2 2
L]
I D : -2)"-(n-3 PETEy
Il ~ 8. kérdés: Mennyi az q, = % sorozat hatarértéke?
|I|I n .
I|||
N 0
I|||
|I|I o0
I|||
|I|I —00
I|||
| |\
I|||
I mehet
Il
L} i -
— . Kidolgozott feladatok
— i . n+l o
. 13.feladat: Tekintsiik az a,, = o1 sorozatot. Adjunk kiiszébindexet ¢ = 0.01-hez.
| n-—
- i 1
f— ! Megoldas: Elszér is, mivel a,, azonos fokszamu polinomok hanyadosa, a limesze —.
Kiszobindexet adni a megadott e-hoz annyit jelent, hogy meghatarozunk egy természetes szamot
. ugy, hogy az annal nagyobb vagy egyenl6 indexekre teljesil az
] i 1
- : ‘an -=|<0.01
; 2
—_— egyenlétlenség. (Altalaban, ha 4 jelli a hatarértéket, akkor az \an - A[ < ¢ egyenl6tlenség.)
—_— . Beirjuk tehat a,, helyére a képletét, és megoldjuk az
L} i
— LN 1‘ <0.01
! 2n-1 2
— egyenl6tlenséget. El6szor kdzos nevezére hozunk az abszolut értéken belll:
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2m+1)-@n-1| o0y

2(2n - 1)

A szamlaldban elvégezve a miveleteket és 6sszevonasokat kapjuk, hogy

3 <0.0L

2(2n - 1)

A kapott tort szamlaléja pozitiv, és a nevezdje is az, hiszen sorozatok kérében az n pozitiv egész
szam lehet. Igy a tort maga is pozitiv, egy pozitiv szam abszol(t értéke énmaga, tehat a

3

— 2 <001
2(2n—1)

egyenldtlenséghez jutunk. A kdvetkez6 l1épésben atszorzunk a nevezében 1év6 2n — 1tényezével,
ami minden n-re pozitiv, vagyis nem fordul meg az egyenlétlenség iranya.

§<001-Qn—n.

Ezutan atosztva a szintén pozitiv 0.01-dal, megint nem fordul meg az egyenlétlenség iranya.

3

2-0.01

@<2n—l,
2

<2n-1,

150 < 2n—-1.
Innen

151
—— <n,

2
75.5<n.

Minden atalakitas ekvivalens atalakitas volt, tehat a kiindulé egyenlétlenség teljesiil, ha n > 75.5.
Tehat a keresett kiiszobindex N (0.01) = 76.

Kicsit tdbbet is csindltunk, mint amit a feladat szévege megkdvetelt, hiszen a lehetd legkisebb

kiszdbindexet sikerllt meghataroznunk. Minden 76-nal nagyobb egyenlé természetes szam is jo
kiiszobindex 0.01-hoz.

14. feladat: Tekintsiik aza, = — sorozatot. Adjunk kiiszébindexet & = 0.02-hoz.

3
Megoldas: Ugyanugy, mint az elébb, el6szér meghatarozzuk a hatarértéket. Ez most _E' Ezért az

‘an—A‘ <ég

3
a, — —E
‘—3n—2 3

+—‘ <0.02
2n+l1 2

<0.02,

egyenlétlenséget kell megoldanunk. Ismét a kdzds nevezdre hozas az elsé 1épés, amit a szamlalo
kiszamolasa kévet:

<0.02

2(-3n-2)+3(2n+1)
2(2n+1)

_ 1 <0.02.
2(2n+1)

A kapott tért minden n-re negativ, igy abszolut értéke 6nmaga minusz egyszerese:
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D <0.02,
2(2n+1)

1 .
— < 0.02.

2(2n+1)
(Nem az egyenl6étlenséget szoroztuk meg minusz eggyel, hanem a bal oldali negativ tértet, hogy
kiszamoljuk az abszolut értékét.) A hatralévé 1épések mar egyszeriiek:

% <0.02-(2n+1),

<2n+1,
2-0.02

5—0<2n+1,
2

12<n.

A keresett, egyébként most is a lehetd legjobb, kiiszobindex tehat N (0.02) = 13,

Egy kis numerikus kisérlet:

ap + g =1-0.021739130| = 0.021739130>0.02, sét

3
appy + E =]-0.02] = 0.02, ami nem kisebb 0.02-nal, de viszont mar

aj3+ g =1-0.018518519| = 0.018518519 < 0.02, és még nagyobb indexekre az abszolut érték

még inkabb kisebb 0.02-nal. A példakban latott modszerrel mindig a legkisebb kiiszdbindexet kapjuk

3n+l _2
15. feladat: Szamitsuk kiaz a,, = i1 sorozat limeszét.
+

Megoldas: Ebben a feladatban a ¢” nevezetes sorozat két példanya is szerepel ¢ = 3és g = 2
valasztassal. A megadott tételbél tudjuk, hogy a limesz mindkét esetben plusz végtelen. igy a tort

+o0
szamlaldja és nevezlje is végtelenbe tart, a limesz T tipusu. Az ilyen tipusu limeszek

(e o]
kiszamolasakor, mint eddig is, legtdbbszor a kiemelés segit. Olyan mennyiségeket igyeksziink
kiemelni a szamlalobdl és a nevezdbdl kildn-kildn, hogy a kiemelés soran kapott masik tényezé

nullatol kuldnbdzé konstanshoz tartson, és ez a konstans a nevezében még nullatol kilonbézzon is.
El6sz6r picit atalakitjuk a,, képletét:

3y 3.3-2

=T T

Ezutan a szamlalébol kiemeliink 3"-t, a nevez6bél 2'-t, és néhany atalakitast is elvégziink:

3n+1_2 3.3"_2 3"(3—%)
= 2"+ 1 - 2"+1 :2"(1+i)
271

2 2
_3 35 :(3J”. 3-%

2 er o \2) 14l

2 Fa

3Y 3
A kapott szorzatban (Ej — oo, hiszen 7 > L A tort szamlaléja 3-ba tart, hiszen 3" — oo, ezért

3
7 — 0. Hasonldan a nevez6 2-hez tart, igy a tort 1 = 3-hoz, ami egy pozitiv szam, és tudjuk az
egyik tételiinkbdl, hogy egy plusz végtelenbe tartd és egy pozitiv konstanshoz tarté mennyiség
szorzata plusz végtelenbe tart, tehat

3]1+1_2
a,=————>
S |
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= "5
16. feladat: Szamitsuk ki az a,, = W sorozat limeszét.

— Megoldas: Az vilagos, hogy a nevezd tart plusz végtelenbe. Megvizsgaljuk a szamlalét. Mivel

L}

— 2n_5n:5n 2_:_1 :571(3)11_1

5 5
—_— latjuk, hogy a szorzat elsé tényezéje plusz végtelenbe, a masodik tényezéje —1-be tart, igy a szorzat
maga minusz végtelenbe. Tehat ismét a ;;oo tipussal van dolgunk. (Ha a szamlalébdl 2"-t emeltiink
oo
volna ki kicsit mas uton, de akkor is kijétt volna, hogy a minusz végtelenbe tart, érdemes kiprobaini.)
Ezutén a,-t a médszeriinkkel, kiemeléssel, atalakitjuk, figyelembe véve, hogy 10" = 2" - 5",
= o2
2]1 _ 5}’! 271 _ 5]1 5 (? - 1)
ay = 10" — 910 = on g _gl0 = e gl0 =
T
2 n
e
= ol0 °
2” - ?

—_— A kapott tort szamlaldja —1-be tart, a nevezdje plusz végtelenbe, igy a tort nullaba, a, — 0.

— 17. feladat: Szamitsuk ki az a, = \/n + 2 — \/n — 3 sorozat hatarértékét.

— Megoldas: Mindkét gydk alatti mennyiség, és igy mindkét gyokds mennyiség is plusz végtelenbe
tart, tehat a oo — oo tipusu hatarozatlan alakkal van dolgunk. Mivel ezt négyzetgy6kok kilonbsége
okozza, a gyoktelenitésnek nevezett eljaras segit a limesz kiszamolasaban. Ennek lIényege az
alabbi azonossag:

I A —B

— \/Z _ \/— - £

JA +B

— Ezt alkalmazva az A = n+ 2, B = n — 3 vélasztassal

I

— (}’l + 2) - (n - 3)

a,=vn+2 —-\Jn-3 = ————=-=
" Nn+2 +n-3
B 5
Jn+2 +n-3"

— Ezek az atalakitasok lehet6vé teszik a limesz meghatarozasat, hiszen az utolsé tért nevezéje
végtelenbe tart, igy a tort nullaba, a,, — 0.

—_ A szokott numerikus kisérlettel a;po0g = 0.0079057, ami aldtdmasztja az eredményiinket. Azt is
latjuk ebbdl, hogy a sorozat elég lassan tart nullahoz. Példaul az el6bbi feladatban szerepl6 sorozat
esetén mar a;g = —0.001, az a sorozat igen gyorsan tart nullaba.

f— 18. feladat: Szamitsuk kiaz a,, = \/n -n+2 - \/n + 2n — 1 sorozat hatarértékét.

—_— Megoldas: Ugyanazok miatt, mint az el6bb most is a 0 — o tipusu hatarozatlan alakkal van dolgunk.
A gyOktelenités modszerét hivjuk segitségil.

et 2 2

3 3 n“—n+2|-(n“+2n-1
a,,:\/n —n+2—\/n +2n-1-= > > =
\/n -n+2 +\/n +2n-1
_ -3n+3
\/nz—n+2 +\/n2+2n—1

s Az utolso tortben a szamlalé minusz végtelenbe, a nevezd plusz végtelenbe tart. A gydktelenités
nem oldott meg minden, mert hatarozatlan alakot kaptunk. Ha azonban kiemeliink a szamlalébdl és
a nevez6bdl n-et, a limesz kiszamolhatova valik:

I

L]
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3
o —3n+3 B ”(—3 * ;) B
n— - T T -
i —n+2 +n?van-1 \/n2(1_1+£2)+\/‘n2(1+3_i2)
n n n n
n(—3 + S) n(—3 + s)

T2 T 2 (2 2 1
nz\/l——+—2+ nz\/1+___2 n(\/1—1+%+\/1+g—%)
n n n n n n n n

3

342
= L .
1 2 2 1

— Az utolso tort szamlaloja —3-ba tart, a gyok alatti mennyiségek mindkettenl -be, igy a nevezé 2-be,
tehat
3
— an:\/nz—n+2—\/n2+2n—1 —>—§.
= n-1 .
19. feladat: Monoton-e az a,, = ol sorozat valamelyik értelemben?
n+
—_— Megoldas: Tajékozodasul kiszamoljuk a sorozat néhany tagjat. Példaul a; = 0, ayg = 0.481,
aygoo = 0.499. Ezek a szamok ndvekednek, és ez alapjan azt tételezziik fel, hogy a sorozat névé.
Tehat azt probaljuk meg bebizonyitani, hogy a,, < a,,, 1 teljesll minden n-re, vagy minden,
valamilyen kiisz6bszamnal nagyobb minden n-re. Mivel a,, , 1-et Ugy lehet kifejezni n-nel, hogy a
sorozatot definialé képletbe az n helyére n + l-et irunk, az a,, < a,,, 1 egyenlétlenség azt jelenti,
hogy
—_— n-1_ (+)-1 __n
2n+1" 2mn+1)+1 2n+3
— Itt az elején és a végén 4ll6 tértben mindkét nevezd pozitiv, keresztbe szorozva velik egyszer sem
fordul meg az egyenlétlenség iranya, igy azt kapjuk, hogy
—_— (n—1)(2n+3) <n(2n+1).
I
— Elvégezve a miveleteket, és egyszerisitéseket ebbdl kdvetkezik, hogy
— 2n°—2n+3n-3<2n“+n
-3<0.
— Az az egyenl6tlenség, hogy —3 < 0 minden n-re igaz, mert n-t6l fliggetleniil igaz. Ezért a sorozatunk
nové az els6 elemétdl kezdve.
L}
L] 1 . .
20. feladat: Monoton-e az a,, = , /1 + — sorozat valamelyik értelemben?
n
—_ Megoldas: Most példaul ajg = 1.049, aqqg ~ 1.005, a19gg ~ 1.0005. Ezek a szamok egyre kisebbek,
ezert arra gondolunk, hogy a sorozat csokkend, azaz a,, 2 a,,, 1. Ezt az egyenlétlenséget akarjuk
igazolni. Kiirva ezt n-nel
I [
= \/1 + 1 > \/ 1+ ! .
n n+1
—_ Mivel ~/4 a pozitiv A sz&m két négyzetgydke kézil a pozitivot jelenti, ez igy is irhato:
I
1 1
- \/ 1+= 2> \/ 1+ > 0.
n n+1l
I
— Ebbdl négyzetre emeléssel, és rendezéssel
L}
1
= 1+—2>1+ 1
n n+1
1,1
n n+1l
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— adodik. Mivel a nevezék ismét pozitivok, keresztbe szorzas utan ezt azt jelenti, hogy n + 1 > n,
. vagyis1 > 0. Ez egy ismét minden n-re igaz egyenlétlenség. Tehat a sorozatunk az elsé elemétdl
~ kezdve csékkend.
— II;I ” ” 7 7
— | Ellenorzo kerdesek
1l
[r— IIII
— il 9. kérdés: Mennyi az ¢ = 0.01-hez tartoté legkisebb kiiszébindex az
1l —
I a,= - sorozat esetén?
(f 1-2n
IIII
IIII
I
IIII
IIII
(f 77
IIII
IIII
[f 74
IIII
IIII
il 765
1l
IIII mehet
I'.l'.
IIII
= Illlll 1— 22n+2
I 10. kérdés: Mennyi az a, = g sorozat limesze?
I'.l'.
( 4
IIII
)
( |E-2
IIII
IIII
I 0
IIII
IIII
I'.l'. —©
Il mehet
I
IIII
IIII
I
L] I|I||I
IIII
I
IIII
IIII
I
IIII
|||I _ E
I'.l'. 23
IIII
I 1
| _=
) B3
I'.l'.
IIII i
I'.l'. 2
IIII i
I
IIII
— il
— I||| ¥ 1

I ‘~ 12. kérdés: Mennyi az q, = ————— sorozat hatarértéke?

Nn+2 —-Jn

1
i ok
1)

ff nem létezik

I 1010
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ek e f

Elméleti 6sszefoglalé

A hatarértékek pontos megfogalmazasahoz sziikségink lesz a kétoldali és a bal, illetve jobb oldali
pontozott kérnyezetek fogalmara. Ezekben a definiciékban ¢ alatt mindig egy pici pozitiv szamot kell
érteni.

Definicié: Legyen 6 > 0. Az a € R valds szam J sugari kérnyezete az (a — J, a + d) nyilt
intervallum.

Ennek tehat az a szam eleme, éppen az intervallum kozepe. Egy x szam pontosan akkor eleme a ¢
sugaru kérnyezetnek, hax — a| < .

Definicié: Legyen 6 > 0. Az a € R valds szdm J sugaru pontozott kérnyezete az
(@a=6d,a+0)\{a} =(a-9,a) v (a,a+d) nyilt haimaz.

A0 sugaru pontozott kdrnyezete kdrnyezetet tehat tigy kapjuk, hogy a é sugaru kérnyezetbdl
elhagyjuk az a szamot, igy az szétbomlik két, a bal és jobb oldalan 1évé intervallum unidjara. Egy x
szam pontosan akkor eleme a J sugaru pontozott kdrnyezetnek, ha 0 < |[x —a| < d.

Definicié: Legyen ¢ > 0. Aza € R valés szam bal oldali 6 sugaru pontozott kornyezete az
(a — 9, a) nyilt intervallum, jobb oldali 6 sugaru pontozott kérnyezete az (a, a + J) nyilt

intervallum.

Definicié: A —oo pontozott kérnyezetei a (—oo, a) tipusu nyilt intervallumok, a oo pontozott
kérnyezetei az (a, «) nyilt intervallumok.

Ezutan mar megfogalmazhaté a hatarérték definicioja.

Definicio: Az f fuggvény kétoldali hatarértéke az @ € R helyen L € R, ha minden ¢ > 0 szamhoz
van olyan ¢ > 0 szam, hogy a-nak  sugaru pontozott kdrnyezete része Drnek, és O<|x—a|l<o
esetén [ (x) — L| < &. Ezt Xlﬂ)’na/(x) = L fogja jeldIni.

v =f(x)
Lt+ep———————— —y=L+e¢
L

a— & a+é

A fenti abra az el6z6 definicié geometriai szemléltetése. Ez a definicié pontosan azt fejezi ki, hogy
[ (x) tetsz6legesen kozel lesz L-hez, ha x mar elég kézel van a-hoz.

Definicioé: Az f fuggvény jobb oldali hatarértéke aza € R helyen L € R, haminden¢ > 0
szamhoz van olyan 6 > 0 szam, hogy a-nak & sugaru jobb oldali pontozott kérnyezete része Dy

nek,és0 < |x—a|=x—a <desetén|f(x)—L| <e. Ezt xﬂ)nc}+f(x) = L fogja jeldIni.

Definicié: Az f fuggvény bal oldali hatarértéke aza € R helyen L € R, ha minden & > 0 szamhoz
van olyan § > 0 szam, hogy a-nak & sugaru bal oldali pontozott kdrnyezete része Dr-nek, és

0<px—al=—(x—a) <Jdesetén|f(x) — L| < &. Ezt xﬂ)n{%f(x) = L fogja jeloIni.

A kovetkezd hat definicié a véges helyen vett végtelen hatarértékekrél szal.
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Definicio: Az f fuggvény kétoldali hatarértéke az @ € R helyen o, ha tetsz6legesen nagy M > 0
szamhoz van olyan ¢ > 0 szam, hogy a-nak J sugaru pontozott kbrnyezete része Dynek, és

0 <|x—a| < desetén f(x) >M. Ezt )!E)na/ (x) = oo fogja jeldIni.

Definicioé: Az f figgvény jobb oldali hatarértéke az a € R helyen o, ha tetsz6legesen nagy M > 0
szamhoz van olyan J > 0 szam, hogy a-nak  sugart pontozott jobb oldali kérnyezete része Df-

nek, és 0 < [x —a| = x —a < desetén f(x) > M. Ezt xﬂ)rg+f(x) = oo fogja jeldIni.

Definicié: Az f fuggvény bal oldali hatarértéke az a € R helyen o, ha tetszélegesen nagy M > 0
szamhoz van olyan 6 > 0 szam, hogy a-nak § sugaru pontozott bal oldali kdrnyezete része Dr-nek,

és0<|x—al=—(x—a) < Jesetén f(x) >M. Ezt xir‘g_f(x) = oo fogja jeldIni.

Definicio: Az f fuggvény kétoldali hatarértéke az a € R helyen —o, ha tetszélegesen nagy M > 0
szamhoz van olyan ¢ > 0 szam, hogy a-nak dsugaru pontozott kérnyezete része Df-nek, és

0<|x—al<desetén f(x) <—M. Ezt )!H)nj(x) = —wo fogja jeléIni.

Definicié: Az f fuggvény jobb oldali hatarértéke az a € R helyen —o, ha tetszélegesen nagy
M > 0 szamhoz van olyan § > 0 szam, hogy a-nak J sugaru pontozott jobb oldali kérnyezete része
Drnek, és0 < [x—a| =x—a < J esetén f(x) <-M. Ezt xirL1+f(x) = —oo fogja jeldIni.

Definicio: Az f fuggvény bal oldali hatarértéke az a € R helyen —, ha tetszélegesen nagy M > 0

szamhoz van olyan ¢ > 0 szam, hogy a-nak  sugaru pontozott bal oldali kdrnyezete része Df—nek,
és0<|x—a|=—-(x—a) <Jesetén f(x) <—M. Ezt xﬂ)rgif(x) = —o fogja jeldIni.

A kovetkezd két definicié a végtelenben vett véges hatarértékrél szol.

Definicio: Az f figgvény co-ben vett hatarértéke az L € R szam, ha tetszéleges ¢ > 0 szdmhoz van
olyan a > 0 szém, hogy (a, ) = Dy és x > a esetén |f(x) — L| < &. Ennek jele Xlgnocf(x) =L

Definicioé: Az f figgvény —oo-ben vett hatarértéke az L € R szam, ha tetszéleges ¢ > 0 szamhoz
van olyan a > 0 szam, hogy (—0, —a) < Dy és x < —a esetén |f (x) — L| < &. Ennek jele xﬂ)rnaf(x) =L
Végul hatra van még a négy végtelenben vett végtelen hatarérték.

Definicio: Az f figgvény oo-ben vett hatarértéke a oo, ha tetszéleges M > 0 szdmhoz van olyan
a > 0szam, hogy (a,%) < Dy és x > a esetén f(x) > M. Ennek jele JLr)nmf(x) = o,

Definicié: Az f fliggvény co-ben vett hatarértéke a —o, ha tetszéleges M > 0 szamhoz van olyan
a > 0szam, hogy (a,) < Dy és x > a esetén f(x) <—-M. Ennek jele YIgnmf(x) = —o0,

Definicio: Az f figgvény —oo-ben vett hatarértéke a oo, ha tetszéleges M > 0 szamhoz van olyan
a > 0szam, hogy (—0, —a) < Dy és x < —a esetén f(x) > M. Ennek jele xin_ﬁmf(x) = o0,

Definicio: Az f fliggvény —oo-ben vett hatarértéke a —oo, ha tetszéleges M > 0 szamhoz van olyan
a > 0szam, hogy (-0, —a) < Dy és x < —a esetén f(x) <—M. Ennek jele Xirpmf(x) = —o0,

Az alabbi abrarol leolvashaté az abrazolt fliggvény esetén az imént definialt 15 fajta hatarérték kozul
hat. Melyik hat, és mennyi azok értéke?

A tovabbiakban persze az lesz a célunk, hogy minél tébb fliggvény mindenféle hatarértékét ki tudjuk
szamitani. Ehhez, mint majd latni fogjuk az elemi fliggvények hatarértékeit, a hatarértékekrol
sz0l6 tételeket és néhany nevezetes limeszt fogunk felhasznalni. Kezdjik a hatarérték tételekkel.

Egy bonyolult fliggvény az elemi fliggvényekbél épul fel a figgvénymiiveletek segitségével. Ezért
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fontos kideriteni, hogy mi a kapcsolat a fliggvénymiveletek és a hatarérték kozott. Ezeket a tételeket
hivjuk hatarértéktételeknek.

A véges hatarértékekre, tehat amikor a hatarértékek értéke véges, érvényes az alabbi tétel.

Tétel: Tegylk fel, hogy )!i_n)ﬁof(x) =Lés )!i_n)ﬁﬁ(x) =M.WL,MecR,ésa aza,a+,a—, o, —0

szimbdlumok egyike. Ekkor

a) lim(f(x) £g(x) =L+ M,

X—>a

b) lim (7 (x)g(x)) = LM,

X0

c) )!i_n)ﬁa(cf(x)) = c¢L, minden ¢ € R konstansra,

d) Iim(@J = L feltéve, hogy M = 0.
X—>0 g(x) M

Ha az el6forduld hatarértékek k6zott végtelen is van, joval bonyolultabb a helyzet. Bevezetiink egy
jelolést, amely segitségével, persze kicsit pontatlanul, ezek a tételek tomdren dsszefoglalhatdk. (A oo
mostanaig a plusz végtelent jelentette, igy lesz ez a tovabbiakban is, de az alabbi tételekben a
hangsuly kedvéért kiirjuk a + jelet.) A

[+oo]-[==]=[==0]

jelsorozat azt fogja jel6Ini, hogy ha egy fiiggvénynek valamelyik, (véges helyen vett kétoldali vagy

egyoldali, valamelyik végtelenben vett) hatarértéke +oo, egy masik figgvénynek ugyanott,
ugyanolyan tipusu hatarértéke —oo, akkor a szorzatuknak, szintén ugyanott, ugyanolyan tipusu
hatarértéke —co. Az alabbi formuldkban 4 € R, és ha A4 a nevezében all, akkor 4 = 0.

Tétel:
[Foo]+[4]=[+=]

[=]+[4]=[==],

[Fo]-[4]=[F] had>0,
‘=, ha 4 <0,
':, ha 4 >0,
[=o]-[4]=[+=0] ha4<0,

[+ |+ [+o0 |=[+o0],

[=o]+[=o]=[=0]
(oo ][] =[4=],
[zoo]—[4eo|=[=0]

[oo]-[foo]=[+=0]

[=oo]-[==] =[]
[+ ]-[=0]=[==]

[4]+[£=]=[0]
[E]+[d]-[Ea) had >0,
+:, haA4<0.

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson7.xml

Page 20 of 30

2018.09.14.



COEDU Page 21 of 30

— = =[+0], (a nevezé a pozitiv szamokon keresztiil tart nullahoz),

— + =[—o0], (a nevezd a negativ szamokon keresztiil tart nullahoz).

s A hatarérték segitségével megfogalmazhato a fliggvények egy nagyon elényds tulajdonsaga.

— Definicio: Tegylk fel, hogy az f fliggvény értelmezési tartomanya tartalmazza az a szam egy nyilt
kérnyezetét. Ekkor f folytonos a-ban, ha J@/(x) =f(a).

— Definicié: Tegyiik fel, hogy az f fliggvény értelmezési tartomanya tartalmaz egy [a, a + &)
szerkezetl intervallumot valamilyen ¢ > O-ra. Ekkor f jobbrél folytonos a-ban, ha
Jim £(x) =/ (a).

—_— Definicié: Tegytik fel, hogy az f figgvény értelmezési tartomanya tartalmaz egy (a — d, a]
szerkezet( intervallumot valamilyen J > O-ra. Ekkor /* balrél folytonos a-ban, ha xing_f(x) =f(a).

— Tétel: Ha pontosan akkor folytonos a-ban, ha balrdl is és jobbrdl is folytonos a-ban.

— Sokszor nagyon hasznos az alabbi tétel.

— Tétel: Ha a g figgvény folytonos L-ben, és limf(x) = L, akkor limg(f(x)) = g(L). Itt a helyett
allhat a + vagy a —is.

s Klléndsen hasznos, ha egy fliggvény egy intervallum minden pontjaban, a végpontokban a
megfeleld oldalrdl, folytonos, plane, ha az egész értelmezési tartomanyan folytonos.

s Szinte az 6sszes elemi fliggvény az egész értelmezési tartomanyan folytonos, a végpontokban
legalabb valamelyik oldalrél. Sét, a fliggvénymiiveletek altalaban nem rontjak el a folytonossagot,
pontosabban érvényes az alabbi tétel.

—_— Tétel: Tegylk fel, hogy az f és a g fiiggvények folytonosak a-ban. Ekkor

—_— a) az f+g fliggvény is folytonos a-ban,

—_— b) az fg fiiggvény is folytonos a-ban,

— c) a ¢f fuggvény is folytonos a-ban tetszéleges ¢ € R esetén,

— d) az ~ fiiggvény is folytonos a-ban, ha g(a) = 0.

g

— Tétel: Ha az f fliggveény folytonos a-ban, a g fliggvény folytonos f'(a)-ban, akkor a gof Gsszetett
fuggvény is folytonos a-ban.

— A folytonos fliggvények egy, szemléletesen magatol értetédd, tulajdonsagat fogalmazza meg a
kovetkezd kozépértéktétel.

—_— Tétel: Tegylik fel, hogy az f fuggvény folytonos az [a, b] zart intervallum minden pontjaban, a
végpontokban a megfelels oldalrol. Legyen az M szam f'(a) és f(b) kdzott egy tetszéleges érték,
azaz f(a) < M < f(b). Ekkor van legalabb egy ¢ € [a, b] szam, ugy, hogy f(c) = M.

— Mas szoval egy folytonos fliggvény két értéke kdzott minden értéket felvesz, a grafikonja
megszakitas nélkil 6sszekéti az (a, f (a)) koordinataju pontot a (b, f(b)) ponttal. A fenti tételt
szemlélteti az alabbi abra.

I

f— Vi Yi

mwmye-——-—— | mp-—————————— !
M I v = flx) I
I I
I M I
I I
fa) |-—- v =flx) : fla) |-— :
I I I I
1 l - 1 I -
0 a ch X 0 ac C; C b X
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Ismertetlink két nevezetes trigonometrikus hatarértéket.

Tétel:
. sin
a) lim Y 1
x—0 X
. 1-cos
b) lim Y-o
x—0 X

A legtobb fliggvény, amivel talalkozni fogunk olyan lesz, amelynek az értelmezési tartomanya véges
vagy végtelen hosszu intervallumok diszjunkt unidja. Mivel az értelmezési tartomany belsé pontjaban
ezek a flggvények folytonosak, csak az értelmezési tartomany szélein felvett hatarértékek az
érdekesek.

A limesz kiszamolasakor most is, hasonléan a szamsorozatokhoz, a

B

,%,0-J_roo,oo—oo,—oo—(—oo),lOO

I+

0

hatarozatlan alakok jelentenek gondot. Ki fog dertilni, hogy ezek nagyrészt ugyanolyan
atalakitasokkal kezelheték, mint amilyeneket a szamsorozatoknal lattunk.

Kulén vizsgalatot igényel az % tipusu limesz is.
Kidolgozott feladatok

21. feladat: Tekintsik az f'(x) =

—ox fuggveényt, és szamoljuk ki az 6sszes, nem trividlis

hatéarértékét.

Megoldas: Mostantol nem trivialis hatarérték alatt olyan hatarértéket értlink, amelyet nem lehet
kézvetlenul behelyettesitéssel kiszamolni. EI6szdr is megallapitjuk, hogy a figgvényiink értelmezési
tartomanya a Dy = (-, 2) U (2,:0) halmaz. Ez két végtelen hosszu intervallum uniéja. Két darabbol
' 1
all, igy négy "széle" van, és minden pontja belsé pont, a Dfegy nyilt halmaz. Azt is latjuk, hogy az —
X

elemi fiiggvény linearis transzformaltjaval van dolgunk. igy f mindeniitt folytonos, ahol értelmezve
van. Ezek miatt csak az alabbi limeszek az érdekesek:

Jim, 7 (), lim /), ling /() fim f (x).

_1

. 1
Minden mas hatarérték a helyettesitési érték, példaul lim f(x) = ———
x—0- 4-2-0
Ha a vizsgalt fliggvényrél j6 abrat tudunk késziteni, az a hatarértékek leolvasasat lehetévé teszi. De
fuggvények linearis transzformaltjanak abrazolasat mar ismerjuk. Ehhez érdemes elvégezni a

. 11
kovetkez atalakitast: f(x) = _E ——. Ezt felhasznalva az alabbi abra mutatja a fliggvénylnk

grafikonjat.
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4_
¥y

;l‘

——————
2 1 0 1 3
X

.24

4

Err6l mar kénnyen leolvassuk a kérdéses limeszeket. Mindegyiket a mar bemutatott kis numerikus
probaval érdemes demonstralni. Tehat

1 o) im0 lim —— = 0 d) lim——— =0,
2x x—2-

a) lim
x>0 g 4-2x ¥>2+4 - 2x ¥4 9y

1
22. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = —; fliggvény minden nem trividlis hatarértékét.
e

Megoldas: Most a fiilggvénylink az e* elemi fiiggvény reciproka. Az e™ abraja az alabbi:

Errdl is latjuk, hogy e™ soha nem nulla, ezért 1 mindeniitt értelmezett: De=R= (o0, ), ami

egyetlen darabbdl all6 nyilt halmaz, két széle van, a — és a . Csak az itt felvett hatarértékek a
nem trivialis limeszek, hiszen f" mindendtt folytonos.

.1 .
a) lim — = oo, hiszen e” abrajardl latjuk, hogy lim e* = 0, raadasul a nulldhoz a pozitiv
X—>=0, X—>—00

. . 1
szamokon keresztiil kozeledik e™, ha x tart —oo-be. igy az xgmw7 hatarértékben az egyet egyre
e

kisebb pozitiv szammal osztjuk, ezért plusz végtelen ez a limesz. (A keretezett képleteket tartalmazd
tétel utolsé elétti sora.)

b) xlgnooe—x =0, hiszen e” abrajardl latjuk, hogy xlgnwex =, ésigy a xgmw? hatarérték 0. (A

keretezett képleteket tartalmazo tétel alulrdl 6t6dik sora.)
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1
23. feladat: Szamoljuk ki az f'(x) = e~ fuggvény minden nem trivialis hatarértékét.

Megoldas: Fliggvényiink egyedil a nulldban nincs értelmezve, az értelmezési tartomany a
D= (=0, 0) U (0,00) két darabbol allé nyilt halmaz, aminek négy széle van. Mivel f* mindentitt

folytonos, ahol értelmezve van, csak ez a négy limesz a kérdéses.

1
Az f fiiggvény az — elemi fliggvénynek, mint belsd fliggvénynek, és az e szintén elemi
X

fuggvénynek, mint kilsé fuggvénynek a kompozicidja. Ezek abraja van az alabbi abran.

. 1 1
a) Kezdjunk a xl_l)njwex limesszel. Az — bal oldalon 1év6 abrajardl latszik, hogy ha x tart —co-be,
X

1
akkor — a negativ szamokon keresztul tart nullaba. A jobb oldali abrardél leolvashaté, hogy ha az
X
exponencialis fiiggvény argumentuma balrél kdzeledik nullahoz, akkor e™ egyhez tart, (az mar nem

. 1
fontos, hogy alulrl). Ezek miatt _lim e¥ = 1
X—>—00

. 1
b) A ||r6| eX limesz esetén a gondolatmenet a kévetkezd: ha x tart nullaba a negativ szamokon
x—>U-—

1
keresztiil, akkor — a —oo-be tart. Ha az exponencialis fliggvény argumentuma —co-be tart, akkor e*
X

. 1
tart nullahoz, igy lim e* =0.
x—>0-

. 1 1
c)A ||r8 eX limesz esetén, ha x a pozitiv szamokon keresztll nulldba tart, akkor — a co-be tart. Ha
x—>0+ X

.1
pedig az exponencialis fliggvény argumentuma co-be tart, akkor e is tart co-be, ezért ||n8 eX = oo,
x>0+

o1 1
d) Végil a xlinooex hatarérték esetén, amennyiben x-tart co-be, akkor — a pozitiv szamokon keresztil
X
tart nullaba. Ha az exponencialis fliggvény argumentuma jobbrdl kézeledik nullahoz, akkor e*

egyhez tart. Ezért JmﬁweY =1
24. feladat: Szamoljuk ki a_lim (~2v%+x? + 3x+ 2) limeszt.

Megoldas: Ez egy hatarozatlan alaku limesz, mert a polinomunk k6zépsé két tagja ellenkez6 el6jell
végtelenbe tart. Ugyanugy, mint sorozatok esetén, a legnagyobb kitevéji x hatvany kiemelése a
megoldas kulcsa.

X

() 1.3 2
:ximw(x)'x'_'lﬂw(—“;Jf—sz—s]

X X

lim (—2x3+x2+3x+2): lim [x3(—2+1+%+%ﬁ—
X—>—00 X—>—0o0| x X

A szorzat elsé tényez6jében allo limesz —oo, a masodik tényezében 1évé —2, ezért (mivel tudjuk,

hogy [=0]-[ -2 ] =[F])

xﬂ)rnw(—sz +x%+3x+ 2) = o,
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Kénnyen végiggondolhatjuk, hogy minden polinomnak mindkét végtelenben valamelyik végtelen a
limesze, a fenti mdédszer minden esetben célhoz vezet.

2
. x“+2x-1
25. feladat: Szamoljuk ki a lim ——— =~ hatarértéket.

D00y +1)% — 4x?

+
Megoldas: Az elébbi megjegyzésbél is vilagos, hogy a ;ﬁ hatarozatlan alakkal van dolgunk. A
oo

megoldas kulcsa ismét ugyanaz, mint a sorozatok kérében mar latott hasonlé feladatnal:
szamlalobdl és nevezdbdl is kiemeljik a levezd legnagyobb kitevéjli x hatvanyat. El6szor persze a
nevezében elvégezzik a négyzetre emelést és a kivonast.

- i ST o et
DR x4 12— 4x? 0P APy ly 4+ 1 — 4x?

1
—x2+2x—l . x(—x+2—;)

Itt @ szamlal6 —oo-be tart, (=0 |+[ 2]-[ 0] =[=0)), a nevezé 4 + 0 = 4-be, tehat

24 2x-1
Mo T2 12~
TR (2x+ 1) —4x

felhasznalva, hogy =4 ]=[=o]

2
. +2x-1
26. feladat: Szamoljuk ki a lim —— =~ hatarértéket.
x>1-2x“4+3x -5

Megoldas: Kulén-kulén a szamlalé és a nevezd is mindenutt folytonos fliggvényeket, a véges 1
helyen vett két- és egyoldali limeszeik is a helyettesitési értékek. Ezért a szamlal6 2-be, a nevezd

nullaba tart, az% problémas esettel van dolgunk. (% =2 %)

llyenkor az a déntd, hogy a nevezé hogyan tart nullaba. Ezt legegyszeriibben a nevezé

5
grafikonjanak felrajzolasaval tisztazhatjuk. Ez most kdnny(, mert a nevezd két gyoke _E ésl,a

grafikonja felfelé nyilo parabola, amely atmegy a gyokokon. Az abraja alabb lathato.

Errdl latjuk, hogy ha x tart azl -be balrdl, akkor a nevez6 a negativ szamokon keresztil tart nullaba.
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Ezek alapjan, felhasznalva a + = tételt,

242-1
x>1-2y2 1 3y -5

2
. +2x—1
Kénnyen meggondolhatjuk, hogy a jobb oldali limesz o, azaz lim x2— =00
¥=>1+2x% 4+ 3x -5

2

. +2x—-1

A kétoldali lim a > hatarérték pedig nem létezik, amirél egy kis numerikus kisérlettel meg
x2>12x+3x -5

is gy6z6dhetiink. (Kiszamolva a tort értékét példaul x = 0.999 és x = 1.00001 esetén, két nagyon

kiilénb6z6 értéket kapunk.)

A fenti abra két fuggvényt mutat, amelyeknek a nulldban nem létezik a kétoldali limesze, a masodik,
oszcillalé fuggvénynek még az egyoldali limeszei sem léteznek.

%4 x+6
27. feladat: Szamoljuk ki a lim —5— > hatdrértéket.
X2 x“+2x-8

0
Megoldas: Kettében a szamlalé és a nevezd helyettesitési értéke is nulla, a 6 hatarozatlan alakkal
van dolgunk. llyen esetben a masodfoku polinomok gyoktényezés felbontasa segit. A szamlalo
3 3
gyokei ) és 2, ezért gyoktényez6s felbontasa 2% +x+6= —Z(x + E)(x —2). A nevezd gyokei

—4 és 2, az 6 gyoktényezds felbontasa 2 +2x-8= (x +4)(x - 2). Igy a tortiinket egyszerisiteni
tudjuk x — 2-vel, ami utan a limesz mar leolvashatéva valik. Tehat

3
i —2x2+x+6 . —2(x+ E)(x—Z)
m = =
x—>2 x2+2x_8 x—2 (x+4)(x—2)
3 7
—2(x+—) 2.L
—im— 2l "2 T
x>2 x+4 6 6

4—-x,hax<?2,

Vx-1+1,2<x

28. feladat: Tekintslik az f(x) = { figgveényt. Létezik-e a “anf(x) hatarérték, és
X

ha igen, akkor mennyi az értéke?

Megoldas: Latjuk, hogy a 2 jobb és bal oldalan mas formula definialja fet. llyenkor ugy jarhatunk

el, hogy kiszamoljuk 2-ben az egyoldali limeszeket. Ha azok léteznek és egyenldk, akkor létezik a
kétoldali limesz is, és a k6zds értékkel egyenlé. De most az egyoldali limeszek egyszeriiek:

o /)= iy (-9 =2
0 i /)= iy =T 12

Ezekbél mar kévetkezik, hogy Ii_n)”l zf ) =2
X
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—x2+x+2, hax <0,

29. feladat: Tekintslik az f(x) = 1, hax=0, figgveényt. Létezik-e a IiL‘nJ(x)
X
e*+cosx+1,ha0<x

hatarérték, és ha igen, akkor mennyi az értéke?
Megoldas: Ismét az egyoldali limeszekkel kezdiink.
. i . 2 _
a) lim /(x) = xl_l)rgi( x +x+2) 2.
lim = lim (" + +1) =
b) xa0+f(x) xa0+(e cosx+1)=3

Kilon-kilon létezik a bal és a jobb oldali hatarérték, de nem egyenlék, igy a kétoldali I@J(x) limesz
X

nem létezik.
. JA—x-2
30. feladat: Szamoljuk ki a | @0796 hatarérteket.
X X

. o ars - . . o, .
Megoldas: A szamlalé és a nevezé is nullahoz tart nullaban, a 6 hatarozatlan alakkal van dolgunk.

Es mivel a szamlaléban 1év6 gydkok kiildnbsége (/4 —x — \/Z) is szerepet jatszik ebben, ismét a
sorozatokhoz hasonléan, gyodktelenitjik a szamlalot. Ezt kdvetden egyszerisités utan a limesz
megallapithaté.

x—0 X x—0 X
:“m(\/4 x —VA) (A —x +/4) — lim (4-x)-4
x—0 x(v4 - x+\/—) x%ox(«/4 x+\/—)
1
v—>0x(J4 x+\/—) x—>0J4 x+\/_ 4

31. feladat: Szamoljuk ki a lim NOZX =2 | iarértéket.

-1J10-x -3

Megoldas: Ismét nullahoz tart a szamlalo és a nevezd is, de most a a gyokok kiildnbsége a
. . 0 .
szamlaldban és a nevezében is hozzajarul a a hatarozatlan alak kialakulasahoz. Ezért

gyOoktelenitjlik a szamlalét és a nevezét is. Elvégezve és a kinalkozo egyszerUsitéseket

(5=x - VD)(/5=x +VA)

lim-2=*~2 _ jim 5—x-V4 = lim 5—x+4
xel\/lo X — 3 x—>1J10—x — /9 V0 < V90 1 9)
10-x ++/9
G-x)-4
i BV _ i mw’ GYI0-x+3 _6_3
x—1_(10-x)-9 x—1 x—>11/5 x+2 4 2
10-x ++/9 107x+\@
32. feladat: Szamoljuk ki a 1im %) patarerteket.
x—0 Sx

. L 0. R - . ) . sinx
Megoldas: El6szor is a limesz 6 tipusu, és a tort szerkezetérdl esziinkbe jut a IlmO =1
xX—> X

nevezetes limesz. Atalakitjuk Ggy a tértiinket, hogy ez felnasznalhato legyen,

sin(3x) _ 3. sin(3x)

lim lim
x—0 5x 5X—)0 3x
. sin(3x) . . . " .
Ha a I@og— limeszben elvégezzlk a 3x = uhelyettesitést, akkor, mivel 3x — 0 pontosan akkor
x X
. sin(3 . sin

igaz, hau — 0, azt kapjuk, hogy lim ﬁ = lim 2% = 1 Ezt felhasznalva tehat a

x—0 3x u—0 u

sin(Bx) _ 3. sinu_ 3

végeredmény lim .
x—0 5x 5 u—0 u 5
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33. feladat: Szamoljuk ki a lim -S) hatarerteket.
x—05sin(3x)
. S . o, . i sinx )
Megoldas: Az vilagos, hogy a limesz 6 tipusu. Felhasznalva, hogy tgx = kapjuk, hogy
CoSx
sin(4x) )
m 1g(4x) = lim Lo _ i 1 sin(4x) _
x>0sin(3x)  *—>0sin(3x) x—>0cos(4x) sin(3x)

 lim ) sin(4x)
x—>0cos(4x) *—0sin(3x)

. 1 . sin(4
De itt, mivel a cos x fliggvény minden(itt folytonos lim =——=1igyeléga lim M
x—>0cos(4x) cosO x—05sin(3x)

hatarértéket kiszamolni. Ezt a tortet is at fogjuk alakitani, ugy, hogy a fenti nevezetes limesz

felhasznalhat6 legyen.

IimM: Iim[sin(4x) - 1 j:

x—>0sin(3x) x—0 sin(3x)
=“m£4xsin(4x) 3x i}“m[isin@x) 3 Jz
x>0 4x  sin(3x) 3x ) x>03 4x sin(3x)

4 . sin(4x) . 3x
=—lim - lim — .
3x-0 4x  x—0sin(3x)

Most mar, az el6z6 feladatban latott helyettesitést alkalmazva latjuk, hogy itt mindkét limesz eggyel
egyenléd, ezért

x-0sin(3y) 3

34, feladat: Szamoljuk ki a lim 2= % hatarértéket
x—0 2x

0
Megoldas: Ebben a 0 tipusu limeszben a szamlaléban gyokok kiildnbsége all, ezért gyoktelenitiink,

és atalakitas utan a masodiknak emlitett nevezetes trigonometrikus limesz felhasznalhato.

lim 1-.Cosx lim (1-cosx)(1+ Jcosx)
x—0 2x x—0 2x(1+ /C0SX)

— lim l-cosx lim 1 “l-cosx ) _
x>02x(1+./cosx) x>0 2(1+ /coSx) X
. 1-cosx
= lim - lim
x—>02(1+m) x—0 x

Lo
4

sin(2x)(1 — cosx)
2

35. feladat: Szamoljuk ki a lim hatarértéket.
x—0

0
Megoldas: Ebben a 6 tipusu limeszben mindkét emlitett nevezetes trigonometrikus limesz

felbukkan alkalmas atalakitasok utan.

lim S|n(2x)(12— cosx) _ Iimo(sm(Zx) . 1—c05x) _
x—0 X X—> X X
_ Iim(z- sin(2x) 1—005xj:2_"m5|n(2x) lim 1-cosx _2.1.0-0
x—0 2x X 2x -0  x

x—0

| Ellendrzé kérdések
1 7 _x2 + 1
m

lim ——X*1 hatarértek?
X0+ x+2

13. kérdés: Mennyi a
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N

—00

mehet

— (e 2
ey s b | B
I - . kérdés: Mennyi a I@lh hatarérték?
x ¢ +x—

If mehet

x—-4

/Bl “~ 15. kérdés: Mennyi a lim hatarérték?
X

=>4+ /x -2

] mehet

7 o : . sin“x S
Il . kérdés: Mennyi a |im hatarérték?
x—>0- x

{ %

] Il —
— 1 S 2
o . .. COSx—COS“x o
,, ~  17. kérdés: Mennyi a I[)no; hatarérték?
X

X
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nem létezik

mehet
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