COEDU

Tanulasi cél: a legfontosabb fliggvénytulajdonsagok attekintése, az elemi fliggvények ezen
tulajdonsagok alapjan valo jellemzése, az arkuszfiiggvények megismerése.

Elméleti 6sszefoglalo

A kovetkezd részben felsoroljuk azokat a fogalmakat, amelyeket a fiiggvények vizsgalata soran a
leggyakrabban hasznalunk.

Definicio: Az f fiiggvénynek az x( helyen globalis maximuma van, ha az értelmezési tartomanyba
es6 minden x esetén f(x) Sf(xo) (1. abra).

Globalis maximum definicidja

Slaxa)

f(x)

1. abra

Definicié: Az f fliggvénynek az xq helyen globalis minimuma van, ha az értelmezési tartomanyba
es6 minden x esetén f(x) Zf(xo) (2. abra).

Globalis minimum definiciéja

J(x) -

Ty T

2. abra

Definicié: Az f(xo) globalis maximumot és globalis minimumot globalis szélséértéknek, az x,
helyet pedig globalis szélsé6értékhelynek nevezzik. Ha az f(xo) csak az xq hely valamely

kérnyezetében maximalis, illetve minimalis, akkor lokalis maximumrdl, illetve lokalis minimumrol
beszélink, xq pedig lokalis maximumhely, illetve lokéalis minimumhely, kézés néven lokalis

szélsbértékhely (3. abra).

Példa lokalis és globalis széls6értékekre
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— X3, X4 lokalis minimumhely
X1, X3, X5 lokalis maximumhely
x5 globalis maximumhely
X4 globalis minimumhely
— Definicié: Az f fliggvény monoton né az (a, b) Dy intervallumon, ha minden x;, x, € (a,b) és
X, < xp esetén teljesll, hogy f(xl) Sf(xz) (4. abra).
I
—_— Monoton novekvo fliggvény definicidja
u
f(b)
Jla2)
flan)
fla)
@ I €2 b T
4. dbra
— Definicié: Az f fliggvény monoton csékken az (a, b) — Dy intervallumon, ha minden x;, x, € (a,b)
és x < x; esetén teljesl, hogy f(xl) Zf(xz) (5. abra).
I
— Monoton csokkenoé fiiggvény definicioja
y
Fla) g ---
S oo
flaa) T
J(0) 3=
5. abra
— Tehat a monoton névekedés (és monoton csdkkenés) definicidéja megengedi, hogy a figgvény
grafikonjaban legyenek olyan szakaszok, ahol azok parhuzamosak az x tengellyel (tehat
konstansok).
— Definicié: Hasonléképp fogalmazhatéak meg a fliggvények szigori monotonitasara vonatkoz6
definiciok is. Az f fliggvény szigorian monoton né az (a,b) — Df intervallumon, ha minden
X, xp € (a, b) és x < x, esetén teljesul, hogy f(xl) <f(x2) (6. abra).
— Definicié: Az f figgvény szigortian monoton csdkken az (a, b) Df intervallumon, ha minden
X, Xp € (a, b) és x < x, esetén teljesil, hogy f(xl) >f(x2) (7. abra).
L} M , P
— Szigorian monoton novo

fiiggvény definiciéja
b
J(b)
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Szigoriian monoton csokkend fiiggvény

definicidja
u
fa)g---
fzr) peeeees 'E
] e
F O R \
(: ) o] ; £

Definicio: Az f fuggvényt paros fliggvénynek nevezziik, ha minden x € Df esetén —x is az
értelmezési tartomanyban van és f(—x) = f(x) (8. abra).

Definicio: Az f fuggvényt paratlan fliggvénynek nevezziik, ha minden x € Df esetén —xis az
értelmezési tartomanyban van és f(—x) = —f(x) (9. abra).

Paros fiiggvény

Paratlan fiiggvény

Tl B

f(=z) = - f(z)
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9. abra
— Megjegyzés: A paros fliggvény gorbéje az y tengelyre, a paratlan fliggvény gorbéje az origéra
szimmetrikus. Az x" (ahol n paros), cosx fliggvények parosak, az x” (ahol n paratlan),
. 1 .
sinx, —, tgx, arcsinx, arctgx figgvények paratlanok. A tébbi elemi fliggvény se nem paros, se nem
X
paratlan.

—_— Definici6: Minden olyan x érték, amelyre az f* fliggvény helyettesitési értéke 0, azaz f(x) =0, az f
fliggvény zérushelye. Azaz a zérushely az f flggvény x tengellyel valé metszéspontja(i)t adja
meg.

— Elemi fliggvények

I

L]

L}

L]

v
b
£

_— f(x) =mx+b,ahol b az y tengellyel valo metszéspont, m a meredekség

— ha m > 0, akkor szigorian monoton né
ha m < 0, akkor szigoriian monoton cstkken

— D/=R

= R=R

L}

— nincs globalis szélséérték

I

L]

L}

L]

¥
o

—_— f(x)=x", n péros pozitiv egész

— D=R

= Ry=R

—_— szigortian monoton csdkken x € (—oo, 0] tartomanyon

szigoruan monoton né x € [0,00) tartomanyon
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— globalis minimum helye x = 0, értéke y = 0
s paros fuggvény
I
—_—
|
L] y
K

—_— f(x) =x", n paratlan pozitiv egész
— Dy=R
= Rf: R
— szigortian monoton né R-en
s nincs globalis szélsdérteke
— paratlan fliggvény
|
—_—
I
—_—

¥

&I

— f(x) =X, n paros pozitiv egész
— Dy=[0:0)
— Ry=[0,0)
e szigoruan monoton né az értelmezési tartomanyon
— globalis minimum helye x = 0, értéke y =0
I
—_—
|
L]
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L} 1
— /() =—=;, n paratlan pozitiv egész
X
= Dy=R\{0}
= Rp=R\{0}
—_— szigortian monoton csdkken a (—oo, 0) és a (0,0) tartomanyokon
I
— nincs globalis szélséértéke
L}
— paratlan fliggvény
I
L]
L}
L]
v
a>1
/ 1
o
—_— f)=a",a>1
— D=R
— sz (0,0)
— szigortian monoton né R-en
L}
— nincs globalis szélséértéke
—_— Fontos kiemelni az e alapu exponencialis fliggvényt (mas néven természetes alapu exponencialis
figgvény), ahol e egy irracionalis szam, melynek értéke 2,7182818284..., jeldlése: e”.
L}
L]
L}
L]
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.’J’

D<a<l

'\

—_ fx)=a"0<a<1

— D=R

— Ry= (0,:0)

— szigorian monoton csdkken R-en

I

— nincs globalis szélséértéke

s Példa: radioaktiv elemek felezési ideje exponencialis figgvényt kdvet, a Fold Iégkérében a nyomas
a magassag fuggvényében exponencialisan csékken

L}

L]

I

o> 1
1 x

— fx)=logx,a>1

— Dy=(0,)

= R=R

— . - g z Yo -

— szigorian monoton né az értelmezési tartomanyon

I

— nincs globalis szélséértéke

s Fontos kiemelni a természetes logaritmus fliggvényt (mas néven e alapu logaritmus fliggvény), ahol
a logaritmus alapja az exponencialis fliggvénynél mar latott e irracionalis szam. Jellése: Inx (mas
jeloléssel log x)

I

L]

L}

L]
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D<a<l

— f)=logx,0<a<1
= Dy=(00)
— Ry=R
I
— szigorian monoton csokken az értelmezési tartomanyon
L}
— nincs globalis szélséértéke
I
L]
L}
L] .ff
1
_ T N =

‘ 0]

2 ~1 2
— S (x) =sinx
—_— De=R
= Ry=[-11]
f— szigorian monoton né a [_E E} + k27 tartomanyokon, k € Z
— n 3m
- szigortian monoton csdkken a [E 7} + k27 tartomanyokon, k € Z
— periodikus 27 szerint
L} T
— globalis maximum helye x = 3 + 2kr, értéke y =1
e A 3z -

globalis minimum helye x = > + 2kr, értéke y = -1

L}
— paratlan fliggvény
I
— Példa: harmonikus rezgémozgas kitérés-id6 grafikonja szinusz fliggvény
L}
L]
I
L]
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u

{
<

S (x) = cosx

Dr=R

Re=1[-1,1]

szigoruan monoton né a [x, 27] + k27 tartomanyokon, k € Z
szigortian monoton csokken a [0,7] + k27 tartomanyokon, k € Z
periodikus 27 szerint

globalis maximum helye x = 0 + 2kx, értéke y = 1

globalis minimum helye x = 7 + 2kr, értéke y = -1

paros fuggvény

Példa: harmonikus rezgémozgas sebesség-idé grafikonja koszinusz fliggvény

bal =

L]

szigorian monoton né az értelmezési tartomanyon

periodikus 7 szerint

paratlan fliggvény

A trigonometrikus fliggvények periodikusak, ezért a teljes értelmezési tartomanyon nem
invertalhatéak. Azonban a szigorian monoton intervallumokon invertalhatéak. Az ilyen médon kapott
inverz figgvényeket arkuszfiiggvényeknek (vagy ciklometrikus fliggvényeknek) nevezzik. Nézzik
a trigonometrikus fliggvények értelmezési tartomanyanak leszikitését és invertalasat abrak

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson6.xml 2018.09.14.



COEDU

segitségével (10-12. abra). (Erdemes megfigyelni, hogy az arkuszfiiggvények a trigonometrikus
fliggvények lesziikitésébdl az y = x tengelyre valé tiikrozéssel megkaphatéak. Emlékeztet6 a
Fliggvénytani alapismeretek cim{ leckében az inverz fogalmanak bevezetésekor.)

Arcsinx fiiggvény szarmaztatasa a sinx fiiggvénybél

v
&
"
Y = arcsing«
. L
e ks T o
2 7 =aimc:=€[—— =
- L] {] 3' 73
T T i
2 -1 o
P z
b5 2
-I, Dbt -l
B2 - = y=sint,reR
s 2
&

]

y = cosz,x € [0, 7]

i L
: P |- py=Ilgr,xeR
1 o i
444444444 et B
: . L. ¥ = arclgr
—— 1 -
i 2 ¢ 2
T T
1 - 4| €
. — %
- e P A G S — e
1 |
o i
” 1 1
" 1 |
td 1 |
b2 i i
"
& y=x
"

Tekintsuk at tulajdonsagaikat.

Arkuszszinusz fiiggvény
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LT |

I

— f(x) = arcsinx
= Dr=[-1,1]
— Roe [_z z}
7122
—_— (Erdemes megfigyelni az arcsinx fliggvény értelmezési tartomanya, értékkészlete és a sinx fliggvény
értelmezési tartomanya és értékkészlete kozotti 6sszefliggést. Emlékeztetd a Fliiggvénytani
alapismeretek cimi leckében.)
— szigoruan monoton né az értelmezési tartomanyon
—_— A A T
— globalis minimum helye x = -1, értéke y = _E
—_— - . A T
— globalis maximum helye x = 1, értéke y = E
L} . -
— paratlan fliggvény
I
L]
L}
L]
u
3
I I
— f(x) = arccosx
= Dy=[-1,1]
= Ry=[0,2]
— (Erdemes megfigyelni az arccosx fiiggvény értelmezési tartomanya, értékkészlete és a cosx
fuggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete kozotti 6sszefliggést. Emlékeztets a
Flggvénytani alapismeretek cimi leckében.)
— szigoruan monoton csdkken az értelmezési tartomanyon
— globalis minimum helye x = 1, értéke y =0
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— globalis maximum helye x = —1, értéke y =7

L}

L]

I

L] -

o E
£
___________________ [

— f(x) = arctgx

— D=R

L} T

L]

Re=|——, =
! ( 2 2)

—_— (Erdemes megfigyelni az arctgx fliggvény értelmezési tartomanya, értékkészlete és a tgx fiiggvény
értelmezési tartomanya és értékkészlete k6zotti 6sszefliggést. Emlékezteté a Fliggvénytani
alapismeretek cimi leckében.)

I

— szigorian monoton né az értelmezési tartomanyon

I

— nincs globalis szélséértéke

L} -

— paratlan fliggvény

— Definicié: Az aszimptota egy olyan gorbe, tdbbnyire egyenes, amelyet egy fliggvény grafikonja
tetsz6legesen megkdzelit (hozzasimul), de soha el nem éri.

— Példaul: Az f'(x) = log x fiiggvénynek fiiggbleges aszimptotaja a x = 0 egyenletli egyenes (13.
abra).

L}

— Logaritmus fiiggvény fiiggdleges aszimptotaja

¥
|
f f(x) =logsx a>1
1
1
|
1 £I
: flzy=logx D<a<l
1

13. abra

—_ Az f(x) = a* figgvénynek vizszintes aszimptotaja az y = 0 egyenlet(i egyenes (14. abra).

I

L]

Exponencialis fliggvény vizszintes aszimptotaja

fla)=a" a>1
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fle)=a" a>1

— i Az f(x) = = fuggvénynek két aszimptotaja van, a fligg6leges x = 0-ban, a vizszintes aszimptota
; X
- y=0ban (15. abra).
— i
— i Tort fliggvény aszimptotai
— i T
— . Az f(x) = tgx figgvénynek végtelen sok fiiggéleges aszimptotdja van az x = 3 +kr, ke Z
pontokban (16. abra).
I i
— i Tangens fiiggvény fiiggoleges aszimptotai
i : : u : L
§ i ' I ;
i : ' ! ' f(r) = tgr
i i ] (] [
! i ] i L
§ i ' | i
; : : : :
; | ' | j
| i ] i |
. | _T Ll 3. =
Nk 2 2| 7|
; | ' : |
! ] ] i i
i i I |
; : : ! :
; | ' | )
— LAz f(x) = arctgx fliggvénynek keét vizszintes aszimptotaja van y = —E ésy= ?ben (17. abra).
— i
— , Arkusztangens fiiggvény vizszintes aszimptotai
] yt ®
i 2
i Jlx) = arctgr
| z
i %
] e el hsinstitieieis
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LT
vl 3

17. abra

Kidolgozott feladatok
1. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = arcsin(2x — 5) fliggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Az arcsin(x) figgvény értelmezési tartomanya a[-1, 1] intervallum, tehat az
argumentumra a feltétel

-1<2x-5<1

Megoldjuk ezt a kettés egyenlbtlenséget. Az ezekre vonatkoz6 ekvivalens atalakitasi lehetéségek
hasonléak az egyenlétlenségekre vonatkozokhoz. Szabad példaul minden "oldalhoz" hozzaadni
ugyanazt a szamot. Otét hozzaadva minden "oldalhoz" azt kapjuk, hogy

4<2x<6.

Kettével végigosztva
2<x<3

igy tehat

De= [2,3]

3x-4

2. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = arccos( )fl’jggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Most is az a feltétel, hogy

Ekvivalens atalakitasokat végezve kapjuk, hogy

—2<3x-4<2,

igy végiil

2
De=|—, 2|
= 2. 2]

(2
3. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = arcsm(—lj fliggvény értelmezési tartomanyat.
X—

Megoldas: Két kikotést kell tenniink, egyrészt a nevez®, masrészt az arcsin miatt. Az osztas miatt a
nevezbbenx—-1#0 = x=1

Az arcsin miatti feltétel az, hogy

2
x—-1

-1< <1

Mivel a nevez6 nem allandé eléjell, két esetet kell vizsgalni, ha pozitiv és ha negativ. (A nullat mar
kizartuk.)
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Ha x — 1 < 0, vagyis x < 1, akkor a nevezével

L ) " beszorozva az eredeti kettés egyenlétlenség azzal
nevezével beszorozva az eredeti kettdés . p

—(x — >2> v
egyenlétlenség azzal ekvivalens, hogy ekY|vaIens, hogy -(x—1)222x-1 (Ha n'fegatw’
—(x-1)<2<x-1 szammal szorzunk megfordulnak az egyenlétlenségek
T iranyai.)

Ennek megoldashalmazat jeldlje H;. Ennek megoldashalmazat jeldlie /.

Ha x—1 > 0, vagyis x > 1, akkor a

Ennek a két halmaznak az unidja adja l}-et.
Df: I‘[l ) H2

Foglalkozzunk elészér Hy meghatarozasaval.
Ekkor, az x > 1feltételen tul, annak kell teljesilni, hogy
—x+1<2,

azaz x > -1,

és

2<x-1

azazx > 3.

Ez a harom egyenl6tlenség egyszerre teljesll, ha x > 3, tehat

H; =3, ).

Ezt mutatja az alabbi abra.

} _ H,

H, esetén, az x < 1 feltételen tul, annak kell teljestilni, hogy
—x+12>2,

azaz x < -1,

és

2>x-1

azazx < 3.

Ez a harom egyenl6tlenség egyszerre teljesll, ha x < —1, tehat

H2 = (—OO, - 1)

Grafikusan mindez.

% H,

Ezek alapjan végul

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson6.xml 2018.09.14.



COEDU Page 16 of 35

— Dy=H U Hy = (-0, -1] U [3, ).
— Az uni6 grafikus el6allitasat mutatja az alabbi abra.
L}
L]
- H,
1] 3
} Ha
1 0
} Hy U H;
1 0 3
—_— arcsin(3x) — 4
f— 4, feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = % fliggvény inverzét.
— Megoldas: Mivel az arcsinx fliggvény szigordan monoton fliggvény az értelmezési tartomanyan, igy
van inverz fuggvénye. Rendezzik a kdvetkezd egyenletet x-re.
— _arcsin(3x) — 4
2
—_— 2y = arcsin(3x) — 4
—_— 2y +4 = arcsin(3x)
— Mindkét oldalnak vesszilk a szinuszat:
— sin(2y + 4) = sin(arcsin(3x)).
e Mivel az inverz fliggvény inverzét vessziik a jobb oldalon, igy a jobb oldal:
—_— sin(2y + 4) = 3x,
—_— sin(2y + 4
— amibs M@ 4 _
— Felcserélve a valtozékat kapjuk, hogy
— sin(2x + 4)
V= — 3
I
— amibél az inverz fliggvény
— 1 sin(2x+4)
==
— 5. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = 7 — 4arctg(x + 1) fiiggvény inverzét.
— Megoldas: Mivel az arctgx fliggvény szigortian monoton fliggvény R-en, igy van inverz fiiggvénye.
Rendezziik a kdvetkezé egyenletet x-re.
—_— y=7-4darctg(x + 1)
—_— y—7=-4arctg(x + 1)
I
-7
f— rY=r_ arctg(x + 1)
-4
— Mindkét oldalnak vessziik a tangensét:
— y=T
tg )" tg(arctg(x + 1))
s Mivel az inverz fliggvény inverzét vessziik a jobb oldalon, igy a jobb oldal:
I
L]

tg(y_—_47j =x+1
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—  amibsl tg(ﬂ) ~1=x.
: -4

e Felcserélve a valtozokat kapjuk, hogy

— | x-7
: =t -
| y 9( ) ) L

I i

— ' amibél az inverz fuggvény

— i f—lztg(x_7)_l
; -4

L} II:I ” ” Ve V4

— | Ellenorzo kerdesek

I IIII —

— Il 2 - . (2-x), o a
\ “ 1. kérdés: Az f(x) = arcsm(j értelmezési tartomanya
|:I|:I -

I o IS4
I

| (-1,5).
II|I

| 1,51

II|I

Il [_51 _1]-
I

| mehet
IIII

II|I

—_ ,:,: 1
Iullul 2. kérdés: Az f(x) = arccos(—j fliggvény értelmezési tartomanya
Il'll' 1-x
:: E (_001 0] “ [2' OO)

'li

.:.: [0, 2].

II|I

I:I: (_21 0)

II|I

| [2, ).

I|I||I metved
IIII

II|I

— Il arccos(4x)
il “” 3. kérdés: Mi az inverz fiiggvénye az f(x) =1- —————= fiiggvénynek?
IIII
I'.l'. e cos(2x + 2)
IIII 4 '
II|I
| £t = 2cos(4x) - 2.
I 1 1
( |Br = Zcos(z - 2).
I:I: ( )
| 1 cos(x—1
I:I: f 2 .
|||| mehet
I:I:
I

_—— IIII —

— )

P ¢
" 4, kérdés: Az inverz fiiggvénye az f(x) = arctg(l - %) + 6 fliggvénynek
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[ £ =5tg(x—6)-5.

It i tg(x—6) 1

| 5

| i gx-6) -1

5

B =5 -5tg(x - 6).

—  Elméleti 6sszefoglalé
— Sokszor egy-egy fliggvény abrajat egy mar ismert elemi fliggvény gorbéjébdl eltolassal, tiikrozéssel,
nyujtassal vagy zsugoritassal, azaz transzformaciéval kapjuk meg.
— Tekintsuk at a leggyakrabban el6fordul6 fliggvény transzformaciokat, s azok hatasat a
fliggvénygorbére.
I i
— ! Erték transzformacio
B Transzformalt | Transzformacié hatasa
fiiggvény a fiiggvénygorbére
i 42
eltolas a-val az y tengely 2
L fE) +a iranyaban a el&jelének '
; megfelel6en A
i v a
~f(x) tikrozés x tengelyre \
i v
i v
1 2sinx
| o !
INAC)) y tengely iranyd c- \
i e>0 szeres nyujtas
i =
i y ,
i : 1 sinr
of (x) y tengely iranyd c- x 2 ; Lsir £ =
L e<0 szeres zsugoritas \%‘ ) w
I i
L] :

Valtozé transzformacio
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Transzformacio
Transzformalt hatasa a
fliggvény fliggvénygorbére

y
/ +2F [ 2
/
eltolas a-val x tengely
fx+a) mentén a elSjelével
ellentétes iranyban
_2 x

v-r N
f(=x) tlkrozés y tengelyre
xr
Pt
flex) x tengely iranyd—-
c>1 L
szeres zsugoritas

1
flex) x tengely iranyd —
0O<cx1 ¢

szeres nyujtas

— Erdemes megjegyezni, hogy ha egy fiiggvény esetében tébb transzformaciét kell elvégezni, akkor
elészor a valtozo transzformaciokat, majd az érték transzformaciokat kell elvégezni. A valtozo
transzformaciok az értelmezési tartomanyra, mig az érték transzformaciok az értékkészletre hatnak,
s azt valtoztatjadk meg.

— Korabbi leckében lattuk, hogy a fliggvényekkel kildnféle miveleteket lehet végezni. Gyakran
el6fordul, hogy két fliggvény (f és g) 6sszegét, killdnbségét, szorzatat vagy hanyadosat kell
abrazolni, azaz

— S&)
y=/(x)+gx). y=f(x)—gk), y=/(x)gx). y = )

— egyenletli gorbéket. llyenkor az f és g fliggvények azonos x értékhez tartozé y értékeit kell
6sszeadni, kivonni, szorozni vagy osztani. Nézzink minden miveletre egy példat. Legyen
f(x) =sinx, g(x) = x.

— Altalaban néhany nevezetes pontban vett helyettesitési érték kiszamitasaval felrajzolhaté a
jelleggorbe.

— Nézziink néhany konkrét x-re kiszamolva a helyettesitési értékeket

— ha x = 0, akkor y = £(0) + g(0) =sin0+0 =0

— T T T T T

— hax=—,akkory:f(—)-rg(—):sin—-r—z1+1,57z2,57

2 2 2 2 2

I H

— ha x = &, akkor y = f () + g(z) =sint+ = = 3,14
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hax=—%, akkory:f(

_z
2

ol

ot

J

ha x = —x, akkor y = f (-x) + g(—x) = sin(-x) — = ~ -3, 14

Abrazoljuk az eredeti fiiggvényeket és a kiszamolt néhany helyettesitési érték alapjan az 6sszeg

fuggvényt (18. abra).

f(x) =sinx +x fliggvény abraja

Hasonl6an az el6z6 feladathoz, néhany helyettesitési érték kiszamolasaval felrajzolhaté a
jelleggorbe. A fliggvények kiilonbségekor az f és g flggvények azonos x értékhez tartozo y

értékeit kell kivonni egymasbdl (19. abra).

f(x) =sinx —x fiiggvény abraja

(] £l
v S Y=z
-
L
-
”
p y=sincr+z
P
L
L4
'
e #
Lo [T
: - T
Y 4 -,
5 .
\ = s,
-7 - 2 "o,
''''' e L T
# 2 =
# Y = SInrx
."
L4
L4
-
.,
.-'
-

A fliggvények szorzatakor az f és g fliggvények azonos x értékhez tartozo y értékeit kell
Odsszeszorozni egymassal (20. abra).

f(x) =xsinx fiiggvény abraja

#
L4
L4
-,
,
L4
y==x
. x
T
= StHa
¥ = Fing -r

= Fsing
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20. abra

A fuggvények hanyadosa esetében az f és g fliggvények azonos x értékhez tartozo y értékeit kell
egymassal elosztani (21. abra).

) sinx _. PR
fx)= fiiggvény abraja
x
.!; I’
,
r
#
,
’, y=1a
£
,
L
4
,
rd
o T
W S
ay - q‘"“‘\-\..__\ﬂ_ . i "
. ./,f‘ # e & i
i M T T T
3 2 et
L’ Yy = SN
L4
7
o,
-
L
-
&
21. abra

Vizsgaljuk meg az értelmezési tartomanyokat.
f(x)=sinx D,=R
gx)=xDy,=R

Korabban lattuk, hogy a fliggvényekkel végzett miveletek esetén az Uj értelmezési tartomany az
eredeti figgvények értelmezési tartomanyainak metszete.

iay D= RN R =R, s hasonldéan Dy_g= R, Dp = R. A két fliggvény hanyadosa esetében
viszont a g(x) # 0, azaz x # 0. Ennek megfeleléen D r = R\ {0}, mely a 21. abran is lathato.
g

Két fliggvény szorzatara gyakorlati példa a csillapitott rezgést leiré fiiggvény. A valésagban a testek
ritkan végeznek idében allandoésult harmonikus rezgémozgast, mivel a rugoé altal kifejtett visszatérit
erén kivll is hat még fékez6 erd (ez lehet surlédas, kdzegellenallas).

A csillapitott rezgémozgast leiré egyenlet megoldasa nem tul nagy csillapitas esetén (ﬁ < coo)

x(r) = A Psin(w't + ¢),
ahol g = zi o' = \Jof - p?, g sajét-ksrrekvencia, A amplitdo, ¢,, kezdsfazis.
m

Itt egy exponencialis és egy szinusz fliggvény szorzata adja a csillapitott rezgémozgast leird
fuggveényt.

Surlédasos csillapitas esetén az amplitiddk egy egyenesre illeszkednek, mig kézegellenallasos
csillapitaskor a maximum kitérés az idével exponencialisan csokken (22. abra).

Suarlodasos és kozegellenallasos csillapitas esetében a rezgémozgas
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¥i
¥ A
} A
22. dbra
Kidolgozott példak
6. feladat: Abrazolja az f(x) = <~ figgvényt.

Megoldas: Fliggvényabrazolaskor érdemes el6szor az értelmezési tartomanyt megvizsgalni a tanult
madon, s az abrazolast kdvetéen pedig ellendrizni, hogy az abra valéban megfelel az értelmezési

tartomany miatt tett kik6téseknek. Ebben az esetben a linearis fliggvény értelmezési tartomanyara
nem kell kikotést tenni, a fliggvény a teljes R-en értelmezve van.

Az abrazolas el6tt egy atalakitast kell elvégezni

Ebbdl az alakbdl mar lathatd, hogy egy linearis egyenes lesz a fliggvény képe. Az x egyutthatdja

adja a meredekséget (m = E), és a konstans tag pedig, hogy hol metszi a fliggvény az y tengelyt (y

1
tengely menti eltolas pozitiv iranyba z—del). Ezek alapjan a figgvényt a 23. dbra mutatja.

1
fliggvény abraja

fx) =

b | —

23. abra

; 1
7. feladat: Abrazolja linearis fliggvény transzformaciok segitségével az f(x) = E(x + 3)2 -5

figgveényt.

Megoldas: A masodfoku fliggvény értelmezési tartomanyara nem kell kikotést tenni, a fliggvény a
teljes R-en értelmezve van. A fliggvényt a kdvetkezd transzformacios sorrendben érdemes
abrazolni:

x2
2 (x+ 3)2 (Az alapfuggvényt az x tengely mentén 3-mal balra eltoljuk)
%(x + 3)2 (Az el6z6 gbrbét az y tengely mentén felére zsugoritjuk)
1 2 o . - ,
E(x + 3)° — 5(Az el6z6 gorbét az y tengely mentén negativ iranyba 5-tel eltoljuk) (24.

abra)

Fiiggvény transzformacio tobb Iépésben

(z+3)* . a

i
1 . A !
5@+3) \;‘ /
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24. abra

8. feladat: Abrazolja lineéris fiiggvény transzformaciok segitségével az f(x) = 2%+ 4x+6
fuggveényt.

Megoldas: A masodfoku fliggvény értelmezési tartomanya R. Ez a masodfoku fliggvény az el6zé
fuggveény felirasatol abban kilénbozik, hogy nem olvashatéak le réla kbzvetlendl a figgvény
transzformacids Iépések (a fliiggvényben tdbb helyen szerepel az x valtozd). Ehhez elészor teljes
négyzetté kell alakitanunk:

S@) =22+ 4x+6 = -2x? - 2x-3) = 2((x - 1)? - 4) = -2(c~ 1)? + 8

Ez alapjan a fiiggvényt a kdvetkezd transzformacios sorrendben érdemes abrazolni:

;x2

2 (x— 1)2 (Az alapfliggvényt az x tengely menténl -gyel jobbra eltoljuk)
S 2(x— 1)2 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén kétszeresére nydjtjuk)

“=2(x— 1)2 (Az el6z6 gérbét az x tengelyre tikrézziik)

o

—2(x — 1)2 + 8 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén pozitiv irdnyba 8-cal eltoljuk) (25-
26. abra)

Fliggvény transzformacio elsé harom lépése

g 2z — 1)

zf _.': (x-1)?

25. abra

Fliggvény transzformacio utolsé
két Iépése

y

f Ar—1)7+8
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y

/ Az — 1)

26. abra

9. feladat: Abrazolja lineéris fiiggvény transzforméaciok segitségével az f(x) = 2 —

majd az abrardl olvassa le, hogy hol van a fliggvénynek aszimptotaja.

Page 24 of 35

3
fliggvényt,
1 g9 Yy

Megoldas: A tortfliggvény esetében a nevezére kikotést kell tenniink, mégpedig a nevezé nem lehet

0, azaz x + 4 # 0, amibdl x # —4. Tehat az értelmezési tartomany R \ {—4}. A figgvényt a kévetkez6
transzformacios sorrendben érdemes abrazolni:

1
X

X+

X+

2 —

x+
abra)

Az 28. abran jol latszik, hogy a fliggvény valdban nincs az x = —4-ben értelmezve, fliggéleges
aszimptotaja van ott. Valamint vizszintes aszimptotat latunk az y = 2-ben.

2 (Az alapfuiggvényt az x tengely mentén 4-gyel balra eltoljuk)
2 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén haromszorosara nyujtjuk)
2 (Az el6z6 gorbét az x tengelyre tiikrozzik)

2 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén pozitiv iranyba 2-vel eltoljuk) (27-28.

Fiiggvény transzformacio elsé harom lépése

T+

27. abra

Fliggvény transzformacio utolso két lépése
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28. abra

. +2
10. feladat: Abrazolja linearis fliggvény transzformaciok segitségével az f'(x) = x—3 fuggvényt.
X—

Megoldas: A tortfliggvény esetében a nevezére itt is kikotést kell tennlink, mégpedig a nevezé nem
lehet 0, azaz x — 3 # 0, amibél x # 3. Tehat az értelmezési tartomany R \ {3}.

Ez a tort flUggvény az el6z6 fliggvény felirdsatol abban kildonbdzik, hogy nem olvashatéak le réla
kdzvetlenil a figgvény transzformacids Iépések (a fliggvényben tdbb helyen szerepel az x valtozo).
Ehhez el6szdr a kdvetkezd atalakitasokra van sziikség (a nevezét kialakitjuk a szamlaléban, majd

egyszerUsitunk):
_x+2 (x-3)+5 =x-3 5 5

+ =1+
x-3 x-3 x—-3 x-3 x-3

&)

Errél a felirasbol mar egyértelmiien leolvashatéak a fliggvény transzformacids Iépések, melyeket a
kovetkezé sorrendben érdemes elvégezni:

1
X

1
3 (Az alapfuiggvényt az x tengely mentén 3-mal jobbra eltoljuk)
X —

5
3 (Az el6zb gorbét az y tengely mentén 6tszérdsére nyujtjuk)
x—

“1e

(Az el6z6 gorbét az y tengely mentén pozitiv iranyba 1-gyel eltoljuk) (29-30.
X —
abra)

A 30. abran ol latszik, hogy a fliggvény valdban nincs az x = 3-ban értelmezve, fliggéleges
aszimptotaja van ott.

Fiiggvény transzformacio elsé harom lépése

29. abra

Fliggvény transzformacio utolsé
két lépése

L)

so.4bra

] 1
11. feladat: Abrazolja lineéris fliggvény transzformaciok segitségével az f'(x) = Eln(—x) -4

fuggveényt.
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Megoldas: A logaritmus fuggvény argumentumara kikétést kell tenntink, mégpedig az

argumentumnak 0-nal nagyobbnak kell lennie, azaz —x > 0, amibdl x < 0. Tehat az értelmezési
tartomany x € (-0, 0).

A logaritmus fliggvény abrazolasakor mindig meg kell néznlink a logaritmus alapjat, mert az alap
hatarozza meg a fliggvény monotonitasat. Itt a logaritmus alapja e, ami 1-nél nagyobb (e ~ 2, 71),

igy a logaritmus fliggvény ebben az esetben szigordan monoton ndvekvé lesz. A fliggvényt a
kdvetkez6 transzformacios sorrendben érdemes abrazolni:

In(x)
In(—x) (Az alapfuggvényt az y tengelyre tiikrozzlik)

1 1
Eln(—x) (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén g-szoroséra zsugoritjuk)

1
Eln(—x) — 4 (Az el6z6 gbrbét az y tengely mentén negativ iranyba 4-gyel eltoljuk) (31.

abra)

A 31. bran jél latszik, hogy a fliggvény valéban csak negativ értékekre van értelmezve, s az x = 0-
ban fliggbleges aszimptotaja van.

In(-x) - . Inx

31. abra

1 2x
12. feladat: Abrazolja linearis fliggvény transzformaciok segitségével az f(x) = —5(§j +1
fuggveényt. Hol metszi a fliggvény az y tengelyt?

Megoldas: Az exponencidlis fliggvény értelmezési tartomanyara nem kell kikotést tenniink, igy a
fliggvény a teljes R-en értelmezve van.

Az exponencidlis fuggvény esetében is hasonldan a logaritmus fliggvényhez mindig meg kell
vizsgalnunk az alapot, mert az alap itt is meghatarozza a fliggvény monotonitasat. Ebben az

1
esetben az exponencialis kifejezés alapja E amil -nél kisebb, de 0-nal nagyobb, igy az

exponencidlis fliggvény szigorian monoton csdkkend lesz.

A flggvényt a kdvetkez6 transzformacids sorrendben érdemes abrazolni:
1 X
5
1 2x
(g) (Az alapfiiggvényt az x tengely mentén felére zsugoritjuk)
2x
5(5) (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén 6tszdrdsére nyujtjuk)

2x
1
—5(;) (Az el6z6 gorbét az x tengelyre tikrézzik)
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2x
1
—5(§j + 1(Az el6z6 gorbét az y tengely mentén pozitiv irdnybal -gyel eltoljuk) (32.

abra)

— A 32. abrardl leolvashatd, hogy a fliggvény az y = —4-ben metszi az y tengelylinket. (Egyszeriien
végiggondolhatd, hogy miért. Az alapfliggvény az y = 1-ben metszi az y tengelyt. A 2.
transzformacios lépés ezt a metszéspontot nem valtoztatja, mig a kovetkezé I1épésben az 6tszorosét
kell venni, azaz felkeriil a metszéspont az y = 5be. A tiikr6zés soran y = —5-be kerill, s az utolsé
|épésben 1-et hozzaadva y = —4-et kapunk.)

— Egy Iépéssel kevesebbet is végezhettiink volna, ha egy hatvanyazonossagot alkalmazunk az
abrazolas el6tt, mégpedig

I X

- B (&6

3 3 9)°

I X

- Ezzel az atalakitassal a masodik transzformacios lépés kihagyhato, s alapfliggvényként az (5)
kerul abrazolasra, a tobbi Iépés megegyezik az el6zbvel.

L}

L]

| ', ] 1
x
1
32. abra

— 13. feladat: Abrazolja linearis fliggvény transzformaciok segitségével az f(x) = V3x+6 +5
fuiggvényt. Az abrarol olvassuk le a globalis szélséértéket.

s Megoldas: A gyokfiiggvény esetében a gyok alatti kifejezésnek nemnegativnak kell lennie, azaz
3x +6 >0, amibdl x > —2. Tehat az értelmezési tartomany x € [-2,00).

I “

— Az abrazolas elétt az argumentumon atalakitast kell végezni a kdvetkezéképp

—_— f(x)=+3+6+5=3(x+2) +5

I

— Ezt kdvetéen mar leolvashatdak a fliggvény transzformacios lépések:

L}

] \/f

v/ 3x (Az alapfliggvényt az x tengely mentén harmadara zsugoritjuk)

J3(x +2) (Az eléz6 gorbét az x tengely mentén 2-vel balra eltoljuk)

J3(x +2) +5(Az el6z6 gorbét az y tengely mentén pozitiv iranyba 5-tel eltoljuk) (16.
abra)

— A 33. abran jél latszik, hogy a fliggvény valéban csak az x > —2 értékekre van értelmezve.

L}

L]

A 33. abrardl leolvasva a globalis minimum helye x = -2, értéke y = 5. (Egyszerlien
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végiggondolhatd, hogy miért. Az alapfiiggvénynek az origdban van globalis minimuma. Az elsd
transzformacids lépés nem valtoztat ezen, a kbvetkez6 viszont eltolja balra 2-vel, azaz atkeril az
x = -2,y = 0-ba. Az utols6 transzformacié soran a felfelé tolassal az y értéke valtozik a
minimumnak, igy lesz a minimum helye x = -2, értéke y =5.)

L}
— Fiiggvény transzformacioé tobb Iépésben
y /// V3x+2)+5
_'3 7
33. abra
— A . . oy . . Ry . z z
— 14. feladat: Abrazolja linearis fliggvény transzformaciok segitségével az
fx)= —COS(Zx + ) — 1figgvényt.
= Megoldas: A koszinusz fliggvény értelmezési tartomanyara nem kell kikétést tenniink, igy az
értelmezési tartomany R.
e Az &brazolas elétt itt is  az argumentumon atalakitast kell végezni a kévetkez6képp
—_ 1 1 Fis
f(x)==cos(2x+x)—1==cos| 2(x+—=) |-
2 2 2
e A flggvényt ilyen alakban mar a kdvetkez6 transzformacids sorrendben érdemes abrazolni:
I
f— 1| cosx
2| cos2x (Az alapfiggvényt az x tengely mentén felére zsugoritjuk)
: cos( (x + D Az el6z6 gorbét az x tengely mentén E-vel balra eltoljuk)
a1
ECOS(Z j Az el6z6 gorbét az y tengely mentén felére zsugoritjuk)
501
—Cos 1(Az el6z6 gorbét az y tengely mentén negativ irdnybal -gyel
eltoljuk (34 35 abra)
L}
— Fiiggvény transzformacio elsé harom lépése
v
'\
F-\\
34. abra
L}
L]

Fliggvény transzformacio utolso két lépése

ut
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| -6

1| mehet

— Il
— It 6. kérdés: Hol van globalis szélséértéke az f(x) = 4(x - 5)° - 1 fliggvénynek?
11
)
il lokalis maximum helye x = 5, értéke y = 1
I
It E lokalis minimum helye x = 5, értéke y = —1
11
|I|I
\ lokalis minimum helye x = —1, értéke y = -5
)
Inll-l lokalis maximum helye x = —1, értéke y =5
I'Il'l mehet
IIII
|I|I
I
I 1l
— | 22 : as 2 . a
if 7. kérdés: Hol van aszimptotaja az f(x) =8+ o fliggvénynek?
I x—
IIII
)
(( E x = 4-ben flggbleges aszimptotdja, y = 8-ban vizszintes aszimptotaja
11
)
(l x = —4-ben fligg6leges aszimptotdja, y = 8-ban vizszintes aszimptotaja
I
It x = 4-ben fluiggdleges aszimptotaja, y = —8-ban vizszintes aszimptotaja
I
It x = —4-ben fuggéleges aszimptotaja, y = —8-ban vizszintes aszimptotdja
.:.: mehet
I
IIII
|I|I
— |
_— ]

| 8. kérdés: Melyik abra tartozik az f(x) = *—;; fiiggvényhez?
| -
|
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| mehet

ff 2 10. kérdés: Hol metszi az flx)= 4e7 fliggvény az y tengelyt?

| mehet

#2! 11. kérdés: Melyik abra tartozik az f(x) = sin(2x — 2x) + 1 fiiggvényhez?
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— Il = = = = =
— I\ % 12. kérdés: Melyik hozzarendelési szabaly tartozik a kévetkezé
figgvényabrahoz?

I =3—[§)x_5

| (B - 3—[%)“5

I f(x) — 3 _ 2x+5

I flx)y=3-2"°

2 13. feladat: Melyik abra tartozik az f(x) = x*>— 2* fiiggvényhez?
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2 14, kérdés: Melyik hozzarendelési utasitas tartozik a kévetkez6 fiiggvény
1] ébl‘éjéhOZ?

L f() = esin2x
[f f(x) = e +sin2x

il fx) =e* —sin2x
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f&) =

sin2x
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e

mehet

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson6.xml

Page 35 of 35

2018.09.14.



