COEDU

Tanulasi cél: ebben a leckében megmutatjuk, hogyan hasznalhatjuk a skalaris és a vektorialis
szorzatot térbeli egyenesek és sikok egyenletének felirasara.

Térelemeknek nevezziik harom dimenziéban a pontot, egyenest és sikot.

Egyenes megadasa térben

Sikbeli koordinatageometriaban az egyenes normalvektoranak egy, az egyenesre merdleges vektort
neveztink. Térbeli egyenes esetében ez mar nem egyértelmi, mert egy térbeli egyenesre végtelen
sok merdleges vektor allithato, ezért a térbeli egyenes megadasahoz mas adatra lesz sziikségink.

Legyen adott a térben egy Po(xoy, Yor zo) rogzitett pont és egy v = (vl, Vo, V3) # 0 vektor. Ekkor
pontosan egy olyan egyenes létezik, amely athalad a £ ponton, és parhuzamos a v vektorral.
Ennek az egyenesnek a paraméteres vektoregyenlete:

p=Ppy+iv

ahol pg = (xo,yo, ZO) a Ry rogzitettt pont helyvektora, a p = (x, y, z) az egyenes egy tetsz6leges P
futépontjanak a helyvektora, a ¢ valdés szam a paraméter, a v pedig az egyenes iranyvektora.

Ez annyit jelent, hogy ¢ helyére kiilonb6z6 értékeket helyettesitve az egyenesen egy-egy pontot
kapunk. Ez forditva is igaz, az egyenes minden pontjanak egyértelmiien megfelel egy ¢ érték.

A fenti 6sszefliggés egy vektoregyenlet, ami azt jelenti, hogy ha az egyenlet bal és a jobb oldala
megegyezik, akkor a két vektor minden koordinataja megegyezik. Felirva a koordinatakra vonatkozo
egyenleteket, az egyenes paraméteres egyenletrendszerét kapjuk:

X =Xxg+W!
y=yyt+vot teR
z=1zg+v3t

Megjegyzés: Egy adott egyenes paraméteres egyenletrendszere végtelen sokféleképpen felirhato!

Ha az egyenes iranyvektoraban egyik komponens sem nulla, akkor az egyenleteket 7-re rendezve:

X=X _ Y= _ z—Zy :(I)
% Vo V3

az egyenes paraméter nélkili egyenletéhez jutunk.

Kidolgozott feladatok

1. feladat: irja fel az A(3, — 1, 4) és B(2, 3, — 1) pontok altal meghatarozott egyenes egyenletét
mindkét alakban! Adjon egy tovabbi C pontot, amely rajta van az egyenesen! Dontse el, hogy a
D(-3, 2, — 1) pont rajta van-e az egyenesen?

Megoldas: Az egyenes felirasahoz sziikségiink van egy iranyvektorra és egy adott pontra.
Iranyvektor lehet az AB vektor, az adott pont pedig legyen az A. Mivel AB = v = (-1, 4, - 5), ezért
az egyenes paraméteres egyenletrendszere:

x=3-t, y=-1+4¢t, z=4-5 teR
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Mivel az irdnyvektor egyik komponense sem nulla, ezért mindegyik egyenletet ¢-re rendezve
megkapjuk a paraméter nélkuli alakot:

3—x=&1: 4_2.

4 5

Az egyenes egy tetszéleges pontjat kapjuk, ha t-nek adunk egy valos értéket és ezt behelyettesitjik
az egyenes paraméteres egyenletrendszerébe, igy meghatarozva a keresett C pont (x, y, z)

koordinatait.

Legyen példaul t = 2, ekkor x = 1,y = 7,z = -2, tehat az egyenes egy tetsz6leges C pontja:
C(1,7,-2). Vildgos, hogy mas ¢ érték esetén az egyenes mas-mas pontjat kapjuk.

Egy pont akkor van rajta egy egyenesen, ha koordinatai kielégitik az egyenes egyenletét. Ez a

paraméteres alaknal azt jelenti, hogy minden koordinata értékhez ugyanaz a ¢ érték tartozik. Ha
D(-3, 2, — 1) rajta van az egyenesen, akkor D koordinatait behelyettesitve és az egyenletrendszert
megoldva mindegyik sorbdl azonos #-t szamolunk.

-3=3-t —> t=6; 4=-1+4 —> t:%.
Mivel mar az els6 két sorbdl kiilonbozé ¢ értéket kaptunk, egyértelm(, hogy a D pont nincs rajta az

egyenesen.

Megjegyzés: Ha az egyenes felirdsanal a B pontot valasztottuk volna adott pontnak, akkor a
kovetkezé alakot kapnank:

x=2-t, y=3+4t, z=-1-5t, teR

Ugy tiinhet, hogy masik egyenest kaptunk, pedig nem. Ez ugyanaz az egyenes, csak mas az alakja.

+ 2z+1
2. feladat: Igaz-e, hogye: x=1-2t,y=3+¢t,z=-1—t¢, t € Rés [ 1—x:y73: Z3

egyenesek parhuzamosak?

Megoldéas: Két egyenes parhuzamos, ha iranyvektoraik parhuzamosak. Az e egyenes iranyvektora
kénnyen kiolvashato: ve = (-2, 1, — 1).

Az f egyenes paraméter nélkili egyenletét alakitsuk vissza a paraméteres formaba, hogy az
iranyvektort ki tudjuk olvasni. Tudjuk, hogy

y+3 2z+1
2 3

fil-x= t,

y—+3:t - y=-3+2t
2
2z+1 1
=t z=—=+—t
3 2

Kiolvasva az f egyenes iranyvektorat: vf = (—1, 2,2).

Ha két vektor parhuzamos, akkor megfeleld koordinataik hanyadosa allandé. Mivel

ezért a két egyenes nem parhuzamos.

x-1 2-2

3. feladat: Irja fel az AB szakasz felez8pontjan atmené, e : i A z — 3egyenessel

parhuzamos egyenes paraméter nélkiili egyenletét, ha 4(2, — 1,0) és B(0, — 3, — 2)!
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Megoldas: Készitsunk abrat!

Legyen az altalunk keresett egyenes f. Az egyenes felirasahoz kell egy iranyvektora és egy pontja.
Mivel az egyenes az AB szakasz felez6pontjan megy at, ezért az lesz a rogzitett pontunk. Legyen F
az AB szakasz felez6pontja, ekkor annak koordinatai:

s, = -1 +2(—3) =2
f3—0+§_2) f=1

Tehat F(1, -2, - 1).
Mivel e || f, ezért az iranyvektoraik parhuzamosak, tehat akar ve = v is lehet.

Ve meghatarozéasahoz alakitsuk at az egyenes egyenletét a paraméteres alakra:

=t > x=1+2

2-2y 2-3t
==t 5 y=
3 2

z—-3=t — z=3+1.

Az egyenletbdl: v, = (2, — 1,5, 1). Mivel vp = vf, ezért a keresett egyenes:

= =z+1

4. feladat: Irja fel az 4 (0, — 4, 3) és B(-3, — 1, 0) végpontokkal rendelkezé szakasz 4-hoz kbzelebbi
harmadolé pontjan atmend, XY sikra meréleges egyenes paraméteres egyenletét!

Megoldas: Elészor keressiik meg az 4-hoz kdzelebbi harmadolé /4 pontot. Mivel:

py = 2:0+1:63) b=
3

hy e 2L hy =3
3

h3:2.3;1-o hy= 2

A szamolt koordinataknak megfeleléen:

Hy(-1,-3,2).

Az XY sikra mer6leges egyenes parhuzamos a z tengellyel, ezért a z tengely irdnyaba mutaté
barmely vektor j6 lesz az altalunk keresett egyenlet iranyvektoranak is. Mivel v = (0, 0, 1), ezért a

keresett egyenes:

x=-1,y=-3,z=2+t,teR
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— 5. feladat: Irja fel az ABC haromszdg A csucsbdl induld stlyvonalanak egyenletét, ha A4(3, 1, — 2),
B(-3,-1,4)ésC(1,5,-6).
= Megoldas: Tudjuk, hogy a sulyvonal a haromszdg egyik cslcsat a szemkozti oldal felez6pontjaval
Osszekotd szakasz. Ha F' a BC oldal felez6pontja, akkor egy olyan egyenest kell felirnunk, amely
athalad az 4 és F' pontokon.
L}
L] C
!.
B
A
s A felez6épont kdnnyen szamolhato:
—_— -3+1
— h= - f=-1
2
— -1+5
— fz — > N fz =2
— 4+ (-86)
— f3 _ T\ f:’_’, =-1
2
e tehat F(-1,2, - 1).
e A sulyvonal felirasahoz meghatarozzuk egy iranyvektorat: v = AF = (-4, 1, 1), adott pontnak pedig
A-t valasztva a keresett egyenlet:
— x=3-4t, y=1+4t, z=-2+tteR
— Sik megadasa
— Adott a térben egy Po(xoy, Yor zo) régzitett pont és egy n = (nl, ny, n3) # 0 vektor. Ekkor pontosan
egy olyan sik létezik, amely athalad a P, ponton, és meréleges az n vektorra. Ekkor a sik
normalegyenlete:
L}
— <p —Pg Il> =0,
= ahol py = (xo,yo,zo) a P, pont helyvektora, a p = (x, y, z) a sik egy tetszéleges P futdpontjanak a
helyvektora, és n pedig a sik egy normalvektora (a sikra meréleges vektor).
I
L]
— A skalarszorzat koordinatakkal felirt kiszamolasi modjat felhasznalva megkapjuk a sik egyenletét:
I
— nl(x—xo) +n2(y—y0) +n3(z—zo) =0.
I
L]
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Kidolgozott feladatok

6. feladat: irja fel az A(2, 1, — 2) pontra illeszkedd és az S : x —y + z = 2 sikkal parhuzamos Sy sik
egyenletét! Adjon egy olyan B pontot, amely illeszkedik az Sy sikra! Déntse el, hogy a C(1, - 3, 2)
pont rajta van-e az S; sikon?

Megoldas: A feladathoz tartoz6 abra:

&
L/

Két sik parhuzamos, ha normalvektoraik megegyeznek vagy parhuzamosak. Olvassuk ki az adott
sik egy normalvektorat: ng = (1, — 1, 1), ez lehet az altalunk keresett S; sik normalvektora is. Mivel a

sik tartalmazza az A pontot, az lesz a rogzitett pont. Ekkor a keresett egyenlet:
1. x-2)-1-(0-1)+1-(z+2)=0.

Rendezve:

S x-y+z=1

Ha egy B pont rajta van a sikon, akkor a pont koordinatai kielégitik a sik egyenletét. Mivel most ez
egy tetszéleges pont lesz, ezért két koordinatajat tetszélegesen megvalasztjuk, a harmadik

koordinatat pedig helyettesitéssel szamoljuk.
Legyen B(-2, 3,z). Ekkor

2+1-3-2z=7 —> z=-3

tehat B(-2, 3, — 3).

Ha C(1, — 3, 2) rajta van a sikon, akkor koordinatai kielégitik a sik egyenletét. Ezt behelyettesitéssel
ellenérizhetjik. Mivel

1-3-4=7,
ezért C nincs rajta az Sp sikon.

7. feladat: irja fel annak a siknak az egyenletét, amely meréleges az y tengelyre és athalad az
A(1, -2, 3) ponton!

Megoldas: Készitsiink egy kész abrat!

Az y tengely meréleges a keresett sikra, ezért ng = vy teljestl. Mivel vy = (0,1,0), igy a keresett
sik:

S: 0x-1)+1p+2)+0(z-3)=0 —> y=-2
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x-1 2-y

8. feladat: Irja fel aze : = =1 -z egyenesre meréleges és az A (1, — 2, 3) ponton

3 2
atmend sik egyenletét!

Megoldas: Rajzoljunk egy kész abrat!

Az el6z6 feladat alapjan tudjuk, hogy ng = ve. Az egyenes iranyvektoranak meghatarozasahoz

vissza kell alakitani paraméteres alakba.

=t — x=1+3¢,
3

Z%y=t - y=2-2,

l-z=t > z=1-t
Innen v = (3, — 2, — 1). Mivel ng = Vg, igy a keresett sik egyenlete:

S 3x-1)-20+2)+1(z-3)=0 —> 3Ix-2y+z=10.

9. feladat: Irja fel az AB szakasz felezémeréleges sikjanak egyenletét, ha A(1, 2, — 3) és B(-3,4, 1).

Megoldas: Rajzoljunk!

F
B K A

1-3 2+4 -3+1
2 ' 2 2

El6sz6r meghatarozzuk a szakasz felezépontjat: F’ (

J =(-1,3,-2).
Mivel a felez6meréleges egyenese merdleges a sikra, ezért vg = ng.

Tudjuk, hogy vf = AB = ng = (-4, 2, 4), igy a keresett sik egyenlete:
—4x+1)+2(y-3)+4(z+1) =0,

atrendezve:

—Ax+2y+4z=6 > 2Ax-y+2z=3

Ellendrz6 kérdések

1. kérdés: Irja fel az A(-3,4,5) pontot az origoval 6sszek6té egyenes

paraméteres egyenletrendszerét!
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I x=-3t, =-4t, z=-5t teR
o |[Elx=3:, y=-4, z=-5t teR
Il x=3t, y=4t, z=-5 teR

Il x=-3t, y=-4t, z=5 teR

— ) = -
— (Ml 2 2. kérdés: Irja fel az A(2,0,4)és B(—4,2, - 2) pontok felezépontjan athaladé,
il e: x=2-t,y=3+2t, =2+t egyenessel pArhuzamos egyenes paraméter
IIIIII nélkiili egyenletét!
IIII
1 —
(l w2222t g
IIII 2
IIII
Il _
i\ —x—2:y—1:z+l
IIII 2
Il
it 1-—
il x42=""2 =71
Il 2
IIII
1
(f x+2 y-1
I'.l'. E SRl —z-1
Illlll mehet
IIII
IIII
Il
— |I|I — - - — - -
f— I = 2. kérdés: Irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad az
(f A(-3,0,1) ponton és parhuzamos az y tengellyel!
i
11
1
(t x=3, y=t, z=1 teR
i
I:I:
I.'. x=-3+t, y=t z=-1 teR
I:I:
| |Elx=-3 y=t, z=1 teR
11
IIII
I||| x=-3, y=t z=t teR
11
Il mehet
I'.l'.
IIII
— II|I ey ra
— | 2 3. kérdés: Irja fel az A(2,—2,1) ponton athaladé 2x +y —z = 1 sikra
(t meroleges egyenes egyenletét!
i
11
Illlll Ex=2+2t, y=—-2+t, z=1-t teR
i
11
( x=2-2t, y=-2+t, z=1-t teR
IIII
1
(l x=2-2t, y=-2-t, z=1-t teR
i
I:I:
Il x=2+2t, y=-2+t, z=1+t teR
i
|:|: mehet
Il
IIII
IIII
| 1

\| 2 4. kérdés: Dontse el, hogy az A(l, - 3,2) és a B(-1,1,2) pontok rajta vannak-
fl e a2x+y—z=1sikon?

Il mindkettd rajta van
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(t csak 4 van rajta

il csak B van rajta

i n egyik sincs rajta

mehet

fel az A(1,5,—2) pontra illeszked6 és az YZ sikkal

mehet

\Bl 2 6. kérdés: irja fel az A(1,0,— 1) pontra illeszkedd és az
o, Xo1 _1-y _22-1
\ ) 3

egyenesre merdleges sik egyenletét!

( 204+3y+2--0
|| 2x-3y+2z=0
\ 2x—-3y-2z=0

\ 2x+3y-2:=0

(( mehet

Térelemek kolcsonos helyzete, k6z6s pontjai

Két egyenes metszéspontja

Mivel kdz6s pontot kereslink, ezért két ismeretlenes, de harom egyenletbdl all6 linearis
egyenletrendszert kell megoldanunk. Ezt igy érdemes megtenni, hogy tetszélegesen kivalasztunk
két egyenletet, azokat megoldjuk, majd leellendrizzik, hogy a kapott megoldas kielégiti-e a harmadik
egyenletet. Ha igen, akkor van megoldas, azaz a két egyenes metszi egymast, ha nem, akkor nincs
megoldas, azaz a két egyenes nem metszi egymast. Ezeket ilyenkor kitéré egyeneseknek nevezzik.

10. feladat: Hatarozzuk megaze: x=2+t, y=-1—-¢t,z=1-2t t € Résaz
fix=4+t,y=1+3t, z=1 t € R egyenesek metszéspontjat, ha |étezik!

Megoldas: Az egyenesek iranyvektorai: ve = (1, — 1, — 2) és v,= (1, 3, 1). Mivel a két iranyvektor
nem parhuzamos egymassal, ezért a két egyenes sem az, tehat vagy metszik egymast vagy kitérék.
Probaljunk metszéspontot keresni. Ebben az esetben célszeri a két egyenes egyenletében szerepld
paramétert mas-mas betlvel jeldini, ezért az f egyenes paraméterét a tovabbiakban u-val jel6ljik.

Ha a két egyenesnek van metszéspontja, akkor az azt jelenti, hogy van olyan ¢ és u paraméter,
amelyek ugyanazt az M (x, y, z) pontot hatarozzak meg. Ez azt jelenti, hogy ennek a két

paraméternek ki kell elégitenie a kdvetkez6 egyenletrendszert:

2+t=4+u -1-t=1+3u 1-2t=u

A harmadik egyenletb6él megvan u, ezt beirva az els6 egyenletbe:
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e 2+t=4+1-2t — t=1 —>u=-1

— Ha van metszéspont, akkor ezeknek az értékeknek ki kell elégitenilik az eddig altalunk fel nem
hasznalt masodik egyenletet is. Ha ez nem teljesil, akkor a két egyenesnek nincs metszéspontja.

I

— Behelyettesitve a masodik egyenletbe:

— -1-1=1+3-(-1)

— Az egyenldség teljesil, tehat van metszéspont. Ez a metszéspont meghatarozhaté a ¢ paraméterrel
az e egyenesbdl, vagy azu paraméterrel az f egyenesbdl is.

—_— Ha at = 1értéket behelyettesitjiik az e egyenesbe, akkor a metszéspont: M (3, — 2, — 1)

—_— Egyenes és sik metszéspontja

— 11. feladat: Hatdrozzuk megaze: x=2+t,y=-2+t,z=3tt € R egyenes és az
S x — 2y + 5z = 20 sik metszéspontjat!

L}

— Megoldas:

I

L]

5
A ’
l"
f’*
r"'

— Keresslik azt az egyenesen lévé M (2 + ¢, —2 + t, 3t) pontot, amely rajta van az S sikon is. Ha egy
pont rajta van a sikon, akkor koordinatai kielégitik a sik egyenletét. Helyettesitsiuk be a pont
koordinatait a sik egyenletébe:

— @Q+1)-2(-2+1)+5(31) =20 —> 14=14 =1

— Ez azt jelenti tehat, hogy az egyenes ¢ = 1 paraméterértékhez tartozd pontja rajta van az S sikon,
vagyis a metszéspont M (3, — 1, 3)

— Két sik metszésvonala

—_— 12. feladat: Hatarozzuk megaz §; : x+y—z=1ésS,: x—y+ 2z = 2 sikok metszésvonalanak
egyenletét!

—_— Megoldas: Olvassuk ki a sikok normalvektorait: ng, = (1,1, — 1) és ng, = (1, - 1, 2). Lathato, hogy
a két normalvektor nem egymas skalarszorosa, azaz a sikok nem parhuzamosak.

L}

L]
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T

Ez pedig azt jelenti, hogy egy egyenesben metszik egymast. A metszésvonal meghatarozasanak az
a legegyszeriibb madja, ha keresuink két olyan pontot, amely a metszésvonalon rajta van. Ez
egyben azt is jelenti, hogy ez a két pont mindkét sikon is rajta van. Azaz kell két olyan (x, y, z)
harmas, amely mindkét sik egyenletét kielégiti. Ekkor a metszésvonal a két ponton atmené egyenes
lesz, ami igy mar kdnnyen felirhaté.

Tekintsuk a sikok egyenleteibdl allé egyenletrendszert:

xX+y—z=1 x-y+2z=2

Ennek végtelen sok megoldasa van. Ezért lehetéségiink van olyan pontokat keresni, amelyek
valamelyik koordinatajat mi magunk valasztjuk meg tetszéleges értékkel. Célszeri egy A(x, y, 0) és

egy B(0,y, z) pontot keresni.

Az A pont meghatarozasa soran az egyenletekbe a z helyére nullat irva, megoldjuk az igy kapott
egyenletrendszert.

x+y=1 x-y=2 —> x=15y=-0,5 — A4(1,5, -0,50).
Hasonléan keressiik meg a B pontot is:

y-z=1 -y+2z=2 —> z=3 y=4 —B(0,43)

A keresett egyenes két pontjabol meghatarozzuk az egyenes iranyvektorat:
v=AB= (-1,5,4,5,3) =(-3,9,6), majd a B pont segitségével felirjuk a metszésvonal egyenletét.

x=-3t
S10S2= y=4+9t t € R
z=3+6t

Ellen6rz6 kérdések

8. kérdés: Hatarozza meg aze: Xx=3+2t,y=1+t,z=2-tte R és

f:x=-1+t,y=2+2t,z=1-2t t € R egyenesek metszéspontjat!

M(-3, -2, -5)
M(5,2,1)
[E] M(-3, -2,5)
M(1,6,-3)
mehet
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9. kérdés: Hatarozza meg aze: x=3-3t,y=-1+t,z=-2-2t t € R egyenes

I  ésazYZ sik metszéspontjat!

| M(0, -2,0)
I M(1,0,0)
I M0, -2,3)

[ ElM(0,0,-4)

| mehet

10. kérdés: Hatarozzuk meg aze: x=2-t,y=1+t,z=1-2tt e R egyenes

I és az S: x+Yy-2z-5=0sik metszéspontjat!

| EI M2, -1
I M(0,3, -3)
I M(@2,1,-1)

| M(0,5,0)

11. kérdés: Legyen S;: X—y+22=66és S, : 2x—Yy—z =3 két egymast metsz6

i sik. Dontsiik el, hogy az A(-6,— 14,— 1) és B(-3,9, 1) pontok koziil melyik van
fl rajta a két sik metszésvonalan?

ff mindkettd rajta van
il ﬂ csak 4 van rajta
I csak B van rajta

(f egyik sincs rajta

|l mehet

Térelemek tavolsaga

Két pont tavolsaga

Definici6: Két pont tavolsagan az ket 0sszekotd szakasz (vektor) hosszat értjik.

Tétel: Legyenek A(al, as, a3) és B(bl, b, b3) adott pontok. Ekkor a két pont tavolsaga:

dyp= \/(bl — @)+ (by—ay)” + (b3 “3)2

Pont és egyenes tavolsaga

Definici6: Egy pont és egy, a pontra nem illeszked® egyenes tavolsagan a pontbdl az egyenesre
bocsajtott meréleges szakasz hosszat értjuk.
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Tétel: Legyes adott egy P pont és egy v iranyvektort e egyenes. Ekkor ezek tavolsaga:

_ [RPxv]
Il

dPe
ahol iy az e egyenes egy tetszéleges pontja.

Pont és sik tavolsaga

Definici6: Pont és a pontra nem illeszkedd sik tavolsagan a pontbdl a sikra bocsajtott meréleges
szakasz hosszat értjuk.

Tétel: Legyen adott egy P pont és egy n normalvektor S sik. Ekkor ezek tavolsaga:

dPS: ‘<KP'H>
n|

ahol Ry az S sik egy tetszéleges pontja.

Kidolgozott feladatok

13. feladat: Hatarozzuk meg az 4(2, —1,5), B(3,2,1) és C(6, 4, 3) csucsponti haromszdg
keruletét!

Megoldas: A haromszdg kerilete az oldalai hosszanak 6sszegével egyenld, azaz a cstcspontok
egymastol mért tavolsagainak 6sszegével.

irjuk fel a vektorokat és szamoljuk ki a hosszukat:
AB=(1,3,-4) d(4B)= 4Bl =26
AC=(4,5-2) d(4C)=|AC|| =45
BC=(3,2,2) d(BC)=|BC| =17

A haromszég keriilete: K = /26 + /45 + /17 =~ 15,93

14. feladat: Hatarozza meg a P(3,2, —1)pontésaze: x=1+¢, y=-1-2t,z=-2t e R
egyenes tavolsagat!

Megoldés: A tavolsag meghatarozasahoz sziikséglnk van egy pontra az egyenesrél. Legyen ez
By(1, -1, - 2), tovabba kell az egyenes iranyvektor: v = (1, — 2, 0). Ha P(3, 2, — 1), akkor

RP=(231).
i j ok
BPxv=|2 3 1|=2i+j-Tk
1 -20

A kapott vektor hossza:

[BP x| = 22+ 2+ (-7)2 = V54

Az iranyvektor hossza:

vl = yP2+(=2)2+0% =5

A keresett tavolsag:

[RPxv| 54
=41 = ~ 3,29.
Lo | J5
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15. feladat: Hatarozza meg a P(1, —2, — 1) pontés az S : 2x — 4y + z = 2 sik tavolsagat!

Megoldas: A megoldashoz szilkséglink lesz a sik egy tetszéleges pontjara és a normalvektorra.
Mivel egy olyan tetszéleges pontot keresilink, amely rajta van a sikon, ezért a pont két koordinatajat

szabadon megvalaszthatjuk, mig a harmadik koordinatat a sik egyenletébe vald helyettesitéssel
szamoljuk. Keressuk a Fy(0, 0,z) sikbeli pontot. Kénnyen szamolhatd, hogy ekkor z = 2, tehat
R(0,0,2).

Ekkor: ByP = (-1, 2, 3).

Olvassuk ki a sik egy normalvektorat és szamoljuk ki a vektor hosszat:

n=(2-41) |nl =22+ (4?2 =2

Behelyettesitve a tavolsagot megadd képletbe:

. _‘<P0P:n>‘_’—2—8+3‘_ 7|1 e
P |l J2r NE RN
Megjegyzés:

Két parhuzamos egyenes tavolsaga visszavezethet6 pont és egyenes tavolsagara. Ugyanis ilyenkor
az egyik egyenes egy tetszéleges pontjanak a masik egyenestdl mért tavolsagat kell
meghataroznunk.

Két parhuzamos sik tavolsaga visszavezethetd pont és sik tdvolsagara, ugyanis ilyenkor az egyik sik
egy tetszéleges pontjanak a masik siktol mért tavolsagat kell meghataroznunk.

Egy egyenes és egy vele parhuzamos sik tavolsaga visszavezetheté pont és sik tavolsagara,
ugyanis ilyenkor az egyenes egy tetszdleges pontjanak a siktol mért tavolsagat kell
meghataroznunk.

Térelemek hajlasszoge
Térelemek hajlasszoge minden esetben legfeliebb 90 ° lehet. Ezt a szdget a-val fogjuk jelini.

Két egyenes hajlasszéoge

Definicio: Két metsz6 egyenes hajlasszége megegyezik az egyenesek altal kdzbezart kisebbik
szbggel. Ha a két egyenes nem metszi egymast, akkor parhuzamos eltolassal metsz6 helyzetbe
hozhatok.

Ez a hajlasszog meghatarozhatd a két egyenes irdnyvektorabdl. Jeldljik az e és f egyenesek egy-
egy irdnyvektorat vp és vg-fel. Ekkor az irdnyvektorok éltal bezart sz6g skalaris szorzat

felhasznalasaval a kovetkez6 dsszefliggésbdl szamolhato:

<Ve’ vt > .
[vel [vil

CoS ¢ =

Ha 0° < ¢ <90 °, akkor a = ¢ a hajlasszog.
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Kidolgozott feladatok

16. feladat: Hatarozzamegaze: x=3—-2t,y=1+¢t,z=4-5¢t € Résaz

fix-1= %1 y = 5egyenesek hajlasszogét!

Megoldés: Elsé lIépésként meg kell adni mindkét egyenes egy-egy iranyvektorat és azok hosszat:
Ve=(-21,-5) |v|=+30

vf=(1,0,3) |vg = V10.

Ekkor a keresett sz6g:

_Devp) _ 17 . .
CoS ¢ = HVeHHVfH = m ~-0,98 —> ¢~168,52°

Mivel ez tompaszoég, ezért a keresett hajlasszog:
0=180°-¢=180°-168,52° ~ 11,48°.

feladat: Hatarozzuk meg az ABCD paralelogramma atl6inak hajlasszogét, ha A(2, 3, — 1), B(5, 4, 3),
C(2,-1,6)és D(-1,-3,2).

Megoldas: A két atlé egyenes iranyvektoranak szogét hatarozzuk meg el6szér. Az egyik egyenes
iranyvektora az AC, a masiké pedig a BD vektor is lehet. Adjuk meg ezen vektorok koordinatait:

AC=(0,-57) BD=(-6,-7,-1)

Szamoljuk ki a vektorok altal bezart szogét:

(AC,BD) 28
COSPp= ——F— = =
[ACIHIBDI 02 + (=5)2 + 72/ (=6)% + (-7)2 + (~1)?
B 03510 - ¢~69,45°
V7486 T

Mivel ¢ < 90 °, ezért a keresett hajlasszog a = 69, 45 °.

Egyenes és sik hajlasszoge

Definicio: Egyenes és sik hajlasszogén az egyenes és az egyenes sikra esé meréleges vetlletének
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hajlasszogét értjik.

—_— Ha ismerjlk a sik egy ng normalvektorat és az egyenes egy Veiranyvektorat, akkor a két vektor altal
bezart sz6g:
= (Ve, ng)
COS ¢ = 7———r
[vel[ns|
— Ha0° < ¢ < 90°, akkor o = 90 ° — ¢ a hajlasszdg.
L}
L]
e
a
S
— Ha 90° < ¢, akkor o = ¢— 90 ° hajlasszog.
I
L]
Ve
i
Ns
o
S
— Kidolgozott feladat
—_— 18. feladat: Hatarozza meg az y tengely és az S : 2x +z = 2 + 4y sik hajlasszogét!
— Megoldas: A szamolashoz ismerniink kell az egyenes egy iranyvektorat és a sik egy
normalvektorat, valamint ezen vektorok hosszat.
— ve=1(0,1,0) |w|=v1=1
— ng=(2,-4,1) |ng|=+2L
L}
— A keresett sz6g:
I
Vo, NN -4
- cos¢=M=—:—o,87 > 150,46°
vellns| V21
I
— Ez alapjan az egyenes és sik hajlasszége:
— o=¢—90°~150,46°-90° =~ 60,46°.
— Két sik hajlasszége
— Definici6: Két sik hajlasszége normalvektoraik hajlasszége, ha az hegyesszdg. Tompaszdg esetén
180 °-bdl azt kivonva kapjuk a sikok szogét.
— Ha ismerjiik a két sik nj és ny normalvektorat, akkor
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= CoS ¢ = Ll’ nz)
[y In2]

— Ha0° < ¢ < 90°, akkor o = ¢ a hajlasszdg.
I
L]
—_— Ha 90° < ¢, akkor o = 180 ° — ¢ a két sik hajlasszdge.
I
L]
= Kidolgozott feladat
— 19. feladat: Hatarozzamegaz Sy : x +y—z=1&s S, : x — 2y +z = 0 sikok hajlasszégét!
— Megoldas: Kiolvasva a sikok egy-egy normalvektorat és meghatarozva azok hosszat:
L}
— ng, =(11,-1) |ng|=+3
L}
— Ils2 = (1, - 2, 1) ”n52” = \/g
L}
— Majd ezekkel az adatokkal szamolva:
I
— ng,, ng _

cos g= M B $~118,12°.

[nsy|[ns,| V18

— Innen az altalunk keresett hajlasszog:
— 0 =180°-¢=180°-118,12° ~ 61,88°.
— | Ellenérzé kérdések
L} |I|I
_— I{

? 12. kérdés: Hatarozza meg az A(2,3, — 1) pont és az

e: x=3-2t,y=-2+t,z=5t € R egyenes tavolsagat!

| |IF)7.22

Il 5,22
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( 7,72
I: I:
( 6,75
I|I||I mehet
I: I:
i (

i % 13. kérdés: Hatarozza meg az origé és az S : x+Y+12 = 0 sik tavolsagat!

1l 2

ff

I| ||

| [Eo

I| ||

|: |: 1

II || mehet

ff v =
(W -~ 14. kérdés: Hatarozza meg aze: - 5 2 = 2—+22 egyenes és az
,:,: S: X—2y+z=5 sik hajlasszogét!
I
I 70,22°
II|I
1
| |[E]80,24°
I
IIII
I.'l.' 55,12°
IIII
IIIIII 62,22°
I:I: mehet
'I
1

I |||I

— W =~ 15. kérdés Hatarozza meg aze: x=t,y=1-t,z=1+t t € R egyenes és az y
.:.: tengely hajlasszgét!
I
) 35,26°
II|I
I 25,26°
II|I
I 44,74°
II|I
1
||l 54,74°
I
\ mehet
)
I

2 16. kérdés: Hatarozza meg az S: x—3y+z=1 és az yz sik hajlasszégét!

(f 52,45°

I:I:

(| 37,21°

I:I:

| | 72,450

I:I:

il 82,28°

ff mehet
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Osszetett feladatok

20. feladat: irja fel az 4(1, 3, — 2) ponton athalado, az e és f egyenesekre merdleges g egyenes
egyenletét, ha

e x=y=z fi —x=z y=3
Adja meg a g egyenes és az xy sik metszéspontjat!

Megoldéas: Az egyenes egyenletrendszerének felirasahoz sziikséglink van egy pontra és egy
iranyvektorra. Egy pontja adott a keresett egyenesnek. Nézzik meg, hogy mit tudunk mondani a
keresett egyenes egy iranyvektorarol. Jeldlje ve, vf és Vgaze, f és g egyenesek iranyvektorait. Ha
a keresett g egyenes meréleges e és f egyenesekre, akkor Vg L veés Vg L v is teljesll. Tehat egy

olyan vektort kereslink, amelyik mer6leges a két ismert vektorra. A v X vf éppen megfelel a
feltételeknek, mivel az merbleges a Ve és a vf vektorokra is, azaz legyen Vg = Ve X Vf.

Kiolvasva az egyenesek iranyvektorait:

ve=(111) vg=(-1,01).

i
Vg = Ve X Vf = 111

=(1,-2,1).

=

Eszerint a g egyenes egyenlete:

-3
: =22 42
g 2 z

Meg kell hataroznunk a most felirt egyenes és az xy sik metszéspontjat. Ehhez irjuk fel a g egyenes
egyenletét paraméteres alakban. Ehhez a kdvetkez&bdl kell elindulni:

A

=
{
N

majd valtozénként kuldn-kilén rendezéssel a kdvetkezd egyenletrendszert kapjuk:

x—1
=t —> x=1+t¢

| <
|l L
w

=t —> y=3-2t

z+2=t — z=-2+1.

Mi az egyenesnek azt az M pontjat keressiik, amelyik rajta van az xy sikon. Az ilyen pont
koordinatai altalanosan:M (x, y, 0). Mivel a harmadik koordinata 0, ezt behelyettesitve az egyenes
egyenletrendszerébe:

z==2+t 0=-2+t t=2

A kapott t értéket visszahelyettesitve szamoljuk a pont hianyzé koordinatait:

x=1+t x=1+2=3

y=3-2t y=3-2-2=-1

Tehat a keresett metszéspont:

M(3,-1,0).

21. feladat: Adottak az 4(3,-1,2), B(4,1,1) és C(7, — 2, 5) pontok.

a) lrjuk fel az ABC haromszég S sUlypontjan &tmend, a haromszog sikjara meréleges egyenes
paraméteres egyenletrendszerét!
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b) Irjuk fel a haromszdg sikjanak egyenletét!

c) Adja meg a haromszog B cslcsabol indulé magassaganak hosszat!

Megoldas:

a) Mivel az AB és az AC vektor is a harom pontra illeszkedé sikban van, ezért vektorialis szorzatuk
merdleges lesz a sikra. Mivel az altalunk keresett egyenes is merdleges a sikra, ezért a keresett
egyenes egy iranyvektora legyen v = AB x AC.

Végezzik el a szamolast:

AB=(1,2,-1) AC=(4,-1,3)

i j ok
v=ABxAC=|1 2 -1|=(5,-7,-9).
4 -1 3

Meg kell még hataroznunk a haromszég sulypontjanak koordinatait:

] _3+4+7 ; _14
Al —3 Al 3
s _-1+1+(=2) p _ 2
2 3 2773
] _2+1+5 ; _8
A3 —3 A3 3

(129
3 33

A keresett egyenes:

e: x:E+5t, y:—g—7t, z:§—9tteR.
3 3 3

b) A haromszdg sikjanak felirdsahoz sziikséges a sik egy normalvektora és egy ismert pontja.

A normalvektor merdleges a sikra, igy kihasznalva az el6z6 feladatrészben kapott eredményt:
n=ABxAC = (5,-7,-9).

A sik egyenletét az n normalvektor és az A pont segitségével irjuk fel:
5x-3)-7(r+1)-9(z-2)=0

Atrendezve:

S5x—-7y—-9z=4.

c) A B csucsbdl indulé magassaganak hossza nem mas, mint a B cstcsbdl az AC oldalra bocsatott
merdleges szakasz hossza. Masképpen fogalmazva, a B cslcs és az AC oldalegyenes tavolsaga.

Ezt viszont a kbvetkezdképpen lehet szamolni:
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o _l4BxAC|
BACT T 4C)

Kihasznalva az els6 részben kapott eredményeket:
ABxAC=(5,-7,-9) |[4BxAC| = {5 +(-1)*+(-9)* = V155
AC=(4,-1,3) [AC| =#+(-1)*+3 = V26

/155

~ 2,44
V26

Tehat a keresett magassag hossza:

22. feladat: Tukrozzlik az A(-2,1, — 1) pontotaz S : x+y +z = legyenletl sikra!

Megoldas: Egy pontot egy sikra ugy tiikréziink, hogy elészor a pontbdl merélegest allitunk a sikra,
megkeressiik a meréleges egyenes és a sik M metszéspontjat, majd kihasznaljuk, hogy ez a
metszéspont felez&pontja az eredeti pont és a tikorkép alkotta szakasznak.

A

F

Al

Ha egy egyenes meréleges egy sikra, akkor a sik egy normalvektora lehet az egyenes egy
iranyvektora. Hivjuk ezt az egyenest e egyenesnek, ekkor

Ve=ng=(1,1,1)
Felirhatjuk a sikra meréleges, az A ponton atmend e egyenes egyenletét:
e: x=—-2+t, y=1+t, z=-1+tteR

Az M metszéspont meghatarozasahoz helyettesitsiik be az e egyenes egyenletét az S sik
egyenletébe:

2+t+1+t-1+t=1 —> -2+43t=1 —> =1
azaz
M(-1,2,0).

Kihasznalva, hogy M felezépont és a tiikérkép pontot 4'(x, y, z) modon jelélve, a felezépontra
vonatkoz6 6sszefliggés alapjan:

1= -2+x 20
2
o1ty 3
2
0= -1+z I
2
A keresett tiikorkép:
A(0,3,1).
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23. feladat: Adjuk meg annak az S siknak az egyenletét, amely atmegy a P(2, 3, 5) ponton és
illeszkedik az y tengelyre!

Megoldas: A sik megadasahoz sziikséglink van egy pontra és egy normalvektorra. A pont adott, a

normalvektort kell meghataroznunk. Ha a sik illeszkedik egy egyenesre, akkor a sik egy

normalvektora meréleges lesz az egyenesre, és igy az egyenes egy iranyvektorara is. Tehat olyan n
normalvektort keresiink, amely meréleges az y tengely vy =j=(0, 1,0) irdnyvektorara.

Masrészt, ha megadnank egy O pontot az y tengelyen, akkor a Q73 vektor illeszkedik a sikra, tehat
merbéleges az n normalvektorra. Adjunk meg egy pontot az y tengelyrél! A legegyszeriibb az origo,

azaz 0(0, 0, 0). Ekkor OP = (2, 3, 5). Tehat kerestink egy OP és vy vektorokra meréleges vektort. A

feltételnek megfelel a vektoridlis szorzata. Ezért legyen

=(-5,0,2).

ool &

ij
n:@ﬁxvy: 23
01

Az S sik egyenlete:

S: -5(x-2)+0(y-3)+2(z—-5)=0.
Rendezéssel a kdvetkezé egyenlethez jutunk:
—-5x+2z=0.

24. feladat: Mekkora teriiletli haromszdget metszenek ki a koordinatasikok az S: 2x—y +3z=6
egyenletl sikbdl?

Megoldas: Hatarozzuk meg el6szor a kimetszett haromszdg cstcspontjainak koordinatait.

B

Az x tengelyre es6 A csUcspontrol tudjuk, hogy a masodik és harmadik koordinataja 0, azaz
y =z =0. A sik egyenlete alapjan, akkor x = 3.

Az y tengelyen 1év6 B cslcspontndl x = z = 0, behelyettesitve a sik egyenletébe: y = —6.
A z tengelyen 1év6 C csucspont koordinatai, ha x = y = 0, akkor z = 2.

Tehat a csucspontok:

A(3,0,0) B(0,-6,0) (C(0,0,2).

Vaélasszuk ki az egyik pontot, példaul 4-t. Inditsunk vektorokat 4-bdl a haromszdg masik két
cstcsaba. A megadott két vektor kifesziti a haromszdoget és terilete pedig

t:%HZEXZEH.

Végezzik el a szamolast!

AB=(-3,-6,0) AC=(-3,0,2)
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i j ok
ABxAC=| -3 -6 0 | =(-12,6,-18)
30 2

t= % ||[AB x AC|| = %\/144+36+32 =/126.

25. feladat: Adott az ABCD tetraéder, ahol 4(4,7,6), B(0,1,—-2), C(-1,5,3) és D(4,-5, 2).
a) Hatarozzuk meg a tetraéder ABC és BCD oldallapjai altal bezart szogét!

b) Hatarozzuk meg az ABCD tetraéderben az ABC oldallap és az AD oldalegyenes éltal bezart
szoget!

Megoldas:

a) Két sik hajlasszdge megadhatd, ha ismerjik a sikok normalvektorainak hajlasszdgét, tehat nem
kell a sikok egyenletét felirni, elég a normalvektort ismerni. Ezért allitsuk el6 a feladatban szerepl6
sikok egy-egy normalvektorat.

Az ABC oldallap normalvektora egy olyan vektor lehet, amely meréleges az ABC sikra. Az adatokbol
ismerhetlink két olyan vektort, amely benne van az emlitett sikban, ezek az AB és AC vektorok. A
keresett normalvektor mindkét vektorra meréleges, tehat adodik, hogy valasszuk normalvektornak
aznpgc = AB x AC.

Adatokkal:

AB=(-4,-6,-8) AC=(-5-2,-3),

i j ok
mpc=ABxAC=| -4 -6 -8 | =(2,28,-22),
-5 -2 -3

e = \ 22 +282 + (—22)% = 2318
Hasonlé megfontolasok alapjan a BCD oldallap egy normalvektora pedig legyen ngcp = BD x BC.
Adatokkal:

BD=(4,-6,4) BC=(-1,4,5)

i j k
ngep=BDxBC=| 4 —6 4 | =(-46, - 24,10)
-1 4 5

ngcp = \/(—46)2 +(-24)? +10% = 2./698.

Ekkor:
cos ¢ = <nABCa nBCD> _ 2. (-46) +28 - (-24) + (-22) - 10 _
Inagc||ngcp| 24318 - 2./698
-984 .
T 44221964 $~121,48

Mivel 90 ° < ¢, ezért a két sik hajlasszoge:
o=180°—-¢~180°—-121,48° ~ 58,52 °.
b) A hajlasszog meghatarozasahoz elegendd ismerni az ABC oldallap egy normalvektorat és az AD

oldalegyenes egy iranyvektorat. Hasznaljuk fel, hogy az el6z6 részben mar meghataroztuk az ABC
oldallap egy normalvektorat:
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napc = 4B x AC = (2,28, - 22)
Az AD oldalegyenes egy iranyvektora lehetne az:
AD = (0,-12, - 4).

Ekkor a keresett sz6g:

(4D, mypc) 0-2+(-12) - 28+ (-4) - (-22)
cos =15 e 2 2 2,02 2
14D /|[nspc| 02+ (-12)2 + (-4)2 - 22 + 282 + (-22)
248
= . 0,5497 ¢~123,35°.
4J10 - 24318 ¢

Mivel 90 ° < ¢, ezért a keresett hajlasszog:

a=¢—-90°~123,35°-90° ~ 33,35°.

Ellen6rz6 kérdések

2 17. kérdés: irja fel az ABC haromszog sikjanak egyenletét, ha A2, - 1,5),

B(-3,-4,1) és C(6,5,— 1)!

20x —3y+2z=53
xX—-y+z=8
[F] 21x—23y-92=20

4x—2y+2z=20

2 18. kérdés: Hatarozza meg az A(l,-5,2) pont és az

e: Xx=4,y=-2+2t, z=3t t e R egyenes kozos sikjanak egyenletét!

13x+ 9y + 62z =-20
13x—9y -6z =46
El3x—9y+62=70

13x+9y — 62 = 44

mehet

#2 19. kérdés: Adott egy haromszog két csiicsa és a stlypontja. frja fel a BC

oldal egyenesének egyenletét, ha A(1,2,3), B(-1,0,3) és S(2,1,3).

x=6+7t, y=1+¢t,z=3tteR
x=6+7t, y=1+t, z=tteR
Ex=—1+7t, y=t, z=31teR

x=-1+7t, y=t, z=3tteR

mehet
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2 20. kérdés: Adott az ABCD tetraéder, ahol A(4,7,6), B(0,1,—2), C(-1,5,3) és

I D(4, - 5,2). Hatarozzuk meg a tetraéderben az AB oldal felez6merdleges
sikjanak és a CD oldal egyenesének hajlasszogét!

mehet

I|||
|| 23,39°
1)
(t 66,61°
I:I:
(i 27,65°
I:I:
( 63,35°
I:I:
I|||
)
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