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Tanulasi cél: a fuggvény fogalmahoz kapcsolodo kifejezések attekintése, az értelmezési tartomany
meghatarozasahoz alkalmazott leggyakoribb eljarasok gyakorlasa. A fiiggvényekkel végzett
mUveletek megismerése, kiemelt hangsullyal a kompozicié miveletének gyakorlasa. Az inverz
fuggvény fogalmanak megismerése, grafikonjanak képzése, egyszeriibb figgvények esetében az
inverz figgvény képletének eléallitasa.

Elméleti 6sszefoglalé

A mérndki munka soran gyakran hallunk olyan allitasokat, hogy egy valtozé fliggvénye egy masik
valtozénak. Példaul egy jarmi maximalis sebessége fiigg a motor maximalis teljesitményétdl, fligg
az Ut meredekségétdl, a jarmi frontalis keresztmetszetétdl, vagy éppen a jarmi fogyasztasa fiigg a
guminyomastol. Két valtozo kozotti 6sszefliggés tobbféleképpen is megadhatd, csak néhanyat
emlitve diagrammal, tablazattal, grafikonnal, formulaval.

Eszrevehetjiik, hogy a fenti példakban a valtozdink egy-egy adott tartomanybdl (halmazbdl) keriilnek
ki. Példaul ha egy jarmi fogyasztasat vizsgaljuk a guminyomas fliggvényében, akkor a guminyomast
1,5 és 3 bar koéz6tt érdemes vizsgalni, mivel alacsonyabb és magasabb érték tulzott kopashoz vezet
és csokken a gumi élettartama (1. abra).

A fogyasztas valtozasa a guminyomas fiiggvényében

Fuel consumption vs. Tyre inflation pressure
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1. dbra

Nézziik a fenti fliggési viszonyok matematikai altalanositasat.

Definicié: Legyen A és B két nem Ures halmaz. Ha az A halmaz minden egyes eleméhez
hozzarendeljiik a B halmaz egy-egy elemét, akkor az A halmazon egy filiggvényt értelmeztiink. Az
A halmaz a fliggvény értelmezési tartomanya, a B halmaz pedig a fliggvény képhalmaza. B-nek

azon elemei, amelyek a hozzarendelésben részt vesznek, a fliggvény értékkészletét alkotjak. Tehat
az értékkészlet a képhalmaz része. Jeldlés: az f fliggvény értelmezési tartomanya Oy, az f figgvény
értékkészlete Ry (2. abra).

Fiiggvény értelmezési tartomanya, képhalmaza, értékkészlete

2.4ora

Definicié: Ha a fuggvényt f jeldli és x € A, akkor az Xx-hez rendelt B-beli elemet f (X)-szel jeldljuk,
amit az f fuggvény X helyhez tartozo helyettesitési értékének nevezzik.
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Definicié: Az X valtozo neve fiiggetlen valtozé (vagy argumentum), az f (X) neve pedig fliggd
valtoz6, amit szokas y = f (X)-szel is jel6Ini.

Definicié: Azokat a fliggvényeket, amelyek értelmezési tartomanya és értékkészlete is valds
szamokbdl all, egyvaltozés valos fliggvényeknek nevezzik.

Definicio: A P(x, f (x)), X € D¢ pontok halmazat az f figgvény grafikonjanak nevezzik, ahol x
végigfutia az f értelmezési tartomanyat.

A grafikonok rengeteg kiilbnb6z6 alakot 6lthetnek, de fontos megjegyezni, hogy nem minden

sikgorbe fliggvény grafikonja. Egy fliggvény az értelmezési tartomanyanak tetszéleges pontjahoz
csak egyetlen y értéket rendel. Ez a tulajdonsag kénnyen ellenérizhetd, mivel a fliggvény grafikont
az X tengely barmely pontjan atmend fliggéleges egyenes legfeljebb egy pontban metszi (3-4. abra).

U ]

4. &bra.

A mérndki munka soran gyakori feladat, hogy mérési eredményekbdl az adott folyamatot jol leiro,
képlettel is megadhaté fliggvényt hatarozzunk meg.

A fuggvények abrazolasakor sokszor elegendd egy jelleggérbe megrajzolasa, mely egyértelmiien
mutatja a fliggvény eléjelviszonyait (az értelmezési tartomany mely részein halad a figgvény az X
tengely alatt és felett), a zérushelyeket, a szakadasi helyek és a végtelen(ek) kérnyezetében vald

viselkedését.

Egy fliggvény megadasahoz meg kell adni az értelmezési tartomanyt, a képhalmazt és a

hozzérendelési szabalyt, melynek segitségével minden X € A elemhez meghatérozhat6 a
hozzatartozo f (X) € B elem. Altalaban a hozzarendelési szabalyt képlettel adjuk meg.

Peldaul: f(x) = VX +4

A gyakorlatban nem mindig adjuk meg az értelmezési tartomanyt és az értékkészletet. llyenkor azon
X szamok halmazat értjuk az értelmezési tartomany alatt, amelyekre a hozzarendelési utasitas
elvégezhetd, illetve azon y értékek halmazat értjik értékkészlet alatt, amelyek egy-egy X szamhoz

tartoznak.
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Ebbdl kifolydlag, ha nem adunk meg értelmezési tartomanyt a linearis fliggvény, hatvanyfuggvény,

exponencialis fliggvény, szinusz figgvény, koszinusz fliggvény esetén, akkor a legb6vebb halmaz,
melyen ezek a fliggvények értelmezve vannak a valés szamok halmaza (R).

Azonban néhany fliiggvény esetében nem minden valds szamra végezhet6 el a hozzarendelési
utasitas. Ide tartozik a paros pozitiv egész kitevéjl gyokfliggvény, a valds tortfliggvény és a
logaritmus fliggvény. Vegylk sorra, hogy melyik fliggvény esetében milyen kikétést kell tenni.

a) f(x) =YX, aholn paros pozitiv egész

Negativ szamokbdl nem tudunk gy6két vonni a valés szamok halmazan (csak komplex szamok
korében, ahogy az el6z6 leckékben lattuk), igy az argumentum nagyobb egyenl6, mint 0, azaz X > 0.

b) f(x) =logx, ahola = 1,a>0

0-nal nagyobb szamoknak van csak logaritmusa, azaz a kikétés x > 0.
1

o f(x)==
X

Egy tort nevezéje nem lehet 0, mivel 0-val nem tudunk osztani, azaz a kikotés x = 0.

Vizsgaljuk meg az értelmezési tartomany és az értékkészlet fogalmat szemléletesen a figgvények
abrajahoz kapcsoléddan. A figgvények abrajardl az értelmezési tartomanyt az X tengelyrél, mig az
értékkészletet az y tengelyrél olvassuk le (5. abra).

Az értelmezési tartomany és értékkészlet
leolvasasa a tengelyekrol

u

Ry

,l}f

5. abra
A flggvények értelmezési tartomanyanak meghatarozasakor lattuk, hogy mely figgvények esetében

milyen kikotést kell tenniink. Nézziik meg most ezen fliggvények abrajat, s ez alapjan is olvassuk le
az értelmezési tartomanyt az X tengelyrdl (6-8. abra).

Gyok fiiggvény értelmezési tartomanya

Dy

6. abra

Logaritmus fiiggvény értelmezési tartomanya

gl
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a>l

Dy

7. abra

Tort fiiggvény értelmezési tartomanya

8.4bra

Kidolgozott feladatok

1
1. feladat: Hatarozzuk meg az f (x) = ——— fliggvény értelmezési tartomanyat.
X<+ X

Megoldas: A fliggvény hozzarendelési utasitasa egy tort. Tudjuk, hogy egy tort nevezdje nem lehet
nulla. Most tehat a valés szamok kodzil azokat kell kizarni az értelmezési tartomanybdl, amelyekre a
nevez§ nulla. Megoldjuk tehat az

x2+x=0

egyenletet. Hasznalhatjuk a masodfoku egyenlet megoldoképletét, vagy az X(x + 1) = 0 szorzatra
bontast.

Mivel egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezéje nulla, azt kapjuk, hogy egyenletiink két
megoldasa: ¥ = —1és X, =0.

Ebbdl a két szambol 4ll6 halmazt kell tehat a valés szamok halmazabdl kivonni. igy az f fliggvény D

-fel jel6lt értelmezési tartomanya:
Df =R\ {-1,0} = (o, -1) U (-1, 0) U (0, ).
2. feladat: Hatarozzuk meg az f (x) = v X2 —x—2 flggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Négyzetgyokot a valds szamok kérében csak nemnegativ szambdl vonhatunk. Ezért az
a feltétel, hogy

x2—x—2>0.
Ennek az egyenldlenségnek a megoldashalmaza adja az értelmezési tartomanyt.
A masodfoku egyenlétlenség megoldasat a kévetkezéképp kaphatjuk meg. Elészér megoldjuk az

x2-x-2=0
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egyenletet. Szorzatra bontva a masodfoku kifejezést
x+1)(x-2)=0,
a két gyok tehat x; = —1 és X, = 2. Persze a megoldoképletet is hasznalhattuk volna.

A masodfoku kifejezés féegyutthatdja pozitiv, igy grafikonja egy felfelé nyilé parabola, tehat a
kifejezés a két gyokén kivll pozitiv, és a két gydke kozott negativ (9. abra). Az értelmezési
tartomanyt ugy kapjuk meg, hogy a valés szamok kézil elhagyjuk azokat, ahol a masodfoku
kifejezés negativ, azaz a (-1, 2) nyilt intervallum pontjait (9. abra).

9. abra
Ezek alapjan

Di=R\ (-1, 2) = (-0, —1]U[2, ).

Figyeljunk a zarojelekre! Az el6z6 feladatban a valés szamok halmazabdl egy kételemi halmazt
vontunk ki, ezért hasznaltunk ott kapcsos zardjelet. A mostani feladatban egy nyilt intervallum
Osszes elemét kellett elhagyni a valds szamok halmazabdl.

3. feladat: Hatarozzuk meg az f (x) = fliggvény értelmezési tartomanyat.

In(x2—2x+1

Megoldas: Most két dolog jelent korlatozast. Az elsd az, hogy logaritmusat csak pozitiv szamnak
vehetjik, tehat teljesilnie kell az

X2 -2x+1>0

egyenlétlenségnek.

A masodik az, hogy a nevezében nem allhat nulla.

Az értelmezési tartomanyt tehat ugy kapjuk meg, hogy a fenti egyenlétlenség megoldashalmazabdl

elhagyjuk a nevezé gyokhelyeit.

Megoldjuk az x2—2x+1>0 egyenl6tienséget. Mivel X2—2x+1= (x- 1)2, a masodfoku kifejezés
mindenl -t6l kiilonb6z6 szam esetén pozitiv (grafikonja egy felfelé nyilo parabola, zérushelye x = 1-

ben). Tehat az egyenl6tlenség megoldashalmaza

Hy = (-, 1)U (1, ).

A masodik feltételnek megfeleléen In(x2 —2X+ 1) # 0. Mivel a logaritmus fliggvény csak 1-ben nulla,

a nevez0® akkor lesz nulla, ha

x2—2x+1=1
azaz, ha
x2—2x = 0.
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Ennek a masodfokl egyenletnek a két megoldasa ¥ =0 és X, = 2. Ezt a két szamot kell tehat még
elhagyni a Hy halmazbdl.

Ezek alapjan végll is

Df=H\ {0, 2} = (-0, 0) U (0, 1) U (1, 2) U (2,).

4. feladat: Mi az értelmezési tartomanya az f (x) = 2 — x + In(x — 1) figgvénynek?

Megoldas: Nyilvan értelmesnek kell lenni kiilén a gyokds és kilén a logaritmusos kifejezésnek is.

Jeldlje Hy azt a halmazt, ahol a gyokés kifejezés értelmes, H, azt a részhalmazt, ahol a logaritmusos
kifejezés értelmes.

A [} ennek a két halmaznak a metszete.

Meghatarozzuk el6szor Hy-et. Az a feltétel, hogy
2-x20.

azaz X < 2 legyen. Ez alapjan

H = (-, 2]

H, esetén az a feltétel, hogy

x—=1>0,

azaz X > llegyen. Ebbdl

H, = (1, «0).

Ennek a két halmaznak a metszetébdl kapjuk, hogy

Di=(1,2]

Egyvaltozds fuggvények értelmezési tartomanyat gyakran valés szamok részhalmazainak
metszeteként, vagy unidjaként kapjuk meg. Metszetet hasznalunk abban az esetben, ha egyik és
masik feltételnek is egyszerre kell teljesiilnie. Uniét hasznalunk olyankor, mikor az egyik vagy a
masik feltétel teljesul.

A valos szamok részhalmazai abrazolhatok a valds szamegyenesen. Az ilyen részhalmazok
metszeteit és unidit, kildndsen, ha azok tagjai tdbb darabbdl alinak, grafikusan célszeri
meghatarozni a kdvetkez6 modon. A metszet, vagy unié minden tagjat feltiintetjik egy valos
szamegyenesen, Ugy, hogy a halmazhoz tartozé pontokat megvastagitjuk. Ezeket egymas ala
rajzoljuk, ugy, hogy a origdk egy fiiggéleges vonalban legyenek. Az egységet is mindegyik abran
ugyanakkoranak valasztjuk. Az Ures kor azt jelzi, hogy az a szam nincs a halmazban, a teli kér azt,
hogy benne van.

Ezutan a metszetet ugy kapjuk, hogy legalul felvesziink még egy szamegyenest, Ugyelve arra, hogy
az origdja és az egysége a fentiek ala essen, és azon megjeldljik azokat a pontokat, amelyek
mindegyik szamegyenesen meg voltak jelélve. Az uniénal azokat a pontokat kell a legalsé
szamegyenesen megjeldini, amelyek valamelyik fentin meg voltak jeldlve.

A feladatunk esetében ezt mutatja az alabbi abra.

: H,

L

} H,
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Xx—2
5. feladat: Hatarozzuk meg az f (x) = \/ 1
X+

fuggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Annak kell teljesuini, hogy

X—2
X+

> 0.

[EEN

Ez akkor igaz, ha a tért értéke nulla, ami a valds szamok egy H; részhalmazan teljesll, vagy ha a
tort értéke pozitiv, ami egy H, részhalmazon teljesiil. Most ennek a két halmaznak az uni¢ja adja a

Dx-et.
Kezdjiik H; meghatarozasaval.

Egy tort akkor nulla, ha a szamlaldja nulla, és a nevez6 pedig értelmes. Az X — 2 = 0 feltétel teljesdl,
ha X = 2. Mivel 2-ben a nevezd nem nulla, igy ez a tort egyetlen zérushelye, vagyis

H = {2}
Ratériink H, meghatarozasara.

Egy tort két esetben pozitiv. Ha mind a szamlalo, mind a nevezé pozitiv, ez egy H', halmaz
pontjaiban teljesil, vagy ha mind a szamlalo, mind a nevezd negativ, ez egy H"5 pontjaiban teljesdil.
Ezek unidja adja Hy-t.

Meghatarozzuk elészor H'»-t. Annak kell teljestini, hogy

Xx—2>0,

azaz X > 2,

és

X+1>0,

azaz X > -1

Ez a két egyenlétlenség egyszerre az X > 2 szamokra teljesl, tehat
H', = (2, ).

H", esetén annak kell teljestini, hogy

x—2<0,

azaz X < 2,

ésXx+1<0,

azaz X < —1.

Ez a két egyenlétlenség egyszerre az X < —1 szamokra teljesdl, vagyis
H"5 = (-0, -1).

Ezeket felhasznalva, amint az az alabbi abrardl is leolvashato

H2 = H’2 UH ”2 = (—OO, —1) U(Z, OO)

} : H

i H™2

i . Ha= Hyu H",
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Végll is
—_— Df=H; UH, = (-, -1) U [2, «0).
— Az D) grafikus elallitasa szerepel a kdvetkezd abran.
L}
L]
; . H,
0 2
I H
1 0 2
b Hyu Ha
1 0 2
I 2
— A XS=x-21,. . . - .
6. feladat: Hatatozzuk meg az f (x) = In[ﬁ] fliggvény értelmezési tartomanyat.
XT+X—
— . . . Py .z . .
— Megoldas: A logaritmus argumentumara vonatkoz6 kikétés alapjan teljesil az
L} 2
] X—X-2
XS +x—-2
I
— egyenlétlenség.
s Egy tort két esetben pozitiv. Ha mind a szamlalo, mind a nevez§ pozitiv, vagy ha mind a ketté
negativ.
L}
— Bevezetjuk a kdvetkezd jeldléseket.
—_ + -
+ f—
Hy-gyel J,,e!OIJUK .a’zt a halmazt, ahol a szamlal6 és Hy-vel azt a halmazt, ahol mindkett6 negativ.
a nevezd is pozitiv.
Hy' jeldlje azt a halmazt, H1 az a halmaz, ahol |Hy' az a halmaz, ahol a H2 az a halmaz, ahol
ahol a szamlalé pOZitiV. a nevezd pozitiv_ szamlalé negativ. a nevez6 negaﬁv_
Ezek metszete H; = H{' N H1 Ezek metszete H, = Hy' n H 2
Ezek unidja adja az értelmezési tartomanyt.
Df = Hl UHZ
— Kezdjiik H; meghatarozasaval.
— Mivel a szamlalé és a nevez6 képe is felfelé nyild parabola, ezek a gydkeiken kivil pozitivak, és a
gyOkeik k6z6tt negativak.
— Egyenlévé téve a szamlalét is és a nevezét is nullaval, és megoldva az egyenleteket, azt kapjuk,
hogy a szamlalo gyokei —1 és 2, a nevezd gyokei pedig —2 és 1.
L} Y s :
— A lenti abrardl leolvashatjuk, hogy
—_— Hy = (-0, =2) U (2, ).
L}
L]
} Hi
1 0 2
}—e H”,
2 1] 1
4 H, = H,n H",
2 0 2
— Térjink ra Hy, meghatarozasara.
I
L]

Mivel a szamlalé és a nevezb képe is felfelé nyilo parabola, ezért gyokeik kozott negativak (Lattuk,
hogy a szamlalo gyokei —1 és 2, a nevezd gyokei pedig —2 és 1). A lenti abra alapjan
meghatarozhatd a metszet.
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—  H=(-1 D).
| i
i : H}
i -1 0 2
i - H"s
: 2 01
¢ Hy= Hin H™;
; -1 0 1
_— Végll, az uniét is grafikusan meghatarozva, az alabbi abrabdl kapjuk, hogy
—  Dy=H UHy = (-0, -2) U (-1, 1) U (2, ).
— i
i { Hy
! -2 0 2
] : H,
i -1 0 1
i : Hy U Hy
: -2 -10 1 2
— | Ellenérzé kérdések
1l
— (= 101 o )
\ =" 1. kérdés: Mi az f(x) = S +— 1 fiiggvény értelmezési tartomanya?
'I
| Ds = (-0, 0) U (1, ).
(
| |JF] D= (=, 0) L (0, 1) L (L, ).
(
I D¢ = (-0,0) U (0, 1) L (1, ).
I|||
I Ds = (0, 1).
I'.l'. mehet
(
IIII
= | B ) ) ) 1 )
W -~ 2. kérdés: Mi az értelmezési tartomanya az f(x) = fiiggvénynek?
| Jx2+2x
(
i Ds = (~o0, =2] U(0, ).
'I
| D= R\ {0},
'I
I E Dy = (-o0,-2) U(0, ).
(
I Dr=R\[-2,0]
I'.l'. mehet
(
IIII
= Il

I mehet
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(B <~ 4. kérdés: Az f(x) = ﬁ —J/3—x fiiggvény értelmezési tartomanya
Il n(x+
'I
| E (1,000, 3]
'I
| (-1,0) v (0, 3).
'I
I (-1,3).
'I
I (-1, 3]
i mehet
'I
— |
L] I
I||I
Il
i Df = (—2, 3)
Il
1l n Df = (-3, 2).
'I
I Ds = (-0, —3] U [2, ).
'I
| D;=R\{-3 2}
I:l: mehet
Il

—  Elméleti 6sszefoglalé

— A fiiggvényekkel kiildnféle miiveleteket végezhetiink. Ertelmezziitk az f és g egyvaltozés valos
: fliggvények 0sszegét, kiildbnbségét, szorzatat, hanyadosat, melyek csak azokban a pontokban
. értelmezettek, amelyekben f és g is értelmezett (azaz értelmezési tartomanyuk k6zos részein).

— © h(0) =f(x) +g(x), ahol D= Dy D,

e ~ h(x) =f(x) ~g(x), ahol Dy = Dy Dy

- - h(x) = f(x)g(x), ahol D, = Dy Dy

e : f(x) .

. h(x)=—-=,ahol Dy =D Dy és g(x) = 0
. 9(x)

— | Afentieken tulmenden egy Ujabb miivelettel ismerkediink meg. A fliggvények kompozicidjat tekintjiik
L a legfontosabb fliggvénymiveletnek.

—_— . Definicié: Az és g fuggvenyekbd! f(g(x)) modon konstrudlt fliggvényt dsszetett fliggvénynek (f
. és g kompozicidjanak) nevezzik. A g(x)-fliggvényt belsé fiiggvénynek, az f (x)fliggvényt kiilsé
| fliggvénynek nevezzik. Az f (g(x)) kiértékelésekor elészor a g (x)-et szamoljuk ki, majd
! masodszorra alkalmazzuk f-et g(x)-re (10. abra).

— 1

— : Osszetett fliggvény alkotasa

— | Az dsszetett fiiggvény masik szokasos jeldlése (f o g)(X). Mi az elsé jeldlést fogjuk hasznalni.
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s Ha ketténél tébb fliggvény felhasznalasaval alkotunk meg egy dsszetett fliggvényt, akkor
tobbszorosen dsszetett fliggvenyrdl beszélink. Példaul f, g, h fuggvények esetén f (g(h(x)))
tobbszorosen Osszetett fliggvény alkothaté.

s A fuggvényeket tetszéleges sorrendben is egymasba agyazhatjuk, azonban ezen dsszetételek
eredménye altalaban kilénbozé: f(g(x)) = g(f (x)).

I -

— Kidolgozott feladatok

et 7. feladat: Tekintsiik az f (X) = x+ 1és a g(x) = v/x — 1 fliggvényt.

— Hatarozzuk meg a h = f + g 6sszeg figgvényt és a k = f - g szorzat figgvényt.

— Megoldas: Az f fliggvény mindenitt értelmezve van (D = R), a g flggvény az 1-nél nagyobb vagy
egyenld szamok halmazan (Dy = [1,00)), ezért

— Dh:Dk:Dmeg:]Rm[l,oo):[l,oo).

—_— Ah fliggvény hozzarendelési utasitasa

et h(x) =f(x) +g(X) = (x+1) + VX -1,

—_— ak fliggvény hozzarendelési utasitasa pedig

et k(x) =f(x)-g(x) = (x+1)- /x—1.

— 8. feladat: Legyen f (x) = (X + 1)2 ésg(x)=x-1

I f

f— Hatarozzuk meg a h = f — g és a k = — fiiggvényeket.

g

e Megoldas: Kezdjiik a kilénbséggel. Mivel mindkét fliggvény értelmezési tartomanya a valds
szamok halmaza, igy Dy, = Dy Dg =R N R =R. A hozzarendelési utasitas pedig

— h(x) =f (x) —g(x) = (X + 1)2 = (x— 1) = X2+ X + 2

— Ak fuggvény értelmezési tartomanyaba a g fuggvény zérushelye nem tartozik bele, igy
D, = R\ {1} = (oo, 1)U (1, ). A hozzarendelési utasitas pedig

— Ko = 10 _ D)2

gx) x-1°~
- 9. feladat: Tekintsiik az f (x) = x2+3x—2 figgvényt. Mivel egyenld f(E) és f(—j’?
X

= Megoldas: Egy flggvény hozzarendelési utasitasa mondja meg, hogy az mit rendel az
argumentumahoz.

s Most a hozzarendelési utasitas azt mondja, hogy az argumentum négyzetéhez hozza kell adni az
argumentum haromszorosat és abbdl levonni kett6t. Barmi is az argumentum, feltéve persze, hogy
az értelmezési tartomanyban van. Ez most a valés szamok halmaza, ezzel tehat nem lehet gond.
Ezért

- f(i):(ij +3(§j_2:X_+§x_2_

2 2 2 4 2

— Hasonloan, feltéve, hogy X # 0

— 1y (1?1 13
() o2)-2- S 2o

X X X X X
—_— 10. feladat: Tekinslk az f(xX) =x—1 és a g(x) = /X — 1fliggvényeket. Hatarozzuk meg a g(f (x))

és az f(g(x)) figgvények hozzarendelési utasitasat.

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson5.xml 2018.09.14.



COEDU

Megoldas: A g(f (X)) kompozicioban a g fliggvény az f (X)-re, azaz az x — 1-re fejti ki hatasat. Mivel

a g fuggvény hatasa az, hogy gyokét von az argumentumabdl és abbdl még levon 1-et, azt kapjuk,
hogy

gf ) =g(x-1)=vx-1-1

Megjegyezzik, hogy igy is szamolhattunk volna:

9(f () = JF0) ~1=vx-1-1

Hasonloéan

fEx) =f(\x-1)=(X-1)-1=Vx-2

mivel az f ugy hat, hogy az argumentumabdl levon1l -et.
Mindez a masik felirasi moddal:

fEx)=gx)-1=(W-1)-1=Vx-2

_ 1.
11. feladat: Legyen f (x) = e* les g(x) = x + —. Irjuk fel mind a két sorrendli kompozicio képletét.
X

Megoldas:

gt () =g(e") =+ 5,

vagy a masik felirasi moddal

s bty 1
g(f(x))_f(x)+f(x) e +ex_1.

Hasonloan
g0y =[x+ 5 |-extk2
X

vagy
f(g00) =9~k

A kétfajta felirasi mod kozil hasznélja az olvasé a szamara természetesebbet. Mi a tovabbiakban
csak az egyiket adjuk meg.

12. feladat: Legyen f (x) = X2 + X+ 2. Hatarozzuk meg f (f (x)) képletét.
Megoldas:

2
f(f(x)) :f(x2+x+2) :(x2+x+2) +(x2+x+2)+2:x4+2x3+6x2+5x+8.

x+1 x—1 .
13. feladat: Tekintsik az f (x) = 1 ésag(x)= 1 fuggveényeket. Irjuk fel g(f (x)) képletét.
X— X+

Megoldas:

X+1
x+1)_ o1l x+D-(x=1) 1
Xx—1

g(f(x)):g( CLT T oD X

Noha a kompozicié altalaban bonyolultabb fliggvény, mint a kilsé és a bels6 fliggvény, a példank
mutatja, hogy ez forditva is lehet.
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14. feladat: Tudjuk, hogy f (gj =%°+3x— 1 Mivel egyenls f(x)?

X X
Megoldas: Az a feladatunk, hogy kifejezziik X2 +3x — l-etaz E fuggvényeként. Amit ?-vel csinalni

kell, hogy beldle X2 + 3x — llegyen, az a keresett hozzarendelési utasitas.

Mivel kénnyen lathato, hogy

2
x2+3x -1 :4(% +6(5)—1
2 2
ezért a keresett hozzarendelési utasitas:
f(x) =4x°+6x—1

15. feladat: Ha f(x + lj =x2+ L mivel egyenld f(x)?
X

x?
. . . 1 o a2, 1
Megoldas: Most azt keressuk, hogy mit kell az X + — -szel csinalni, hogy beldle X~ + — legyen.
X X

Vegyuk észre, hogy

2
(x+£j :x2+2+i2,
X X

ahonnan
2
x2+—2:(x+—) -2
X X
Tehat
fx)=x>-2

16. feladat: Bontsuk fel két fliggvény kompozicidjara h(x) = m fliggvényt.
Megoldas: Az egyik lehetséges megoldas a kdvetkezé:

Legyen f(x) = X2+ 1és g(x) = /X. Ekkor

h(x) = g(f (x)),

hiszen

g(f x)) = g(x2+ 1) = m

De eljarhattunk volna mashogy is.

Legyen u(x) = X és V(X) = VX + 1.

Ekkor

h(x) = v(u(x)),

hiszen
v(u(x)) = Jux)+1 = VxZ+1.

Latjuk tehat, hogy 6sszetett fliggvényt altalaban tébbféleképpen lehet egyszeriibb fliiggvények
kompozicidjara bontani. Hogy a lehetéségek kozil melyiket célszer(l valasztani, azt az donti el, hogy
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a tovabbiakban mire akarjuk hasznalni a felbontast.

Ez az eljaras, tehat egy Osszetett fliggvény felbontasa egyszerlibb fliggvények kompozicidjara, a
késdbbiekben igen fontos lesz, és nagyon gyakran fog szerepelni.

3
17. feladat: Bontsuk fel a h(x) = e — x fiiggvényt két fiiggvény kompozicidjara.

C
Megoldas: El6szor egy jeldléssel kapcsolatos megjegyzés. Az ab alaku hatvanyoknal felmerdl,

() b\C .o . . adaul 23 Z 29 =
hogy eza'" ’, vagy |a”) roviditése-e, ez a kett6 ugyanis nem ugyanaz. Példaul 2\° ) = 2 = 512, de

32 _ g2 iy

(2 ) = 8 = 64. Az a konvencio, hogy
C C:

ab = a(b )

Most mar egy lehetséges felbontas

f(x)= xS
g(x) = e* - ¥x.
Ekkor valéban

h(x) = g(f (x)),
hiszen

3

gt ) = g() =X’ -3 = x

(Az volt itt a Iényeg, hogy mivel az eredeti fliggvényben x3és X is szerepel, kifejeztlik az x-et X%
bel.)

18. feladat: Bontsuk fel az u(x) = v2 — sin’x figgvényt harom fliggvény kompoziciojara.
Megoldas: Most is tébb megoldas van, ezek koziil talan a legtermészetesebb az alabbi.

Legyen f (x) =sin’x, g(x) = 2 —x és h(x) = VX.
Ekkor u(x) = h(g(f (x))),

hiszen

h(g(f (x))) = h(g(sin2 )) = h(2 - sin’) = 2 sin’x.

Ellendrz6 kérdések

mehet
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)

e
~ 7. kérdés: Legyen f(x) = 2x+5. Ekkor f(;) =

II|I
|:|: l + 5
II|I X
':-: 4 5
| A
|I|I X 2
IIII
I'.l'. 1 s
J— + J—

Il X 2
II|I
1 4
)
Illl E ; +5
,:,: mehet
II|I
I:I:

= {

Il 7 8. kérdés: Legyen f(x) = 3x - 2. Ekkor f(f(x)) =

it 9x — 2.
| 9x?-8.

I 9x? - 4.
I mehet

Bl > 9. kérdés: Legyen f(x)=1- JX és g(x) = VX + 1. Ekkor g(f (X)) =

B 7 10. kérdés: Legyen f(x) =sin(1—x) és g(x) = (1-x)2 Ekkor g(f (x)) =

I
i sin(1 - x)z.
(l
| E 1 - 2sin(1 —x) + sin’(1 — x).
(l
I sin?(1 — x).
'Zi
| sin(2x - xz).
I'.l', mehet
'Zi
- I:l: ¥ 11. kérdés: Ha g(f x)) = Ix2-5 és g(x) = vx—5, akkor f(x)=
(
|:|: x—5
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(l
I (x-5)2
I|||
.:.: X+5.
I'l' mehet
1
I|||
= | g
il 12. kérdés: Ha g(f (X)) =x és g(x) =1+ ¥ akkor f(x)=
1
I||| 1
ff x+1
I|||
11 1
1
'.'. ” +1
I:l:
Il 1
| B
I||| 1
I -1
(i X
1l mehet
1
Il

— Elméleti 6sszefoglalé
—_ Definici6: Egy f fliggvény kélcsondsen egyértelmdi, ha barmely ¥ # X, esetén f (Xl) #f (Xz) (11-
12. abra).
|
— Nem kolcsonosen egyértelmii fiiggvény
v
f(z)) = flxa)
r
Anabra
|
|

Kolcsonosen egyértelmii fliggvény

fx2)
f()
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12. abra

Példa néhany értékre kiszamitva a fenti fliggvények:

f(x) =-(x—3)%+5 f(x)=Vx—1+2
w=2f()=f(=-(2-32+5=6 x=21f(q)=f(=v2-1+2=3
Xp=4f(x) =f(4) =—(4-3)2+5=6 |xp=3,f(x)=F(3)=+3-1+2=v2+2~3,41
f(x)=f(2)=6=f(x)="f( fx)=f2) =3=f(x)=f(3) ~3,41

A szigortian monoton fliggvények kdlcséndsen egyértelmi fliggvények.

Definicié: Ha az f fliggvény kolcséndsen egyértelmi, akkor létezik ffl-gyel jelolt inverz
fiiggvénye, amely az f értékkészletét képezi le az f értelmezési tartomanyara, tehat

f: Df — Rf
1 Rt — D¢
tovabba teljesil, hogy f ~X(f (x)) = f (f ‘1(x)) = x barmely X € Dy esetén (13. abra).

Inverz fliggvény definicidja

/\/

Tehat az inverz fiiggvény értelmezési tartomanya az eredeti fliggvény értékkészlete, és

13. abra

értékkészlete az eredeti fuiggvény értelmezési tartomanya.

RfZDf—lDfZRf—l

_ _ 1
Megjegyzés: Az f ljelt’)lés kénnyen megtéveszt6 lehet. Ha a egy szam, akkor a l-gyel az —
a

_ 1
reciprokot szoktuk jeléIni, de az f l(x) nem m—et jelol.
X

Ha az f fliggvény nem kélcséndsen egyértelm(, de az értelmezési tartomanyanak van olyan
részhalmaza, ahol e feltétel teljesil, akkor az f fliggvény ezen a részhalmazon értelmezett

lesziikitésének a definicié alapjan létezik inverze.
Erre példa az f (x) = XZ, X € R fliggvény, amely nem invertalhatd, de példaul x e [0,) lesziikitett
intervallumon mar létezik inverze (mert itt mar szigordan monoton), mely a f_l(x) = /X fuggvény

lesz (14. abra).

665 fiiggvény értelmezési tartomanyanak leszlikitése, majd invertalasa

fiz)=xzeR fix) = £*.x € [0, )
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Technikailag az inverz figgvény képletét az f (X) =y egyenlet x-re valo rendezésével lehet
eléallitani. Fontos még megjegyezni, hogy az inverz fliggvény inverze az eredeti fliggvény.

Mivel az f és f L fuggvényeknél az értelmezési tartomany és az értékkészlet helyet cserél, ezért a
fliggvény abrazolasanal a koordinatatengelyek is szerepet cserélnek. Ennek kévetkeztében az f (X)

és f_l(x) gorbék egymas tilkdrképei, az y = X egyenesre nézve.

Az elemi figgvények kozott tobb fliggvény- inverz fliggvény par talalhaté (15-17. abra).

Néhany példa:

Hatvanyfiiggvény és gyokfiiggvény

Y Jlx) =2,z € [D;0c)
.I
-‘.'-
--‘".
S W) = e
.."-.
'-' ‘r
1.- =z

Y flz)=¢
e 4 y==z
I Yx) = Inx
.--"]/ 7
| x

Exponencialis és logaritmus fiiggvény (1 > a > 0)

u

x

S M) = logy ()
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v |

17. dbra

Kidolgozott feladatok

19. feladat: Hatarozzuk meg az f (x) = 2x — 3fliggvény inverz fliggveényét.

Megoldas: El6szor az eredeti fliggvény értelmezési tartomanyat és az értékkészletét hatarozzuk
meg, amibdl az inverz fliggvény értelmezési tartomanyara és értékkészletére kdvetkeztetiink,
valamint megvizsgaljuk a fllggvény monotonitasat, amibél az inverz fliggvény létezésére
kovetkeztetiink (ahogy lattuk csak szigordan monoton fiiggvényeknek van inverze).

Ebben az esetben az f értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza, szigordan monoton névé
(grafikonja egy emelkedd egyenes), értékkészlete szintén a valds szamok halmaza. igy létezik az
inverz figgvénye és az is a valés szamok halmazan van értelmezve. Az inverz fliggvény képletének
eléallitdasahoz megoldjuk az

y=2x-3

egyenletet X-re, hiszen most azt keressiik, hogy mit kell az y = f (X) = 2x — 3-mal csinalni, hogy
bel6le visszakapjuk az x-et.

Rendezéssel azt kapjuk, hogy

x:—y+3.
2

Ebbdl az inverz figgvény képletét ugy kapjuk, hogy az y helyére X-et irunk, mivel a fliggvények
argumentumat X-szel szoktuk jeldlni. Tehat az inverz fliggvény képlete:

X+3

f‘l(x):T: +

N | X<
N | w

20. feladat: Hatarozzuk meg az f (x) = X3+ 1fuggvény inverz fliggvényét.

Megoldas: Az X3nggvény elemi alapfliggvény, mind az értelmezési tartomanya, mind az
értékkészlete a valés szamok halmaza, és szigorian monoton névé.

Ugyanezek igazak az xS + 1fliggvényre is.

Létezik tehat az inverz fliggvény, ami szintén minden val6s szamra értelmezett. ElSallitjuk a képletét.
Megoldjuk X-re az

y:x3+1

egyenletet. Kapjuk, hogy

x=3y-1.

Innen az inverz fliggvény

f(x) = 3x—1.

1
21. feladat: Hatarozzuk meg az f (x) = > flggvény inverz fliggvényét.
X+

Megoldas: El6szor is Dy = (-0, —2) U(—2, ), hiszen a nevez6 nem lehet nulla. Az értékkészlet

meghatarozasa egy kicsit bonyolultabb.

Egy fiiggvény értékkészlete azokbdl az y szamokbdl all, amelyekhez talélhaté olyan Dr-beli X, hogy
f(x)=y.

A mi esetlinkben ez azt jelenti, hogy Yy benne van az értékkészletben, ha megoldhaté X-re az
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1
y= 2 egyenlet. Persze csak olyan X johet szoba, amelyre X # 2.
X+

Az latszik, hogy ¥ nem lehet nulla, hiszen a tortlink szamlaloja soha nem nulla. De y barmely
nullatél kilénbdz6 szam lehet. (Egy tort értéke akkor lehet 0, ha a szamlaléja 0. Itt a szamlalo 1, igy
a tort értéke nem lehet 0. A nevez6 barmilyen nullatdl kilénbdzé értéket felvehet, igy a tort étéke (y)
is barmilyen nullatol kiilénb6zé érték lehet.)

Ezért Ry = (-0, 0) (0, ).

Az f fuggvény nem szigordian monoton, de kdlcséndsen egyértelm, létezik tehat az inverz
fuggvény. Hatra van még a képletének elballitasa. Ennek érdekében megoldjuk X-re az

y=—
X+2

egyenletet, feltételezve, hogy y # 0, X # —2. Kapjuk, hogy

x:1—2.
y

Ebbél az inverz figgvény
f(x) = 1,
X

22. feladat: Hatarozzuk meg az f (x) = 1.3 fliggvény inverz fliggvényét.

Megoldas: A fliggvényiink mindenutt értelmezett és értékkészlete R; = (3,0), tovabba szigortian

monoton nové. Létezik tehat az inverz fliggvény. Az inverz képletének elballitdsahoz megoldjuk az
y=214+3
egyenletet, feltéve, hogy y > 3.

Ekkor

majd mindkét oldal kettes alapu logaritmusat véve, és felhasznalva a logaritmus egyik azonossagat (
Ioga(x”) = nlog,x) azt kapjuk, hogy

Iogz(zx‘l) =log,(y - 3),

(x=1)logy(2) = log,(y - 3),

x—1=log,(y-3),

x=log,(y-3)+1

Végll is az inverz fuggvény képlete

f7(x) = log,(x —3) + 1

23. feladat: Hatarozzuk meg az f (x) = —In(x + 7) — 3fliggvény inverz fuggvényét.

Megoldas: A logaritmus argumentumara kell kiktést tenntink, X + 7 > 0.

Ezt rendezve X > —7 kell, hogy teljeslljon, azaz Ds = (—7,0). Ez lesz az inverz fliggvény
értékkészlete. A logaritmus flggvény értékkészlete R, igy az inverz fliggvény értelmezési
tartomanya is ez lesz.

Megoldjuk X-re az y = —In(x + 7) — 3egyenletet.
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y+3=—-In(x+7)

-y-3=In(x+7)
Mindkét oldalt e alapra emeljik és logaritmus azonossagot (alogab = b) alkalmazva kapjuk, hogy

e—y—3 _ eIn(><+7)

eV 3 =x+7
eV 3_7=x
Ez alapjan az inverz flggvény

flx)=eV3-7

24. feladat: Tekinsik az f(x) = X2 —4x+4 fliggveényt. Hatarozzuk meg egy alkalmas
megszoritasanak az inverz fliggvényét.

Megoldas: Az X2 —dx+4 = (x- Z)Zfelirésbél latszik, hogy a fliggvénynek egy zérushelye van (

(x- 2)2 = 0 egyenlet megoldasabol), mégpedig az X = 2-ben. Mivel a féegyutthaté pozitiv, igy a
fuggvény képe egy felfelé nyilé parabola, mely a 18. abran lathato.

u
\ /I}
2 x

Latszik, hogy a fliggvény nem szigorian monoton az egész értelmezési tartomanyan, de ha

18. abra

megszoritjuk a ketténél nagyobb, vagy egyenlé szamokra, a megszoritds mar az lesz.

Tekintsiik tehat a g(x) = X2 —4x + 4, Dy = [2,0) fiiggveényt (amely az eredeti fliggveny

megszoritasa) (19.abra), és ennek hatarozzuk meg az inverzét.

1
2 €

A 9. abra alapjan g értékkészlete Ry = [0, ). Ez lesz az inverz értelmezési tartomanya.

19. abra

Megoldjuk az y > 0, x > 2 feltételek mellett x-re az

y= X2 —4x+4 egyenletet.
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(x-2)%=y,

X—=2 =}y, (tudjuk, hogy X — 2 > 0, ezért nem kell itt |X — 2}-t irnunk),

X=Jy+2

A ¢ inverz fuggvénye tehat
g0 = VX +2

25. feladat: Tekintsiik az f (x) = X% -2x+ 1fliggvényt és alkalmas megszoritasanak hatarozzuk
meg az inverzét.

Megoldas: A fliggvény abrazolasahoz el6szor a megoldoképlet segitségével kiszamitjuk a
gyokoket: x = -1 — V2 = -2, 41%, =-1+ V2 =~ 0,41 Ezek lesznek a fiiggvény zérushelyei. Mivel
a fuggveény féegyutthatdja negativ, igy egy lefelé nyilé parabola lesz a fliggvényiink grafikonja (20.

abra). A parabola csucsanak X koordinataja a gyokok atlaga, mivel azonos tavolsagra talalhat6 a két
zéruhelytdl. A csucs y koordinataja pedig a fuggvény képletébe vald helyettesitéssel kaphaté meg:

f(-1) = —(—1)2 —2(-1) + 1 = 2. (Megjegyzés: az abrazolas egyszeriibb modjarol a Figgvény
transzformacidk cimi leckében tanulunk majd.)

i

fx)

20. abra

A 20. abra alapjan latszik, hogy ha megszoritjuk a fliggvénytinket a —1-nél nagyobb, vagy egyenlé
szamokra, akkor egy szigorian monoton cs6kkend fliggvényt kapunk.

Tekintsik tehata g(x) =2 — (X + 1)2, Dy= [-1, ) flggvényt (mely az eredeti fliggvény

megszoritasa) és hatarozzuk meg az inverzét (21. abra).

¥

21. abra

A 21. abra alapjan vilagos, hogy Rg = (—0, 2].
Megoldjuk tehat az y < 2, x > —1feltételek mellett X-re az

y:2—(x+1)2
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| i
— . egyenletet.
—_ CxrP=2-y,
—_ L ox+1=2-y,
—_— (az abszolut értéket megint nem kell kitenni, hiszen a feltételek miatt X + 1 > 0).
| i
— . Ebbél
— L ox=2-y-1
— i
— | Ez alapjan az inverz fuggvény
s g =VZ—x-1
— | Ellenérzé kérdések
fa— i —
— It & 13. kérdés: Az f(x) =2-3x fiiggvény inverz fliggvénye
It
It
{
ff 1 2x 1
f f7X)=—-=
i ) 3 3
( 5
i f (X) =—X+—=
':': mehet
{
f— ( > 14. kérdés: Az f (x) = ¥/x—1 fiiggvény inverz fiiggvénye
I 0 =x0+1
( 700 = (x+1)°
It f 1) =1-x"
( f ) =x>+1
:: mehet
[f
— |I|I
—_— 1

15. kérdés: Az f(x) = ﬁ fliggvény inverz fliggvénye

fl) =241
It ) 2 *

IIII _ 2

i fl==-1
i (x) x

( -
) fo) = =2
| X

Il -1 2+X
[ E = T'
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2 16. kérdés: Mi az HE el™>-2 fliggvény inverz fiiggvénye?

f1x) = In(x+2) + 1
f 1) = 1+ In(x - 2).
] 17Y) = 1 In(x+2).

f 1) = In(L—x) + 2

2 17. kérdés: Mi az f(x) = 2log,(3x) - 4 fiiggvény inverz fiiggvény-e?

00 = %6%3“2

£ 1) = 2392

6y+4

-1 _
700 = >

1
fx) = %67y+ 4

2 18. kérdés: Az f(x)= x% - 6x+10 fliggvény szigorian monoton n6vé az

alabbi intervallumon:
13, ).

[-1, 4]

(o0, 6).

(o0, 3).

mehet

2 19. kérdés: Az f(x) = X2+ 4x+2, D¢ = [-2, ) filiggvény inverze az alabbi

fliggvény:

[ i) = Vx+2 -2
f LX) = VX +2
f %)= Vx—2 +2
fx) = Vx+2 +2
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