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Tanulasi cél: Megismerni a Taylor- és Maclaurin polinom fogalmat, és ezek alkalmazasat kozelitd
értékek kiszamolasara, valamint egy ujabb, hatékony hatarértékszamitasi modszer, a L'Hospital-
szabaly megismerése, és alkalmazasanak elsajatitasa egyszeriibb esetekben.

Elméleti 6sszefoglalé

Sokszor taladlkozunk a gyakorlatban olyan bonyolult figgvényekkel, melyekkel a szamolas nehézkes.
llyenkor érdemes a bonyolult fliggvényt egyszeriibbel kdzeliteni, amely valamilyen értelemben jol
kozeliti az eredetit. Célszerlinek tlinik a hatvanyfuggvényekkel valo kozelités, mivel azokkal kénnyi

dolgozni.

Egy fuggvény linearis kozelitésére egy adott pont kdrnyezetében mar lattunk példat egy fuiggvény

adott pontjaba huzott érinté egyenese kapcsan.
A linearis kozelitésnél (érinté egyenesnél) jobb kdzelitést nyerhetiink egy adott pont kdrnyezetében

magasabbfokl polinomokkal. Erre mutat példat a kdvetkezé abra, melyen a cos x fliggvényt
kozelitettik elsé-, harmad-, 6tddfoku polinommal a % kérnyezetében.

A cosx fliggvény kozelitése els6-, harmad-, 6todfoka polinommal a > kornyezetében

e,
[

1.abra

Definici6: Legyen az f olyan fliggvény, mely értelmezett az a € R rogzitett hely egy
kérnyezetében, s ott n-szer folytonosan differencialhatd. Ekkor a

1., 1, 1
@) =@+ @) (c—a)+ @) =)o =0 a) (- a)”
polinomot az f fiiggvény a helyen vett n-edfokt Taylor-polinomjanak nevezzik.

(A nulladik derivalt magat a fliggvényt jelenti, azaz f(o)(a) =f(a),és0!=1)

Eszrevehetjiik, hogy az elséfoki Taylor-polinom pontosan az f fliggvény a helyen vett érinté
1
egyenesének egyenletét adja: 7/ (x) =1 (a) + Ff’(a) -(x—a) =f(a)+f"(a) - (x—a). (Az érintd

egyenes egyenletét lasd Matematika 1. targy Differencidlszamitas bevezetése cimi leckében.)

A Taylor-polinom kézeliti az eredeti fliggvényt. Minél kézelebb van x az a-hoz, és minél magasabb a
polinom rendje, a kozelités altalaban annal jobb.

Ha a = 0, azaz a fuggvényt a = 0 kdrnyezetében kozelitjiik, akkor Maclaurin-polinomrél beszéliink.

Mf(x) =f(0) + %f’(o) (-0)+ %f”(o) (=024 %f(")(O) (x-0)"=

SO+ S (O) x+ 0) 4+ v+ 0

Kidolgozott feladatok
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1. feladat: Irjuk fel az f(x) = e fliggvény masodfoki Maclaurin-polinomjat!

Megoldas: A megoldasban induljunk el a Maclaurin-polinom definiciéjabél, miszerint egy fliggvény n
-edfoku Maclaurin-polinomjanak nevezzik, a 0 helyen vett n-edfok Taylor-polinomot, mely az

alabbi médon irhaté fel.

M) = @)+ 2 '(0) -+ oo "(O) x? o+ =y (0) a7

Mivel feladatunkban masodfoku polinomot kell felirnunk, igy » = 2, s igy a polinomban csupan
harom tag fog szerepelni.

M () =f(©) + 757'0) -+ 5" (0) -x*

Természetesen a konkrét Maclaurin-polinom felirasahoz meg kell hataroznunk a képletben szereplé

£(0), £'(0) és f"(0) értekeket.
Els6ként helyettesitsiik a fliggvénybe a 0-t.
fO)=e?0=e"=1

Ezutan allitsuk el6 a fuggvény derivaltjat, és hatarozzuk meg a derivalt helyettesitési értékét is a 0
helyen.

fE)=e ™ (-2) =2

A derivalas soran ne feledkezzlnk el arrél, hogy 0sszetett fliggvényt derivalunk, igy a kilsé
fliggvény derivalasa utan szoroznunk kell még a belsé fliggvény derivaltjaval is.

Hajtsuk végre a0 behelyettesitését.

0 =-220=2"=2

Allitsuk el6 a masodik derivaltat.

f"(x) = 27 (-2) = 4e™>

Helyettesitsiik ebbe is a 0-t.

F(0)=4e20=4=14

Utolso Iépéskent helyettesitsiik be a meghatarozott /(0), /'(0) és f"(0) értékeket a masodfokd

Maclaurin-polinom képletébe. A behelyettesités utan hatarozzuk meg a faktorialisok értékét, és egy-
egy tagban szorozva a konstansokat, hozzuk egyszeriibb alakra a polinomot.

sz(x):l+%~(—2)~x+%~4~x2:1+%~(—2)-x+%~4-x2:

=1-2x+2x°

Az alabbi dbra jol szemlélteti, hogy milyen médon kozeliti az eredeti fliggvényt a szamolt masodfoku
Maclaurin polinom.

Az f(x) —e > fliggvény masodfokia Maclaurin-polinommal valé kozelitése

Y
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2. abra
—_— 2. feladat: Irjuk fel az f'(x) = ¥/x + 1 fliggvény masodfoku Maclaurin-polinomjat!
— Megoldaés: Itt is elindulhatunk a masodfokd Maclaurin-polinom definiciéjabol.
— 1., 1., 2
Mof (x) =f(0)+ﬁf (0 R 0)-x
— Most is el6 kell allitanunk az £(0), /'(0) és f"'(0) értékeket.
—_— Helyettesitsiik be elséként a fiiggvénybe a 0-t.
et 70 =30+1=1
— Ezutan allitsuk el® a fliggvény derivaltjat. A derivalas el6tt célszerl atalakitani a figgvényt. A gyok
helyett irjunk tortkitevés hatvanyt.
I 1
— f)=Yx+1=(x+1)3
e Ebbdl az alakbdl mar egyszeri a derivalas.
I 1 _;
f— f'(x):g(x+ 1)73
— Helyettesitsiik be a derivaltba a 0-t.
— " 1 2 1
— ](O):§(0+l)3:§
— Allitsuk elé a masodik derivaltat is.
L}
— ” 1[ 2) _5 2 _5
xX)=—|-——|x+1) 3=—(x+1)"3
J"(x) 373 (x+1) 9 (x+1)
— Hatarozzuk meg a masodik derivalt 0 helyen vett helyettesitési értékét.
— 2 _5 2
— "0)=——=0+1)3=—
7"(0) 9( ) 9
_— Végul a meghatarozott f(0), /"(0) és /"(0) értékeket helyettesitsiik be a masodfokd Maclaurin-
polinom képletébe. A behelyettesités utan hozzuk egyszerlbb alakra a polinomban az
egyutthatdkat.
L}
- sz(x):1+—-l +i-(—gj~x2:1+l 1 x+l (—E) X =
11 3 21 9 1 3 2 9
I
f— =1+=x— %xz
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A masodfoku Maclaurin polinommal valé kézelitést szemlélteti a kdvetkezd abra.

Az f(x) = Ix+1 fiiggvény masodfoka Maclaurin-polinommal valé kozelitése

-3

1
3. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = 320 fliggvény harmadfoku Maclaurin-polinomjat!

Megoldas: Induljunk ki a Maclaurin-polinom definiciéjabal.

1, 1., 1
Myf () =f(0) + T'(0) - x+ = f (0)-X2+§f 0 -3

Allitsuk el6 a sziikséges derivaltakat, és hatarozzuk meg a fiiggvény, valamint a derivaltak értékét a
nulla helyen. A derivalasok egyszerlibbek ha a fliggvényt atalakitjuk, mert akkor tort helyett sszetett
fuggvényunk lesz.

R N | _L1_1
f0)=5—5-=6-20" = [(0)=3"=3
/@) =(D)-B-297(2=2-G-297 = /(0 :Z-szzg
F0=64@-207 (9=8-G-20° = [©-83°=>
) = (-24)- B2t (-2)=48-(3-20* = ["(0)=48-3"= g

A kapott értékeket helyettesitsiik be a polinomba.

1.1 2 1 8, 1 483 1 2 4, 8 3
Msf(x)7§+ﬂ-§x+z~ﬁx +a'ax 7§+§X+EX +ax

A kozelitést a kovetkezd abra szemlélteti.

1
Az flx) =7

> fiiggvény harmadfok( Maclaurin-polinommal valé kozelitése
—2x
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4. dbra

4. feladat: Irjuk fel az f'(x) = sin 2x fiiggvény a = % helyen vett masodfoku Taylor-polinomjat!

Megoldas: A definiciobdl indulunk el, mely szerint az f'(x) figgvény a helyen vett n-edfoku Taylor-
polinomja a kévetkezd:

T () = (@) + 7@ (6= a) + 2/ "@) - (=P o+ @) - (v-a)
Mivel masodfoku polinom a kérdés, igy n = 2.
T _ 1, 1., 2

() =@+ 1ofv (=) + (@) ()

Annyiban véltozik tehat csak a dolgunk az el6z6ekhez képest, hogy nem a0 helyen kell
meghataroznunk a fliggvény, valamint elsé és masodik derivaltjanak értékét, hanem az a = %

helyen.

Helyettesitstink el6szor a fliggvénybe.

g

Allitsuk el6 a fiiggvény derivaltjat. Figyeljiink oda, mert 8sszetett fliggvényrél van szé, ne felejtsiink
el szorozni a bels fliggvény derivaltjaval.

f'(x) =cos2x - 2 =2c0s 2x

Helyettesitstink most a derivaltba is.

f '(Ej = 2cos(2 . E) =2c0sZ =0
4 4 2

Ezutan derivaljunk még egyszer.
f"(x) = 2(-sin 2x) - 2 = —4sin 2x

A masodik derivaltba is helyettesitsik be az a = % értéket.

f”(fj = —4sin(2 . E) = —asinZ =4
4 4 2

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson10.xml

Page 5 of 18

2018.09.14.



COEDU

Az eléz6ekben meghatarozott f(a), f'(a) és f"(a) értékeket irjuk be a Taylor-polinom képletébe, s
egyben helyettesitsiink a helyére is.

1o (g gy (-3

Végul hozzuk egyszer(ibb alakra a polinom egyutthatoit.

Tzf(x):u%.(_@( —%)2=1_2(x_%)2

A szemléltetést a kdvetkez6 abra segiti.

Az f(x) =sin2x figgvény masodfoki Taylor-polinommal val6 koézelitése az a = 7
kornyezetében
y
3
2
sin(2x)

Taf(x)

5. dbra

. 1
5. feladat: Irjuk fel az f'(x) = In 3x fiiggvény a = 3 helyen vett masodfoku Taylor-polinomjat!
Megoldéas: Most is a masodfoku Taylor-polinom definicidjat hasznaljuk fel.
1, 1., 2
B () =/ (@) + /(@) (=) + 5o/ (@) (=)
Hatarozzuk meg a polinomban szereplé, egyelére ismeretlen f(a), f'(a) és f"(a) értékeket.

1
Helyettesitsik els6ként a fuggvénybe az a = ?ot.

)z H)omi-o

Derivaljuk a fliggvényt.

)= 322
S )=5 8=
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1
Helyettesitstink be a derivaltba is a helyére g-ot.

)4

Allitsuk el6 a masodik derivaltat.
" 1
f'&)=-=
X
Helyettesitsiik a masodik derivaltba is az a = E_Ot'

1) = —(1—1)2 -9
3

Majd a Taylor-polinom képletében helyettesitsiink a, f(a), /"(a) és f"(a) helyére.

Tzf(x):0+%.3.(x_%) %.(_9)( _%Jz

Végul irjuk egyszerlbb alakban a polinom egyutthatait.

-3 4o-3

Jelen esetben a Taylor-polinommal val6 kozelitést a kovetkezd abra szemlélteti.

1
Az f(x) = In3x fliggvény masodfoki Taylor-polinommal val6 koézelitése az a = 3

kornyezetében
£}
3
In(3x
= n(3x)
1
1 ] 2 3 4 -]
X
; T:f (2)
3
6. abra

6. feladat: irjuk fel az £(x) = x> —5x? +x + 20 fiiggvény a = 3 hely kériili harmadfoku Taylor-
polinomjat!

Megoldas: Induljunk ki a Taylor-polinom definiciéjabdl, eszerint
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N . 1 - 1 " 1 /4
B () =/(@)+ T/'(@) (x=a) + (@) (=)’ + f (@) - (x—a)?
Ebben a sorban kell most a helyére 3-at helyettesitentink.
: : 1., 1., 2 1 . 3
T () =/ @)+ @) (=3 + " @) (r=3)+ /() (:=3)
Ehhez el6szor az £(3), f'(3), /" (3), /" (3) értékeket kell meghataroznunk és behelyettesiteniink.
_ .3 2 _ 3 2 _
f(x)=x"-5x"+x+20 = [f(3)=3"-5-3°+3+20=5
) =3%-10x+1 = f(3)=3-32-10-3+1=-2
f"x)=6x-10 = [f"(3)=6-3-10=8
f’"(.x) — 6 :> fl//(3) — 6
Tehat
Tyf (x) =5+ %(—2)();— 3)+ %B(x -3)%+ %G(x -3)%=5-2(x-3) +4(x - 3)%+ (x-3)°
Ha elvégeznénk a hatvanyozasokat és 6sszevonnank az azonos fokszamu tagokat, természetesen
visszakapnank az eredeti polinomot, ezzel tudnank ellenérizni a megoldast.

7. feladat: Melyik az a harmadfoku polinom, melyre a kdvetkezék igazak: p(0) = 3, p"(0) = -1,
P"(0) = —6, p"™(0) = 122

Megoldas: Mivel a fliggvény és derivaltjainak értéke a nulla helyen adott és a polinom harmadfoku,
ezért a harmadfokl Maclaurin-polinom felirasabdl indulunk ki.

P = PO+ op"(O) x4 o™ (O) 5P T 0)

Nincs mas dolgunk, mint a figgvény és a derivalt megadott értékeit behelyettesiteni.

1

?12)63:3—x—3x2+2x3

1 1 2
plx)=3+ F(—l)x + E(—G)x +
Ha a tagokat a szokott sorrendben irjuk, akkor p(x) = 23 -3x°—x+3
8. feladat: Hogyan hatarozhatjuk meg ? kozelitd értékét, ha csak négy alapmdiveletes
e
szamologépink van?

-0

1
Megoldas: Mivel o= =¢ 'l, ezért a feladatot ugy is megfogalmazhatjuk, hogy adjuk meg

e
kozelitdleg az f'(x) = e* fuggvény xg = —0.1helyen vett helyettesitési értékét. Mivel a —0.1 "kozel
van" a nullahoz, ezért az f(x) figgveény egy tetszéleges fokszamu Maclaurin-polinomjanak

segitségével hatarozhatjuk meg a kozelité értéket. Vegyiik ezen figgvény masodfokd Maclaurin-
polinomjat, melybe majd x helyére a megadott x( értéket kell behelyettesitenlnk.

fW=¢" = fO)=e"=1
f@=¢" = rO==1
") =e = fr0)=e=1
Ebbél

B 1 15
MJ(X)71+HX+EX

N %(—0.1) + %(—0.1)2 = 1-0.1+0.005 = 0.905.
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Minél minél magasabbfoku polinomot vesziink figyelembe, a kozelité érték annal pontosabb lesz.

Ha példaul a harmadfoku Maclaurin-polinomba helyettesitiink, akkor

eOlr1y %(—0.1) + %(—0.1)2 + %(—0.1)3 =1-0.1+0.005—0.00016 = 0.9049
Ha a negyedfoku polinomba, akkor

eOlr1y %(—0.1) + %(—0.1)2 + %(—0.1)3 + %(—0.1)4 =

=1-0.1+0.005-0.00016 + 0.00000416 = 0.9048375.

Ha nem csak négy alapmiveletes szamoldgéplnk van, akkor egy lépésben kaphatunk kozelité

értéket, s igy ¢ 1 £ 0.904837418. Amint lathato a negyedfoku polinombdl kapott érték mar 6
tizedesjegyre pontos. Ha ennél is pontosabb értékre van szlikség, tovabbi tagokat figyelembe véve

tetszbleges pontossag érhetd el.

9. feladat: Adjunk kozelitést cos 0.1-re , ha csak négy alapmiveletes szamologépiink van.
Megoldas: A feladatot ugy is megfogalmazhatjuk, hogy adjuk meg kézelitéleg az f'(x) = coSx
fuggvény xg = 0.1helyen vett helyettesitési értékét. Mivel a 0.1 "kézel van" a nullahoz, ezért az f(x)

fuggveény egy tetszéleges fokszamu Maclaurin-polinomjanak segitségével hatarozhatjuk meg a
kozelitd értéket.

f()=cosx = f(0)=cos0=1

i) =-sinx = f/(0)=-sin0=0
f'(x)=—cosx = f"(0)=-cos0=-1
Ebbdl

_ 0 -1, 1
sz(x)—1+ﬁx+ix —1—Ex

cos0.1~1- %(0.1)2 =0.99500

Ha nem csak négy alapmiveletes szamoldgépunk van, akkor egy lépésben kaphatunk kdzelitd
értéket, s igy c0s 0.1 = 0.995004. Amint lathatd a masodfoku polinombdl kapott érték mar 5
tizedesjegyre pontos.

Ellendrz6 kérdések

1. kérdés: Melyik az f(x) = 12x fliggvény harmadfoki Maclaurin-

5—
polinomja?

1 2 4 - 8 3
B2+ oxr —=x®+ ——x
5 25 125 625

1 2 4 o, 8 3

X" ——x
5 25 125 625

1,2 4, 16 3

5 25 125 625

1 2 4 5, 16 3
X - X
5 25 125 625

mehet
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— I:I: 2 2. kérdés: Melyik az f(x) = sin®x — cos?x negyedfokd Maclaurin-polinomja?
I:I: 1
I|I||I 1-2x 2 + —Xx 4
IIII 3
I||| 1
|:|: 1+ 2% - =yt
I||| 3
1
|'|I 1-2¢%+ Ex4
I 3
(

i\ E -1+ 2X2 - g)(54

IIII 3

I'.l'. mehet
IIII

I|||

— ( 3. kérdés: Az alabbiak kéziil melyik az f(x) = cos’x negyedfoka Maclaurin-
i polinomja?
|:I|:I
,:,:

(

i 1-2x%+ lx4
I||| 3

,:,: 2

I|I||I 1- x2 + —x4
1 3

I}

I||| 2

I |E1-2%+ §x4
Il

i mehet
|:I|:I

- |

— (| 4. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik az f(x) = 2x°— 11x? + 17x - 2
| fiiggvény a = 2 hely koriili harmadfokia Taylor-polinomja?
I}

Il

| FO)=4-(x-2)+3(x-2)?+2(x-2)°
Il

L ) =4-30-2) + (k- 2P+ 2 - 2)°
Il

| F()=2-3(-2) +4(x-2)%+2(x - 2)°
Il

f@)=2-4(x-2)+3(x-2)+2(x-2)°
Il

| mehet
IIII

I|||

- | —

— (M ' 5. kérdés: Melyik az a harmadfoki p(x) polinom, melyre a kévetkezék
igazak: p(0)=5, p"(0)=-3, p""'(0) =4, p™"(0) = 182
|:I|:I
I px) = 5x%— 3x? + 4x + 18
|:I|:I
| p(x)=5x3—3x2+2x+3
'I
| p(x) =18x> +4x2-3x+5
I}

Il
| pl =33+ 267 -3v+5
I|I||I mehet
IIII
I|||
— I

6. kérdés: Ha /e kozelitd értékét az f(x) =" fiiggvény harmadfoki
i Maclaurin-polinomjaboél szamoljuk, akkor mit kapunk?
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1.64436
[7] 1.64583
1.64653

1.64816

mehet

7. kérdés: Ha sin 0.1 értékét az f(x) = sinx harmadfoka Maclaurin-

| szamoljuk, akkor mit kapunk?

0.10016

[%1 0.09983

0.0017453283

-0.10016

mehet

Elméleti 6sszefoglald

Korabban foglalkoztunk mar hatarértékszamitasi feladatokkal. Gyakran talalkozhatunk olyan
hatarértékszamitasi problémakkal, melyek nem oldhatéak meg a korabban tanult médszerekkel, igy

0 o0 . ) .. .
példaul a 6 vagy — tipusu hatarértékek, valamint az ezekre visszavezethetdéek. Ezen tipusok
0

meghatarozasara ad hatékonyt médszert a L'Hospital-szabaly.

Tegylk fel, hogy a

lim & hatarérték —- vagy 0 tipusu,

x—)cg(x) 0 O

és ¢ egy kornyezetében, esetleg c-tdl eltekintve, f is és g is differencialhato, tovabba g(x) # 0 és
g'(x)#0.

lim L&
g’ (x)

i 26 _ i £

x—>c _xﬁ)nc ()
gx) g'(x)

~

Haa

hatarérték létezik és véges, akkor az is teljesul, hogy

A c jeldlhet egy véges értéket, valamint mindkét végtelent is.

A tétel rovid és pontatlan megfogalmazasa: a tort limesze a derivaltak hanyadosanak a limeszével
egyenlé.

Fontos, hogy csak hatarozatlan alaku hatarértékek kiszamolasara prébaljuk a tételt alkalmazni,
kilénben hibas eredményt ad.

Eléfordulhat olyan eset, amikor a szabaly egyszeri alkalmazasa nem elegendd, mert a deivaltak
hanyadosa Ujra hatarozatlan alakot ad. Ekkor (ha a feltételek teljesiiinek) Ujra alkalmazhatjuk a
L'Hospital-szabalyt. llyenkor az Gjabb derivalas elétt célszer(i a lehetséges egyszerisitéseket
elvégezni.
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s A feladatmegoldasok soran el6szér mindig megvizsgaljuk, hogy milyen tipusu hatarértékrdl van szoé.
0 0
A 6 vagy — tipusu hatarozatlan esetekben koézvetlenil alkalmazhaté a L'Hospital-szabaly. Ezen
o0
tulmenéen foglalkozunk "0 - 0" tipust hatarértékekkel, melyekre bizonyos atalakitasok utan a
szabaly alkalmazhato.
— Ha az f(x) - g(x) szorzat, (a szébanforgd helyen) "0 - o«o" tipusu, akkor az
I
' S(x)
- S(x)-gtx) ===
g(x)
I
— vagy az
L}
g(x)
- S(x)-glx) ===~
S(x)
_— . o . .y e il iy e P 0.
formulak valamelyikét felhasznalva, a kérdéses hatarérték atalakithat6 —, vagy 6 tipusuva, aztan
o0
alkalmazhat6 a L'Hospital-szabaly.
s Gyakran a kétféle atirasi lehetéség kozll csak az egyik hasznalhaté. Azzal érdemes el6szor
prébalkozni, amelyik a derivalas szempontjabdl egyszeriibbnek tinik.
L} -
— Kidolgozott feladatok
10. feladat: Szamitsuk ki a lim —— hatarértéket.
X—>0 In X
L} o0
— Megoldéas: Most egy — tipusu hatarértékkel van dolgunk, igy a L'Hospital-szabalyt kdzvetlenil
o0
tudjuk alkalmazni. Ennek érdekében kulon derivaljuk a szamlalét és kildn derivaljuk a nevezét, s
ennek a hanyadosnak vessziik az eredeti helyen vett hatarértékét. Ez most
L} 1
L] ’
lim %) _ i 28
¥o0(lnx)  xXo® 1
X
L} 0
— Ebben a formajaban ez egy 6 tipusu hatarérték, latszélag nem jutottunk elére. De az utébbi
hatarérték atalakithatd (megsziintetjik az emeletes tortet), és ezutan kdnnyen kiszamolhaté a
hatarérték:
— 1 . -
lim 2% = lim —~— = lim > =
X—>0 £ X—>0 Zﬁ X—>0 2
P
s A derivaltak hanyadosanak plusz végtelen a limesze, igy tétellink értelmében ennyi az eredeti limesz
is, azaz
L} 2X
_— . e
11. feladat: Szamitsuk kia lim — hatarértéket.
X—>0 x
I [ee]
— Megoldas: Egy — tipusu hatarértéket kell kiszamolni. Tekintjiik a derivaltak hanyadosanak a
o0
hatarértékét.
L} ’
- . (QZx) 2T e
Yll—r>noo 2Y = Yll—r>noo— = x“—)oo_
(x ) ’ 2x X
L} o0
— Ez is egy — tipusu hatarérték. Kiszamolasahoz a L'Hospital-szabalyt Gjra alkalmazzuk.
o0
L}
— A derivaltak hanyadosanak hatarértéke most
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lim (] im 2 im (26%) = <=.
X—>0 (x)/ X—>0 1 X—>00

A tétellink értelmében ekkor

2x

li — =
X—>®0 X

is teljesll, majd még egyszer alkalmazva a tételt

R

. e
Ilmw —5=®
x> .

is fennall. Tehat ebben az esetben kétszer alkalmaztuk egymas utan a L'Hospital-szabalyt.

x3

12. feladat: Szamitsuk ki a xlim

hatarértéket.
—)wxz X

+e

Megoldas: A limesz z tipusu. Tekintjuk a derivaltak hanyadosanak limeszét:
o0

3 r
- (x ) 32
li =i -
x—)oo(x2+ex) XD 1o

Ez még mindig ® tipusu. Nézzik tehat a
0

2 ’
. (3x ) . 6x
im =i
X0 (x +e¥)  FOP24er

hatarértéket, de ez még mindig z tipusu. Végul, még egyszer képezve a derivaltak hanyadosanak
0

hatarértékét, kapjuk, hogy

o (6x) 6
im———"— = |lim —
—®© (2 + ex)/ X0 %

=0,

]
X

ezért sorban minden limesz nullaval egyenlé, igy az eredeti is, azaz

ILoo 2 X
PO t+e

=0.

Tehat ebben az esetben haromszor alkalmaztuk egymas utan a L'Hospital-szabalyt.

X

13. feladat: Szamoljuk ki a Iim0 e_ hatarértéket.
X

—>Usinx

0
Megoldas: A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték 6 tipusu. Tehat tekintjiik a derivaltak

hanyadosanak limeszét, ami

X ' X
. -1 .
Ilm(e_ )/:Ilm S
x=0 (sinx)’ x—0cosx

Ennyi tehat az eredeti limesz is:

. ef-1
lim —
x>0 sin x

X
14. feladat: Szamitsuk ki a lim —-< 5, hatarértéket.
x—=01 —¢
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0
Megoldas A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték 6 tipusu. Vessziik a derivaltak

hanyadosanak limeszét:

_ lim " +xe* _1+0 __l
x—)O(l_eZX)' x=0 _2p2* -2 2

Tehat az eredeti hatarértékre is fennall, hogy

lim X~ _1
x>01 _ > 2

-2
. sin
15. feladat: Szamoljuk ki a lim —— " hatarértéket.
x—>01 —cos 3x

0
Megoldas: A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték 6 tipusu. Most a derivaltak
hanyadosanak limesze:

2sin x'cos x
x—>0  3sin 3x

0
ami a 0-t valo behelyettesitést kovetden djra 6 tipusu. Ebbél kapjuk a derivaltak hanyadosat

képezve a

lim 2c0s2x — 2sin’x _2-0_2
x>0 9cos3x 9 9

eredményt, s igy ennyi az eredeti limesz is,

sin’x 2

im———-=—
x—>01-cos3x 9
Akar esziinkbe juthatott volna az els6 derivalas utan egy trigonometrikus azonosség is, mely alapjan

2sinxcosx . - sin2x
x>0 3sin3x  x—0 3sin 3x’

0
Ez persze igy is egy 6 tipusu limesz, de ha most vesszik a derivaltak hanyadosanak limeszét, azt

kapjuk, hogy

. 2cos2x 2
lim =—,
x—>09cos 3x 9

és ismét hivatkozhatunk arra, hogy a tétellink alapjan az eredeti hatarérték is ennyi. Ezen az uton a
derivalas némileg egyszeribb volt.

Az ilyenféle atalakitasok gyakran jelentds egyszeriisddést tudnak eredményezni.

16. feladat: Szamoljuk ki a lim -9 hatarérteket.

x—=>0sinx — x

0
Megoldas: A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték 6 tipusu. A derivaltak hanyadosanak

limesze igy:
1 1
lim cos’x — cos0

x>0cosx—1 cos0O-1

Ez tovabbra is % tipusu, de atalakithatd a kovetkezé médon:
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1 cosix -1 )
lim cos’x = lim cos’x =i cosx—1 -
x>0cosx—1 x—>0cosx—1 ¥>0cos?x(cosx — 1)

—_— . (cosx+1)(cosx—1 . cosx+1 1+1
- =I|m( x2 )(cosx ):Ilm xz = =2.
x>0 cos“x(cosx — 1) x>0 cosx 1
I ; o . .
— A tétel alapjan az eredeti limesz is ennyi:
— lim ﬂ =2
x—0sinx —x
— Ha a fenti atalakitasi lehet6séget nem vessziik észre, akkor ismét a L'Hospital-szabaly
alkalmazasaval probalkozhatnank, ekkor azt kapnank, hogy:
— (1_ 12 ) __2sinx )
. 3 .
m S = lim —S5X = lim——— =2
x>0(cosx—1)" x>0-sinx x—>0¢cos’y
s Most tehat igy is célhoz értink. Néha azonban az egyszerisitések elvégzése nélkil nem szamithato
ki a limesz.
L} e
— In(l + —)
17. feladat: li =2
X—>0 . (3)
Sin|—
X
L} e
f— In(l + —) |
. n(1+0 0
Megoldas: lim, 3x = ( ) _0
sin(—) sin(0) 0
X
I O
f— Tehat ujra egy a tipusu limesszel van dolgunk. Most a derivaltak hanyadosanak limesze:
= 1)
i 1+2\ ¥?
lim
X—0 3
cos(—) -
X X
L} 1
f— Ez tovabbra is 6 tipust. Vegylik észre azonban, hogy a problémat okozd —— tényezével
X
egyszerUsithetlink. Ekkor kapjuk, hogy
—_— 1 e 1
L] —_
. 1+—( xz) . l+5(e) e
Yll—r;noo ’é 3 = xll—r>noo x3 Y
} cos(—)(——z) cos(—)(3) 3
X X X
I
— Persze az eredeti limesz is ezzel egyenld:
L} e
— In(l + —)
l g
A sin(gi 3
X
I 1
f— Ha most a derivéltak hanyadoséban nem egyszerilsitenénk a -— tényezdvel, hanem ismét
X
0
tekintenénk a derivaltak hanyadosanak limeszét, akkor az tovabbra is — tipusi maradna, és ez
térténne akarhanyszor vennénk, az egyébként egyre bonyolultabb derivaltak hanyadosanak
limeszét. Ezért, ha lehet, akkor mindig egyszerUsitsink!
— 18. feladat: Szamitsuk ki a YIl_r;noo(xe ) hatarértéket.
— Megoldéas: Ez a hatarérték egy 0 - o tipusu szorzat. A negativ kitev6ji hatvany miatt kinalkozik a
I
L]
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im (ve 2 = lim -5
S fre ™) = i,
L}
— tort alaku atiras.
— . o0 . .
— Igy egy — tipusu tort hatarértékének a kiszamitasara vezettiik vissza a feladatot, melyre mar
a0
alkalmazhato a L'Hospital szabaly. Véve a derivaltak hanyadosanak hatarértékét, arra jutunk, hogy
L}
. 1
— lim —-=0.
X—>0 262:(
L}
— Tehat az eredeti limesz is ennyi:
L}
— lim (xe_zx) =0.
X—>00
— 19. feladat: Szamitsuk ki a IirT(]ﬁ(tgx- Inx) hatarértéket.
X—>
— Megoldas: A feladat egyoldali hatarértékszamitassal kapcsolatos ismeretekre éplil (lasd Matematika
1. targy 8.Hatarérték cimi lecke).
—_— Az egyoldali hatarértékeket megvizsgalva kapjuk, hogy a szorzatunk limesze 0 - oo tipusu. Mivel
—— = Cctgx elemi alapfliggveény, a
tgx
—_— . . n . nx
— lim (tgx - Inx) = lim Tx = lim —
x—0" x—0" = x—0"ctgx
togx
I
— atirast valasztjuk.
— . [e9)
— Igy egy — tipusu hatarérték kiszamitasa a feladatunk, melyre alkalmazhato a L'Hospital szabaly.
o0
Tekintsuk a derivaltak hanyadosanak hatarértékét:
I
- i~ sin“x
lim —5—= lim |-
x—0"_ x—0" X
sin’x
L} 0
f— Ez egy 6 tipusu hatarérték. Alkalmazhatjuk ismét a L'Hospital-szabalyt, és egy lépésben célhoz
. sin
jutunk, de talan még egyszeriibb, ha felhasznaljuk a nevezetes Ilna X 1 hatarértéket. Ekkor
g X
L}
— Ezzel egyenld az eredeti limesz is:
— lim (tgx - Inx) = 0.
x—0"
o ” ” e 7
— || Ellenorzo kérdések
L}
— Il

N

mehet
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=

G 2 . X
9. kérdés: |lim e =
x—)we X

if mehet

=) F e
B 10. kérdés: lim &2t
” X—>0 X

l-cosx _

2 L :
“7 11. kérdés: lim e
x=0  x

| mehet

Il = —2x

" 5= > > . l-e
I ~  12. kérdés: |lim 5 =
fl x>0 x4 3x

I,l, mehet

13, kérdés: lim nEx=tis

x>1In(3-2x)
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N | o

B 7 14. kérdés: !im(xze_x)=
X—>0

— i =
— 1l =

“" 15, kérdés: lim (x -sin(
X—>0|

T

I —T.

| mehet
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