COEDU

Tanulasi cél: a vektorok fogalmanak és a veliik végezhet6 alapveté miiveletek megismerése, ezek
gyakorlati hasznalhatésaganak ismertetése.

Térbeli vektorok definicidja, miliveletek és ezek geometriai
jelentései

W. R. Hamilton (1805-1865) ir matematikus, csillagasz és fizikus volt az, aki el6szor hasznalta a
vektor kifejezést. A vektor elnevezés a csillagaszatbdl kerllt at a matematikaba. Ott az ellipszis
fékuszaban allé Napbdl a bolygékhoz huzott iranyitott szakasz elnevezésére szolgalt (vectus =
hdzni, vonni).

Vannak olyan mennyiségek, amelyeket a nagysagukkal egyszeriien meg tudunk hatarozni. llyenek
példaul a témeg, az id6, a hosszusag. Ezek megadasahoz elegendd egy szam és egy alkalmasan
valasztott mértékegység. Ugyanakkor példaul az erd, az elmozdulas vagy a sebesség megadasahoz
tobb informacidra is sziikség van. Példaul ha egy test elmozdulasat szeretnénk leirni, akkor meg kell
mondanunk, hogy milyen iranyban és mekkora tavolsagra mozdul el. Hasonléan, egy test
sebességének megadasahoz tudnunk kell, hogy milyen iranyban és mekkora sebességgel halad.

Definicio: A térbeli iranyitott szakaszokat vektoroknak nevezziik. Egy vektort harom adat hataroz
meg egyértelmiien, a nagysaga (hossza), az allasa (melyik egyenessel parhuzamos), és az
iranyitasa (az egyenesen merre mutat).

Definici6: Két vektor egyenld, ha mindharom jellemzgjiik azonos, azaz ha van olyan parhuzamos
eltolas, amellyel fedésbe hozhatdk.

Jelolesek: Ha egy v vektor az A kezd6pontbdl a B végpontba mutat, akkor a kbvetkez6 jeloléseket
hasznalhatjuk: v = 4B = v.

végpont

v.ektor iranya

Definicio: A v vektor hosszan a vektort szemlélteté szakasz hosszat értjik. Jele: || v ||. Ha ez az
érték 1, akkor a vektort egységvektornak nevezziik.

Definicio: Azt a vektort, amelynek hossza 0, nullvektornak nevezziik. A nullvektor iranya
tetsz6leges, azaz minden vektorral parhuzamos és minden vektorra meréleges. Jele: 0.

Definicio: A v ellentettjének nevezziik és —v-vel jeldljik a v-vel egyenlé hosszUsagu, azonos
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allasu, de ellentétes iranyitottsagu vektort.

Miiveletek vektorokkal

Definici6: Adott két vektora és b. Aza ésb vektorokat toljuk el Gnmagukkal parhuzamosan ugy,

hogy ab vektor kezdpontja az a vektor végpontjaba keriiljon. Ekkor az a vektor kezdépontjabdl a
b vektor végpontjaba mutatd vektort aza és b vektorok 6sszegének (eredéjének) nevezzik. Jele:
a+b

Haromsz6g modszer

atb

Paralelogramma szabaly

b

Tétel: A vektorok 6sszeadasa kommutativa +b = b + a és asszociativ: (a+b)+c=a+ (b +c¢)
muvelet.

Alkalmazas: A testek mozgasanak vizsgalatakor (dinamikai és kinematikai feladatokban) a
kovetkezé modellt hasznaljuk: a testet a tdmegkdzéppontjaval helyettesitjik, és vizsgaljuk az erre
hato er6k eredgjét. A tbmegpont nyugalomban van, ha a ra hato er6k ereddje zérus (Newton I.
torvénye miatt; 6sszeguk nullvektor).

Definici6: a ésb vektorok kildnbségén értjiik és a — b-vel jeldljik azt vektort, amelyet b-hez adva

a-t kapunk. (Toljuk aza és b vektorokat kdzos kezd6pontba. Ekkor a b vektor végpontjabdl az a
vektor végpontjaba mutato vektort aza és b vektorok kilonbségének nevezziik és a — b-vel

jelsljiik.)

a-b
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Definicio: Aza nem nullvektor és a 1 # Ovalos szam szorzatan értjiik és 1a-val jeldljik azt az a
vektorral azonos allasu vektort, amelynek hossza|/| a, iranyitasa A > Oesetében azonos, 4 < 0
esetén pedig ellentétes az a vektor irdanyitasaval.

A skalarral val6 szorzasra teljesiliinek a kdvetkezék:
(A-un)-a=2-(u) - a(asszociativitas)
A-(a+b)=41-a+/-b (disztributivitas)

(A + ) - a = Aa + pa (disztributivitas)

Definicié: Legyenek vy, v, ..., vy tetszéleges vektorok, 4, 4y, ... 4, pedig tetsz6leges valos
szamok. Ekkor a A;v1 +4,5vp + ... + A, ypvektort a v; vektorok A; egyitthatokkal képzett linearis

kombinacidjanak nevezzik.

Megjegyzés: a fenti egyltthatdk k6zott szerepelhetnek negativ, pozitiv vagy akar nulla értéklek is.

Vektorok felbonthatésaga

Tétel: (sikban) Ha aza ésb nullvektoroktol kiilonbdzé nem parhuzamos vektorok, akkor az altaluk
meghatarozott sik barmely v vektora egyértelmien el6allithaté aza ésb vektorok linearis
kombinacidjaként, azaz v = 41a + A,b alakban, ahol /;és 1,egyértelmiien meghatarozott valés

szamok. Ez azt jelenti, hogy a v vektor egyértelm(ien felbonthato a-val és b-vel parhuzamos
Osszetevokre. Ebben az esetben szokds aza és b vektorokat bazisvektoroknak nevezni.

Tétel: (térben) Legyen a, b és ¢ harom nullvektortdl kiilonbdz6 nem egysiku vektor. Ekkor minden
térbeli vektor egyértelmiien eléall aza, b és ¢ vektorok linearis kombinacidjaként. Ez azt jelenti,
hogy minden v vektorhoz egyértelmiien van olyan /;, A5, A3valdés szdmharmas, melyre

v =/4a+Ab+4zc llyenkor aza, b ésc vektorokat bazisnak és ezeket az egyiitthatokat a v
vektor a; b; ¢ bazishoz tartozé koordinatainak nevezziik.

Megjegyzés: Ez a tétel azt jelenti, hogy ha régzitiink harom nem egysiku vektort a térben, tehat
megadunk egy bazist, akkor minden vektort egyértelmien tudunk szamharmassal jellemezni ebben

a bazisban. A harom, nem egysiku, nullvektortol kiilonbdzé vektor barmilyen lehet, tehat tetszéleges

szamu bazist megadhatunk. Természetesen mas bazishoz, mas koordinatak tartoznak ugyanazon v
vektor esetén. A tovabbiakban majd egy kitlintetett bazist fogunk hasznalni, mégpedig az i, j, k

egységnyi hosszusagu, egymasra paronként merdleges vektorokat, amelyek ebben a sorrendben
jobbsodréasu rendszert alkotnak.

Definicio: Az origobdl a tér egy tetszéleges pontjaba mutaté vektort a pont helyvektoranak
nevezzuk.

Tétel: Legyen A és B két kiilonb6z6 térbeli pont, jeldlie F' az AB szakasz felezépontjat, a megfeleld
pontokba mutaté helyvektorok pedig legyenek rendre a, b és f. Ekkor a felez6pontba mutatéd
a+b

helyvektor a csticsokba mutaté helyvektorok szamtani kdzepe, azaz f =

A

L e S
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Bizonyitas: Ezt a bizonyitast azért érdemes levezetni, mivel a benne szerepld egyszer( &tletet mas
feladatok megoldasanal is hasznalni fogjuk.

_— = 1= 1
Az abrardl leolvashatd a kdvetkezd dsszefiiggés: f = a + AF és AF = EAB = E(b —a). Elvégezve

a behelyettesitést:

— +
f:a+AF:a+l(b—a)=a+lb—la= a b.
2 2 2 2
Tétel: Legyen A és B két killonbozé térbeli pont, és P az AB szakasz azon pontja, melyre
-a+n-b
AP : PB =n : m. Ha a megfelel pontokba mutaté helyvektorok a, b, és p, akkor p = m-rarn-d
m+n

Tétel: Ha az ABC haromszdg csucsaiba mutato helyvektorok a, b és ¢, akkor a haromszdg
sulypontjaba mutaté s helyvektor:

1
s=—(a+b+c¢)
Z@+b+o)

Kidolgozott feladatok

1. feladat: Egy testre 100 N nagysagu északi és egy 200 N nagysagu nyugati iranyba mutaté eré
hat. Mekkora és milyen iranyu erével lehet a testet nyugalomban tartani?

Megoldas: Mivel a két vektor meréleges egymasra, ezért az 6sszegiik (ereddjuk) nagysaga
Pitagorasz-tétellel szamolhaté:

|E| = V100%+ 2002 ~ 223,6 N

Meghatarozzuk az eredd nyugati irdanyhoz képest észak felé vett hajlasszogét, melyet a-val jelolunk:

tga = 100 o~ 26,57°
200

200N T

-
.
-

Ha a testet nyugalomban akarjuk tartani, akkor az eredével ellentétes iranyu, vele azonos nagysagu
er6t kell alkalmaznunk. Tehat egy ~ 223, 6 N nagysagu, a keleti iranytdl lefelé ~ 26, 57 °-ban hajlo
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erbre van szikség.

—_— 2. feladat: Az ABCD paralelogramma csucsainak helyvektorai rendre a, b, ¢ és d. Fejezziik kiad
vektort az a, b, ¢ vektorok segitségével!
s Megoldas: A helyvektorok a sik egy tetszéleges pontjabdl az adott pontba mutaté vektorok.
I
L]
I
— Az abrardl a kdvetkezd olvashato le:
— d=0OD=a+AD=a+BC=a+(c-b)=a+c—b.
— 3. feladat: Az ABC haromszog S sulypontjabol a cslicsokba mutaté helyvektorok legyenek rendre a,
b, c. Hatdrozzuk meg az a, b, ¢ vektorok 6sszegét!
L}
— Megoldas: Készitsiink abrat.
I
— {_"
B
A
— i o= ath . N .
Legyen F' az AB oldal felezépontja, ezért SF' = T A sulypont a sulyvonal csucstol tavolabbi
harmadolé pontja, ezért¢ = -2 - SF = —(a + b).
L}
— Innen atrendezéssel a kdvetkez6t kapjuk:
— a+tb+c=0.
— 4. feladaﬂz Ai{' haromszoég BC oldalanak felez6pontja Iegyen_?. Szirl<esszijk meg a D' pontot,
amelyre AD + AD' = 0. Allitsuk el a D'4 és D'B vektorokat az AB és AC vektorok segitségével.
I _ JEE—
— Megoldas: Mivel a feltétel szerint AD + AD' = 0 teljestl, ezért a D' ponta D pont 4-ra vonatkozd
kézéppontos tikorképe. Ekkor
I
— D,A:AD:AC+AB
2
— —— ——~ AC+AB — AC+34B
D'B=D'A+AB= +AB = .
2 2
— 5. feladat: Az ABC haromszogben 4B : AC =2 : 3 Az A csticsbol indulb bels szégfelezé a
szemkozti oldalt D pontban metszi. Adjuk meg az AD vektort AB és AC segitségével.
I
L]

Megoldas: A feladat megoldasahoz ismerniink kell a szogfelez6k osztasaranyara vonatkozo tételt.
Eszerint: Barmely haromszdgben egy bels6 szdg szdgfelezbéje a szemkozti oldalt a szomszédos
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oldalak aranyaban osztja két részre.

Ennek értelmében a D pont a BC oldalon egy 6t6dolé pont ugy, hogy

e _3

BD 2

Ekkor:

15 - 2AC+3AB.

5

6. feladat: Bontsuk fel a 20 °-os lejtére helyezett 500 N sulyu testre hato sulyerét a lejtével
parhuzamos as arra merdleges dsszetevére.

Megoldéas: Rajzoljuk fel az abrat.

A rajzon talalunk mer6leges szaru szogeket, ezért a keresett 6sszetevok a kdvetkezd modon
szamolhatok.

A lejtével parhuzamos 6sszetevd:

sinoczM sin20°:M |Gp| ~ 171N
G 500N

cosa = [Gm| €0s20° = [Gm| |G| = 470 N.
G 500NV

7. feladat: Az ABC%FGH kocka A csuUcsabdl a szomszédos cslicsokba mutaté vektorok
legyenek: AB =a, AD =b, AE = c. Fejezzik ki az A csucsbdl az 6sszes tobbi csiicsba mutatd
vektort az a, b, ¢ vektorok segitségével. Szamoljuk ki a keresett vektorok hosszat, ha a kocka
élének hossza5 egység.

Megoldéas: Készitslink abrat.

H G
E F
¢l D
Jc
b
A a B

A vektorok hosszanak kiszamitdsanal a Pitagorasz-tételt kell alkalmazni.
AC=a+b |[AC|| =V5°+5 =50 =52
AF =a+c |[4F|| =5 +5 =50 =542

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson0.xml 2018.09.14.



COEDU Page 7 of 18

. AG=a+b+c ||AG| =5 +5+5 = J75 =53
- AH=b+c |AF| =5 +5 =50 =5v2

|
L]
— II;I ” ” 7 7
— | Ellenorzo kerdesek
11
— ff —
— il % 1. kérdés: Tekintsiik az ABCDEF szabalyos hatszéget. Az A, B,C és D
| csicsba mutaté helyvektorokat jeldlje rendre: a, b, ¢ és d. Fejezziik ki az
(t E csicsba mutato helyvektort aza, b, ¢, d vektorok segitségével!
i
11
I d-a+b
l'.l'.
i a+b-d
l'.l'.
)
( d+a-b
| |Bass
IIII
It d-a-b
I:I: mefved
II|I
11
— III|II
f— i 2. kérdés: Az ABCD paralelogramma sikjanak egy tetszdleges pontjaO.
fl Igaz-e a kovetkez6 6sszefiiggés: OA + OC = OB + OD?
Il
i
11
|| [ igen
l'.l'.
ff nem
I'Il'l mehet
)
'l'l
11
| |
— I:I: #2 3. kérdés: Egy egysegnyl oldala szabalyos hatszog csucsai: A, B,C, D, E, F,
| k6zéppontja K. Legyen B/ BA = a és BC = b. Fejezze ki a megadott vektorok
(l segitségével az ED és BK vektorokat. Hatarozza meg a keresett vektorok
i hosszat!
IIII
Il J— — J— .
\ ED=-a, BK=a-b, [[ED|| =1, |BK| =
)
I
I||| I — 1 I —
) ED=-a, BK = —(a+b), |ED|l =1, | BK| = 5
I
l'.l'.
I.'l.' ED=-a, BK=a+b, ||[ED| =1, |BK| =
i
11
i [l ED=-a, BK=a+b, |ED| =1, |[BK| =1
i mehet
(
IIII
[ro— IIII
—_—

2 4. kérdés: Egy kocka A csilicsabol kiindulé élvektorok a, b és c. Allapitsa
I meg, hogy az alabbi vektorok koziil melyek mutatnak az A-bél kiindulva
(t valamelyik kockacstucsba:

i a) at+b—-¢,b) a+c,c) b-b,d) atb+c—a

i mindegyik
i E csak az a) nem
| csak b) nem

csak ¢) nem

I,l. mehet
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#2! 5. kérdés Legyen P az AB szakasz A-hoz kdzelebbi negyedelé pontja. Ha

az A és B pontokba mutaté helyvektorok rendre a és b, akkor a P pontba
mutaté helyvektor:

1
—(4a+b
c(4a+b)
1
—(a+4b
(a-+4b)

B %(Sa +b)

1
—(a+4b
(a-+ab)

mehet

Vektorok szorzatai
Skalaris szorzat

Gyakran sziikséglink van arra, hogy ismerjik egy testre haté F erének a mozgas iranyaba esé
Osszetevéjét. Megmutatjuk, hogyan lehet egyszerlien kiszamitani két vektor altal kézbezart szdget.

A szamitas kulcsa a skalarszorzatnak nevezett kifejezés, amit bels6 szorzatként vagy skalaris
szorzatként is emlegetnek. Azért beszéllink skalarszorzatrél, mert az eredmény egy skalar (valos
szam), nem pedig vektor. A skalarszorzat segitségével ki tudjuk szamitani egy vektor masik vektorra
vonatkozé vetlletét és valamely allandé erd altal az elmozdulas iranyaban végzett munkat is.

Definicid: Két egyallast vektor esetében ha a vektorok egyiranytak, akkor hajlasszogiik 0°, ha
pedig ellentétes iranylak, akkor hajlasszogiik 180°. Nem egyallasu vektorok esetén a vektorok

hajlasszogén a kézds pontbdl kiinduld vektorok altal bezart konvex szdget értjuk.

=

Definici6: Tetszélegesa és b vektor skalaris szorzatan az (a, b) = ||a||||b||cos ¢ mennyiséget
értjlik, ahol ¢ a két vektor altal kdzbezart szog.

A skalaris szorzat tulajdonsagai:

(a,b) =(b,a)

(a+b,c)=(a,c)+<(b,c)

(Aa,b) = (a,ib)

(a,2)=|lal?

Tétel: Két vektor akkor és csak akkor meréleges egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla.

Definici6: ha két vektor meréleges egymasra, akkor ezeket ortogonalis vektoroknak nevezziik.

Tétel: Két vektor hegyesszoget zar be egymassal akkor és csak akkor, ha skalaris szorzatuk pozitiv.
Két vektor tompaszdget zar be egymassal akkor és csak akkor, ha skalaris szorzatuk negativ.

A skalaris szorzat egyik fontos alkalmazasi terilete: adotta és b vektorok esetén az a vektort
egyértelmiien fel tudjuk bontani b-vel parhuzamos és b-re meréleges sszetevékre.
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— Tétel: Legyen adotta és b vektor, ahol b = 0. Ekkor az a vektor b iranyaba esé meréleges
vetiiletvektora (az a vektor b-vel parhuzamos Osszetevéije):
I
a,b
L] ap — < 9 2> b
IIbl|
—_— Vektorialis szorzat
e Két vektor esetében értelmezhetlink egy masféle szorzasi miveletet is. Ennek a szorzasnak az
eredménye egy Uj vektor, az elnevezése pedig vektorialis szorzat lesz.
I
— A vektoridlis szorzat fogalmat széleskoriien alkalmazzak az elektromossag, magnesesség, az
aramlastan és az égi mechanika jelenségeinek leirasaban.
—_— Definicio: Adotta és b vektorok vektorialis szorzatan azt a vektort értjiikk, amely meréleges a-ra és
b-re, hossza|la x b|| = ||a||||b||sin ¢, ahol ¢ aza ésb vektorok &ltal bezart szég, ésa, b,a x b
ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkotnak.
e &
aXxb
b
a =
a
bXxa
L J
— VAH . 7 .
— A vektoridlis szorzat tulajdonsagai:
— axb=-bxa
—_— (a+b)xc=axc+bxc
— ax(b+c)=axb+axc
— (2a) xb = a x (Ab) = A(a x b)
— Tétel: Adotta és b nem nullvektorok esetén a vektorialis szorzatuk akkor és csak akkor nullvektor,
ha a két vektor egymassal parhuzamos.
_— Tétel: Adotta és b nem nullvektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete éppen az|/a x b ||
pozitiv valés szam.
L}
L]
b
(L
a
s T=|laxbll
— lla x bl|

Tétel: Adotta és b nem nullvektorok altal kifeszitett haromszdg terllete éppen az T pozitiv

valos szam.
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—_— Vegyesszorzat

— A vegyesszorzat elnevezés arra utal, hogy ennek kiszamitasanal mindkét vektorszorzas miveletre
szikséglnk lesz.

— Definicio: Adotta, b és ¢ nem nullvektorok vegyes szorzatan az abe = (a x b, ¢) valds szamot
értjik.

— Tétel: Aza, b ésc vektorok akkor és csak akkor egysikuak, ha abe = 0. Ha a vegyesszorzat nem
nulla, akkor annak abszolut értéke aza, b és ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon Vp
térfogatat adja:

— v, = labc|.

L}

L]

A
Zz
t 7y
b
2 P >
a X

— Aza,b ésc vektorok altal kifeszitett tetraéder V, térfogata:

I a

= y. - label |

6

I -

— Kidolgozott feladatok

L} T

— 8. feladat: Legyena ésb két olyan vektor, melyek hajlasszége 3 valamint||a|| = 5és||b|| = 4.
Szamolja ki az alabbi skalaris szorzatok értékét:

e a)<a,b)

—_ b) a?

—_ c)(a+ b)2

— d) (a—b)?

—_— e) (3a—2b)(a +2b)

I

— Megoldés:

L}

= o) ()= [al [bllcosT =5-4- 22 10,3

L} 2 °

— b)a“ ={(a,a) = ||a]|||a]jcos0°=5-5-1=25

L} 2

— c)(a+b) =(a+b,a+b)=(a,a)+{a,b)+<b,a)+<b,b)=

L}

- = [|a[+2/lal| Hbllcos% +|b|?=25+40- % +16 ~ 75, 64.

L} 2

— d)(a-b)*={a-b,a-b)=(a,a)—(a,b)—(b,a)+(b,b) =

= J3

= ||a|[2-2]|a| Hbllcos%+ Ib|[2 =25 - 40 T+16 ~ 6,36
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— e) (3a—2b)(a+2b) = (3a—2b,a + 2b) = 3(a,a) + 6(a,b) — 2(b, a) — 4(b,b) =
|
- =3|lal?+4]al| ||bHcos% —4|[b|P=75+80- ? — 64~ 80,28
—_— 9. feladat: Hatarozzuk meg aza ésb vektorok szégét, halla|| = 5,||b|| = 4 és (a, by = —10.
— Megoldas: A skalaris szorzat definicidja szerint: (a,b) = ||a]| - ||b]| - cos ¢, ahol ¢ a két vektor altal
bezart sz6g. Innen:
— -10 1
— cSg=——=-=— =120°.
¢ 5.4 2 ¢
— 10. feladat: Az ABCDEF szabalyos hatszog oldalainak hossza 10, a hatszég kézéppontja O.
Szamitsa ki a kdvetkez6 skalaris szorzatokat:
— (4B, 40), (4B, 4C), (BC,EF), (FC,BD), (FC,EF).
— Megoldés: Rajzoljuk fel a szabalyos hatszdget.
| -
— E
F D
8]
A C
B
—_ (4B, 405=10-10-cos60° = 100-0,5 = 50.
— — V3
(4B, AC)=10-10/3 - c0s30° =100 - /3 - —- =150
—_ (BC,EF)=10-10-cos 180 ° = —100.
— (FC,BD)=20-10+/3 - cos90° = 0.
| Ry
— (FC,EF)=20-10-cos 120° =200 - (-0, 5) = —100.
— 11. feladat: Mekkora aza ésb egységvektorok szdge, ha (a —2b)(2a—b) =0, 5.
= Megoldas: Az egyenlet bal oldalan végezziik el a miiveleteket és hasznaljuk ki az (a,a) = llal? =1
és(b,b) = bl = 1 6sszefiiggést:
—_— (a—2b)2a—b) = 2(a,a)—1(a,b)—4{a,b) + 2(b,b) =2 -5(a,b) + 2 = 4 — 5{a, b).
— , 3,5 5
Eszerint: 4 —5{(a,b)=0,5 —<{a,b)= = — ¢=45,57°
—_— 12. feladat: Hatarozzuk meg aza és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriiletét, ha a két
vektor egymassal 30 °-0s szdget zar be és||a|| = 5 valamint||b|| = 10!
—_— Megoldéas: Tudjuk, hogy aza és b nem nullvektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete éppen
az||a x b|| pozitiv valés szam, azaz
— T=|laxb| = |a]l||bl/sing=5-10-sin30° = 25.
—_— 13. feladat: Tekintsik az i, j, k egységvektorokat. Milyen eredményt ad a (j x i) x j mivelet?
I
—_—

Megoldas: A keresett mlivelet eredménye egy vektor lesz, mivel két vektoridlis szorzatot kell
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egymas utan elvégezni. Tudjuk, hogy a vektoridlis szorzat eredménye egy vektor, igy ezt kétszer
egymas utan elvégezve is egy vektort kapunk. Ha a jobbsodrasu koordinata rendszerre gondolunk,
akkor tudjuk, hogy

jxi=—(ixj)=-k
k= —(kxj) = (i) =i,

14. feladat: Tekintstik az ABCDEF szabalyos hatszéget, melynek oldaléle 15 cm hosszu. Mivel

egyenl6é az ABBCCD?
Tudott, hogy az ABBCCD vegyesszorzat abszolut értéke az AB, BC és CD vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon térfogatat adja meg. Ebben az esetben, mivel ezek a vektorok egy szabalyos

hatszdg oldal vektorai, ezért ezek egy sikban vannak. Ha a vektorok egy sikban vannak, akkor nem
feszitenek ki testet, tehat a vegyesszorzat értéke nulla.

Eszerint: ABBCCD = 0.

Ellen6rz6 kérdések

6. kérdés Ha az ABCDEFGH szabalyos nyolcszég oldalainak hossza 10

egység, akkor mivel egyenlé (AB, BC)?

502
] 5042
50

-50

7. kérdés: Ha az ABCD paralelogramma AB oldala 6 egység, akkor mivel
egyenld [|AB x CD|?

mehet

9. kérdés Ha az ABC szabalyos haromszog oldalainak hossza 2 egység,
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( akkor mivel egyenlé az ABBCCA?

( 8

mehet

— Osszetett feladatok

— 15. feladat: Az ABC haromszég 4 csucsahoz egy tetszéleges O pontbol aza, a B csucsbaab, a
BC szakasz felez6pontjaba pedig a p vektor mutat. Allitsuk elé a, b, és p segitségével:

— a) az 0-bol a C-be vezet6 vektort
b) az AC vektort.

L}

— Megoldéas: Készitsunk abrat!

— C

B‘ B
A
b

e a) OC = OB + BC = OB + 2BP = OB + 2(OP — OB)

— OC=b+2(p-b)=2p-b

e b) AC=0C-0A=2p-b-a

— 16. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha két vektor egyenld hosszu, akkor 6sszegiik és kilénbségiik
merdleges egymasra.

— Megoldéas: Abban az esetben, ha a két vektor nem parhuzamos, akkor megszerkesztve az
Osszeguket és a kuldonbségiket Iényegében egy rombusz két atléjat kapjuk. Az elemi geometriabdl
ismert, hogy ezek egymasra merélegesek.

s Ha a két vektor parhuzamos, akkor vagy azonos iranyuak, vagy ellentétesek.

—_— Ha azonos iranyuak, akkor a kiilonbségiik 0, ha ellentétes iranytak, akkor pedig az 6sszegiik 0.
Mivel a 0 vektor iranya tetszéleges, ezért a 0 vektor barmely vektorra meréleges is, ezzel az allitast
igazoltuk.

—_— 17. feladat: ABés A'B' tetszbleges szakaszok, ezek felezépontja F és F'. Igaz-e, hogy az A4, BB'
és F F' szakaszok felez6pontjai egy egyenesen vannak!

I

— Megoldas:

L}

L]
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A' F B

Legyen X az AA',Y az FF'és Z a BB' szakasz felez6pontja.

Legyenek az 4, B, F, A, B', F' pontokba mutaté helyvektorok rendre a, b, f, a’, b’ és f'.

Ekkor:
I . +b
OX = a+a 07 - b+Db
2 2
I, a+a  b+b a+b a+b L
W=0F+0F,= 2 + 2 _ 2 + 2 :OX+OZ

2 2 2 2

Ebbdl az kdvetkezik, hogy Y felezépontja az XZ szakasznak, tehat X Y és Z egy egyenesen
vannak.

18. feladat: Az ABCDE szabalyos négyoldalu gula alaplapja az ABCD négyzet. Legyen AB = a,
AD =b és AE = c. Fejezzlk kiaza, b ésc vektorokkal:

a) a DE vektort
b) az A csucsbol a CE él felez6pontjaba mutatéd vektort
¢) az A csucsbdl a BCE oldallap sulypontjaba mutaté vektort.

Megoldas:

a) A DE vektor felirhato két vektor kiilonbségeként: DE = ¢ — b.

b) A CE él, mint szakasz F' felez6pontjaba mutaté vektort akkor tudjuk kénnyen meghatérozni, ha
ismerjik a CE szakasz két végpontjaba mutaté azon helyvektorokat, amelyek az 4 csucsbél

indulnak. A vektorok 6sszeadasara vonatkozo szabaly alapjan:
AC=a+b AE=c.
A szakasz felez6pontba mutaté vektor:

IF = AC + AE _ a+b+c.
2 2

¢) Az A cstcsbol a BCE oldallap sulypontjaba mutatoé vektort akkor tudjuk el6allitani, ha ismerjik aB,
C és E csucsokba mutatd, A4 pontbol induld helyvektorokat. Felhasznalva az el6z6 eredményeket:

AB=a AC=a+b AE=c.
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A BCE oldallap sulypontjaba mutaté vektor:

AB+AC+AE a+a+b+c 2a+b+c
3 3 3

AS =

19. feladat: Az ABC haromszdgben AB = 6 cm, BC =7 cm és AC = 8 cm. Hatérozzuk meg az
(4B, AC) értéket!

7em

6cm
A

Megoldas: A skalaris szorzat kiszamitasahoz sziikségiink van a két vektor altal kozbezart szdgre.
Jelen esetben ez a haromszog A csUcsanal 1évo szoge. Mivel ez egy altalanos haromszog, ezért ezt
a szbget koszinusztétellel tudjuk kiszamolni. A szokasos betlizést hasznalva:

a? = b2+ c? — 2bccos a

72=6°+8°-2.6-8cosa  — com:% > a=~57,091°

A keresett skalaris szorzat:
(AB,AC)>=6-8-c0s57,91° =25,2.

Megjegyzés: Mivel a skalaris szorzat szamolasanal a sz6g koszinuszara van sziikség, ezért nem
szlikséges magat a szdget kiszamolni. Megallhatunk a cos o = 3—2 Osszefliggésnél, ezt

helyettesitjik be a skalaris szorzatba, ezaltal pontos eredményt kapva.

20. feladat: A k paraméter mely értékénél lesznek merdlegesek egymasra az a + kb és
a—kb (b # 0) vektorok?

Megoldas: Két vektor pontosan akkor meréleges egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla, tehat a
{(a+kb,a—kb)=0

egyenletet kell megoldanunk. Kihasznalva a skalaris szorzat tulajdonsagait és az egyenlet bal
oldalat atalakitva:

(a,a)—k(a,b) + kb, a)— k2(b,b) = 0
egyenlethez jutunk.

Ebbl:

lal* = &2|[b]? =0,

tehat

_ Jall
bl

21. feladat: Ha aza ésb vektorok altal kifeszitett paralelogramma terlilete 6 egység, akkor
mekkora a terlilete a ¢ = 4a — b és a d = a + 5b vektorok altal kifeszitett paralelogrammanak?

Megoldas: Tudjuk, hogy a paralelogramma terlilete egyenl6 az &t kifeszitd két vektor vektorialis
szorzatanak abszolut értékével. Tehat a keresett terllet:
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T=llexdl].
Behelyettesitve:
T = |[(4a—Db) x (a+5b)]|.

El&sz6r bontsuk fel a belsd zardjeleket. Minden tagot minden taggal meg kell szorozni, de Ugyelni
kell arra, hogy a vektoridlis szorzatnal szamit a tényez&k sorrendje:

T =||4(a x a) +20(a x b) — (b x a) — 5(b x b) ||

Vegylk észre, hogy

axa=|al -]|la]| -sin0°=0

valamint:

axb=—(bxa).

igy a keresett teriilet:

T=||4(ax a) +20(a x b) — (b x a) — 5(b x b)|| = [|21(a x b)|| = 21 - 6 = 126 teriiletegység.

22. feladat: Ha az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata 5 egység, akkor
mennyi a térfogata azu = 2a—b, v=a+ 3¢, w = 2b — cvektorok altal kifeszitett

paralelepipedonnak?

Megoldas: Mivel a paralelepipedon térfogata az 6t kifeszit vektorok vegyesszorzatanak abszolut
értékével egyenld, ezért

V= |uvw|.

Behelyettesitve:

V =|(2a—b)(a +3¢c)(2b —¢)|.

A vegyesszorzat definiciéja szerint a keresett térfogatot tovabb alakitva:
V =[(2a-b) x (a+3c),(2b —¢))|.

Végezzik el elészor kuldn csak a vektorialis szorzast:

(2a-b) x(a+3c)=2(axa)+6(axc)—(bxa)—3(axc).
Kihasznalva, hogya xa =0

(2a—b) x (a+3c) =6(axc)—(bxa)—3(axc).

Helyettesitslk ezt vissza a keresett térfogatba:
V=6(axc)—(bxa)—3(axc),(2b—c))| =

=1[(12(a x ¢),b) - 6{(a x ¢),¢) — 2((b x a),b) + ((b x a), ¢) = 6{(b x ¢), b) + 3((b x ¢), ¢)|
Felhasznalva a vegyesszorzat jelélési modot, folytatva az atalakitast:

V' =|12acb — 6acc — 2bab + bac — 6bcb + 3bcc|

Mivel harom egysiku vektor vegyes szorzata 0, ezért mindegyik tag, amelyben van ismétl6dé vektor,
az 0 lesz. (ha harom vektor koziil ketté azonos, akkor a harom vektor biztosan egysiku)

V' =|12acb + bac|.

Felhasznalva, hogy acb = —abc és bac = —abc
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V =|-12abc — abe| = |[-13abc| = 13 |abc].
Mivel az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata 5 egység ezért

V=13-5=65.

Ellen6rz6 kérdések

10. kérdés: Az egységnyi oldalhosszlisagi négyzet koré irt korének egy

tetszéleges (a csicsoktol k@nﬂizﬂ P pontjabédl a csul:sokboz_[u]zgzt
helyvektorai legyenek: PA, PB, PC, PD. Mivel egyenl6 (PA + PC, PB + PD)?

11. kérdéﬂAz_elc'Szﬁ feladatban szerepl6 négyzetet tekintve, mivel
egyenlé (PA-PC, PB-PD)?

mehet

12. kérdés: Mekkora szoget zarnak be aza ésb egységvektorok, ha

udjuk, hogy 5a — 4b és az a + 2b vektorok merdlegesek egymasra?

* 13. kérdés: Ha az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon

térfogata 19 egység, akkor mennyi a térfogataaza—b, a+b, b+ 2¢c
vektorok altal kifeszitett paralelepipedonnak?
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