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L} ’
f— Tanulasi cél: Megismerni az f(ax +b), f*(x)f'(x) és J}((x)) tipusu fliggvények integralasi
X
maodszerét, valamint a parcialis integralas szabalyat. Ezen modszereket alkalmazni feladatokban.
— Elméleti 6sszefoglalé
s Az alapintegralok ismeretében, és az el6z8 leckében megismert egyszer tételek felhasznalasaval a
fliggvények elég széles kdrében meghatarozhatd a primitiv fliggvény. Az aldbbiakban olyan
modszereket ismertetiink, melyekkel a primitiv fliggvényt még szélesebb kérben meghatarozhatjuk.
—_— Tétel: Ha tudjuk, hogy az 1 fiiggvény primitiv fiiggvénye F, akkor
— ) F(ax+b
— J.f(ax+b)dx:M+c,
a
— ahola, b e Résa=0.
— A tételeket sok esetben bizonyitas nélkul adjuk csak meg, de az egyszer(ibb esetekben
megmutatjuk a bizonyitast is.
I
Flax+b
- Bizonyitas: Azt kell belatnunk, hogy az integralas eredményének (M + cj a derivaltja az
a
integralando fliggvénnyel (f (ax + b)) egyenlS. Ehhez hasznaljuk fel az Gsszetett fliggvények
derivalasi szabalyat és azt, hogy ha F primitiv fliggvénye fnek, akkor F' =f.
I
— F(ax+b " (F(ax+b)Y 1
(M +cj = (Mj +c'==(F(ax+ b)) +0=
a a a
1, , 1
=ZF'(ax+b) - (ax+b) ==f(ax+b)-a=f(ax+Db)
a a
— A feladatokban valo6 alkalmazashoz a tételt masképp ugy is megfogalmazhatjuk, hogy ha olyan
osszetett flggvényt kell integralnunk, melynek belsé fliggvénye linearis, akkor integraljuk a kilsé
fuggveényt, s 0sszetételt alkotunk az eredeti belsé fliggvénnyel, valamint osztunk a belsé
fuggvénybdl x egyutthatojaval.
— Kidolgozott feladatok
L}
— 1. feIadat:_[sin(Sx+7r)dx
Megoldéas: Az integrandusunk jél Iathatéan olyan 6sszetett fliggvény, amelynek belsé figgvénye
els6foku polinom, vagy mas széval linearis. Alkalmazhatjuk a fent megismert szabalyt.
I
f— A kiils6 fiiggvény sin x. Ennek integrélja:J. sinx dx = —COSx + c.
— A belsd figgvény 3x + 7, ez felel meg ax + b-nek, azaza = 3és b = 7.
— Ezutan egyszerilien behelyettesitiink a szabalyba.
— . —cos(3x +
— J‘Sln(3x+n)dx:¥+c
e Az ilyen feladatokban altalaban nem sziikséges sok atalakitast végrehajtani az integranduson, a
hangsuly azon van, hogy felismerjik, ilyen tipusu dsszetett fliggvényiink van. Ha ez sikerult, akkor
mar kénny( alkalmazni a szabalyt.
I
— 2. feladat:j dx
5x-8
— Megoldés: Az integranduson megint azt ismerhetjlk fel, hogy olyan 6sszetett fliggvény, melynek
belsd fuggvénye elséfoku.
I
L]

1 1
A kiils6 figgvény most nyilvan az —. Ennek integralja a kt‘)vetkezé:.[ =dx=1In|x| +c
X X
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A belsé figgvény most 5x — 8, tehata = 5és b = 8.

Flax+b
Alkalmazva azJ.f(ax + b)dx = M + ¢ szabalyt, az alabbi eredményt kapjuk:
a
1 _
[ESPIL PN
5x-8 5
3. feladat: j 12 dx
€0s“5x

Megoldas: Ha most derivalnunk kellene, akkor azt mondanank, jelen esetben egy tdbbszérdsen

1
Osszetett fliggvényiink van. Kiilsé fliggvény az — kdzépso a cos x, és bels6 az 5x. Nem muszjj
X

azonban ennyire felbontanunk a fliggvényt, sét integralasnal nem is célszerl. Az el6z8 felbontasban
szerepl6 belsé fiiggvény, az Sx, egy linearis fliggvény. Csak annyit kell tenniink, hogy amit az el6bb
kllsé és k6zépsb fliggvénynek tekintettlink, azt nem bontjuk fel, hanem egyben tekintjik kuls6é

1
fuggvénynek. Azaz most — lesz a kuls6 fuggvény. Azért célszer(l ez a felbontas, mert igy a
C0S“x
1

C032x

kllsé fuggvény egy alapintegral. Tudjuk ugyanis, hogyj dx=tgx+c.

Amint mar emlitettik, a bels6 fliggvény 5x, azaza =5és b = 0.

Alkalmazva a korabban ismertetett szabalyt, az alabbi eredményt kapjuk:

.1
€0s“bx 5

4. feladat:j 4x + 7 dx

Megoldas: Az integrandus ebben az esetben is olyan 0sszetett fliggvény, melynek belsd fliggvénye
elséfoku.

1 4
A kiils6 fliggvény nyilvan a 3/x, melynek integrélja:_[ 3/x dx = Ix? dx = %x@ +c= %\3/)(4 +c.

A bels6 fuggvény 4x+7, tehata = 4,ésb = 7.

Alkalmazva az el6z6ekben ismertetett szabalyt, a kovetkez6t kapjuk:
Y(ax+7)
_[3\/4x+7 dx = % - %+c: %3\/(4x+7 4 ie

5. feladat:je“*x dx

Megoldas: Most is olyan fliggvényt kell integralnunk, melynek belsé fiiggvénye linearis.
A kililsé fiiggvény most az e”, melynek integralja 6nmaga, azaz:.[ex dx =e*+c.

A belsd fuggvény 4 — x, tehata = -1, és b = 4.

Alkalmazva az el6z6ekben ismertetett szabalyt, a kdvetkez6t kapjuk:

_ e _
J.e4 Ydx = 1 re=—e"1c

A feladatban arra kell figyelni, hogy a linearis belsé fuggvényben most forditott a sorrend, azaz a

konstans all elél, és az els6foku rész hatul. Valamint ne feledkezziink el arrél sem, hogy az

egyltthatdba az eljel is beletartozik. Mivel most —x szerepel, ezért az elséfoku részben az
egyltthaté a = -1

Ellenorzo kérdések
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£
" 1. kérdés: I cos(2x — 3)dx

2sin(2x—3) +¢

=3sin(2x-3) +c¢

E sin(2x — 3) e
2
sin(2x — 3) e
-3
mehet

5In|5—6x|+c

In|5 — 6x]
——+c
5

—6In|5—-6x]+ ¢

E|n|5—6x|
——+c
6

mehet

-2
(2x +5) ve
2

E ;2+c
—4(2x +5)

3
|n(2x2+ 5° ..

3
|n(2x5+ 5° ..

"4, kérdés:_[48_sx dx

£ n4

£ n4
-5

48—5)5
5-In4

48—5)6
-5-1In4
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I
L]
5. kérdés:_[ V4 +9x dx
N
184 + 9x
(l mehet
— Elméleti 6sszefoglalé
— Tétel: Minden o # 1valds szam esetén
— a+1
- '[fa(x) -f’(x)dxzf—(x)+c.
a+1
= Bizonyitas: A tételt az integralas eredményének derivalasaval igazoljuk. Ek6zben felhasznaljuk az
Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat, amikor az f “+1(x) figgveényt derivaljuk. Ekkor a kuls6
figgvény x**2, a bels fiiggvény pedig £ (x).
= £ Y ()L ey
——4tc| =|— +c’:—(f (x)) +0=
a+1 a+1 a+1
1 a r a U
= (a+ 1)) - f'(x) =/ “(x) - f'(x)
oa+1
— A tételt szévegben is megfogalmazhatjuk a feladatokban valé alkalmazashoz. Ha olyan szorzatot
kell integralnunk, melynek egyik tényezdje egy fliggvény hatvanya (a kitevé = —1), masik tényezéje
pedig a hatvanyozott fiUggvény derivaltja, akkor az integralas eredményében eggyel alacsonyabb
hatvanyra emeljik a fliggvényt, és osztunk az Uj kitevével.
— Kidolgozott feladatok
L} 6
f— 6. feladatzj(x2+5) - 2x dx
— Megoldéas: Az integrandusban most azt ismerhetjik fel, hogy egy fliggvény hatvanya all benne
megszorozva a hatvanyozott fliggvény derivaltjaval. Ugy is mondhatjuk, hogy az integrandus
f*(x) - f'(x) tipust. Alkalmazhatjuk a most megismert szabalyt.
= Ebben a feladatban nyilvan f(x) = x2 + 5az a fiiggvény, aminek a hatvanya szerepel, s mellette ott
all szorzoként a derivaltia, hiszen (x2 + 5) = 2x.
— A szabaly azt mondja ki, hogy ilyen esetben a fiiggvény1 -gyel magasabb kitevéji hatvanya lesz az
integral, elosztva ezenl -gyel nagyobb kitevével. Igy az alabbi eredményt kapjuk:
e 5 7
2 6 2 6 1, , (x + 5)
'[(x +5) ~2xdx='[(x +5) ~(x +5)dx= f+c.
L}
L]

Lathato, hogy a megoldas soran nem volt sziikség az integrandus hosszas atalakitasara. Az volt a
fontos, hogy felismerjiik, az integrandus tipusat. Erre akkor van csak esélyiink, ha rendelkeziink az
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alapderivaltak biztos ismeretével.
3
7. feladat:J.(x2 - l) x dx

Megoldas: Az elézé feladat megoldasanak mintajara azt mondhatjuk, hogy legyen f'(x) = X2 - 1
hiszen ennek a fliggvénynek hatvanya szerepel az integrandusban. A gondot az okozza, hogy
ennek derivaltja (x2 - 1) = 2x, és nem pontosan ez szerepel a fliggvény hatvanya mellett

szorzokeént, hanem csak x. Ezen azonban segithetlnk, ha az integrandust szorozzuk is, és osztjuk is
2-vel. Igy elérjlk, hogy a fliggvény hatvanya mellett a hatvanyozott fliggvény derivaltja alljon.

I( 2—1)%%—,[@5&—

1
Mivel konstans szorzé kiemelhetd az integralbol, ezért a 2-vel osztas helyett célszeriibb E-del

szorzast imni az integral elé. igy az integrandus egyértelmiien f“(x) - f'(x) tipusu.

I@dx—%](xz—l)sbcdx—%j( 2—1)3~( 2-1)ax

Alkalmazzuk a fent megismert szabalyt.

YRR ERR U ) IUETER
2 2 4 8

A megoldasbdl lathatd, hogy ha az integrandus egyik tényezdje egy fliggvény hatvanya, a masik
pedig ezen hatvanyozott fiiggvény derivaltianak szam szorosa, akkor kialakithaté az £ *(x) - f'(x)
tipusu integrandus. llyenkor megfelelé konstanssal szorzunk is és osztunk is, hogy a hatvanyozott
fuggvény derivaltja jelenjen meg. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ilyet csak akkor tehetiink, ha a
hatvanyozott fliggvény derivaltjatél csak konstans szorzé erejéig tér el a tényez6. Ha nem konstans
szorzo az eltérés, akkor a figgvény nem integralhaté ilyen médon.

8. feIadat:J 3/COSX - Sinx dx

Megoldas: Az el6z6 két feladatban egyértelmiien lathaté volt egy fliggvény hatvanya, most ehhez
egy kicsit alakitanunk kell az integranduson. A gyok helyett irjunk tortkitevés hatvanyt.

1
.[ 3/COSX -sinx dx = I(COSx)é -sinx dx

igy mar megvan, hogy a cos x fiiggvény hatvanya szerepel az integrandusban egyik tényezéként.
Mellette sin x all, ami csak egy el6jelben kiildnbdzik a cos x derivaltjatdl, hiszen (Cosx)’ = —sin x.

Erjiik el, hogy megjelenjen a negativ eléjel az integrandusban. Ha két negativ elSjelet is kitesziink,

akkor mintha nem is tettiink volna semmit. Az egyiket tegyik ki az integral elé, a masikat pedig belll
asinx-hez. igy elérjiik, hogy a hatvanyozott fliggvény derivaltja alljon az integrandusban.

J.(COSX)% -sinx dx = —I(COSx)% - (-sinx)dx = —I(COSx)% - (cosx)'dx

a+1
Ezutan mar alkalmazhato azJ.f“(x) -f'(x)dx = f—(lx) + ¢ szabaly, s az alabbi eredményt kapjuk:
a+
1 (cos )% 3 4
—I(COSX)§ -(cosx)'dx = —Tx +c= —Z(COSx)é +c.
3
sh
. feladat: | S dx
ch’x

Megoldéas: Ebben a feladatban sem nyilvanvalo, hogy fliggvény hatvanya szerepel, ezért alakitunk
az integranduson. A tort helyett most irjunk negativ kitevés hatvannyal valé szorzast.
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sh x -3
——dx=|(chx)™-shxdx
ch’x I( )

Mar csak annyit kell észrevenni, hogy (ch x)" = sh x, tehat a masodik tényezében a hatvanyozott
fuggveny derivaltja all.

f(ch x) 2 shxdr= I (chx)2 - (ch x)'dx
Alkalmazva a megdfeleld szabalyt, a kévetkezd eredményt kapjuk:

3 NGB |
I(Ch x)-(chx)dx= > +c= 2(ch )2 +c.

10. feIadat:J 3 ! 5 dx
i1+x i-arctg X

1
Megoldas: Tudjuk, hogy (arctg x)" = T Ezért célszeriinek latszik két tort szorzatara bontani az
+x

integrandust, majd negativ kitevés hatvanyt irni. igy jol lathatéva tehetjiik, hogy az integrandus

FHx) - (x) tipusu.

1 1 1
(1 + x2) -arctg®x = I (1 + xz) arctg’x

§

dx =

;2 - (arctg x)‘zdx = I(arctg x)‘2 - (arctg x)'dx
(1 +x )
Alkalmazzuk az f*(x) - f"(x) tipusu fiiggvényekre vonatkozé integralasi szabalyt.

-1 _
(arctg x) teo 1

I(arctg x)‘2 - (arctg x)'dx = =
-1 arctg x

11. feladat:j In—xdx
X

1
Megoldas: Tudjuk, hogy (Inx)" = =, ezért célszeri a tortet szorzatta bontani. Még annyit kell
x

felismerniink, hogy a In x-et is tekinthetjiik egy fliggvény hatvanyanak, hiszen (In x)l-rél van szo,
csak azl -et nem irtuk ki a kitevében. igy jél lathatéva valik, hogy az integrandus f%(x) - f'(x) tipusu
figgvény.

0% e~ [inx- Lae = fanat - nxyax
X X

Alkalmazva a megfelel6 integralasi modszert, a kévetkezé eredményt kapjuk:

2
[anx)t- (nxyax = ('”2") - %In2x+c.

Ellen6rz6 kérdések

6. kérdés: _[ cos’x - sin x dx

COS4x

+c

4
E _COSx ‘e

4

sirf'x

+c
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] sin4x

I . kérdés:_[ Vshx - ch x dx

2 [3
If —+vsh’x +
TSR

[f 3 shix +c
I 2 shx +c
3

Il —E sh3x +¢
2

] mehet

I 5. kerdes: _[ x2(4 = xe')5 dx

——+c
I (e*+1)°

1
(i ——+c
| B 3(e"+1)°
il (e*+ 1)5 e

-—— = +c
5(e* +1)°

= 2 tg x
. - 10. kerdes:I g2 dx
COS“X
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(| —tgzx +c
\ tgzx +c
1 -
——tg°x+c
5 g

1t 2x+c
il St

mehet

— I
— . 3/arctg x
. 11. kérdés:_[ 92 dx
‘ + X ’
I
( %%/arctg“x +c
IIII
%“w/arctge'x +c
IIII
| 3, a
I B Z\/arctg X +c
i %“\/ arctg®x + ¢
|II|II metved
— Elméleti 6sszefoglalé
L] ’
f— TéteI:I f (x)dx =In|f(x)| +c.
S (x)
— Bizonyitas: Ha f(x) > 0, akkor |/ (x)| = f (x). Alkalmazzuk az ésszetett fliggvény derivalasi
szabalyat.
L} ’
— ' U /()
(Inlf @) +c) =(In(f () +c" = —-f'(x) +0=
f&) f&)
— Ha f(x) < 0, akkor |f (x)] = —f (x). Most is az &sszetett fliggvény derivalasi szabalyat alkalmazzuk.
L] ’ ’ ’ !
(In[f&) [+e) ==/ () +¢" = —— - (/" () + 0 = —=
() S&)
— J'(x)
Azon x-ekre, ahol f(x) =0, az o) fliggvény nincs értelmezve.
X
s A feladatokban torténé alkalmazashoz a tételt ugy is fogalmazhatjuk, hogy ha olyan tortet kell
integralnunk, melynek szamlaléja a nevez6 derivaltjaval egyenld, akkor az integralas eredménye a
nevez® abszolut értékének a logaritmusa lesz.
I -
— Kidolgozott feladatok
— 3x2-2
12. feladat: Jidx
x°—2x+6
— Megoldas: Az integrandus olyan tort, melynek szamlaléjaban épp a nevezé derivaltja all, hiszen
(x3 —2x+ 6)' = 3x% — 2. Ezt tigy is mondhatjuk, hogy egy % tipusu fuggvényt kell integralnunk.
X
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Mivel most jol lathatéan f(x) = - 2c+ 6, csak annyi a feladatunk, hogy behelyettesitsiink a
szabdlyba.

2_ 3_2v+6)

x?’ngXJZer —_[ ())Cca—Zx:G) dx =1In ‘x3—2x+6‘+c
3

13. feladat:_‘-e;—jisdx

Megoldas: Most azt kell felismernilink az integranduson, hogy a szamlalo, csak egy konstans

,
szorzdban tér el a nevez6 derivaltjatdl, hiszen (ee‘x + 5) =3¢,

Ha be tudjuk csempészni a szamlaléba a 3-at, akkor az integrandus tipusu lesz, s el tudjuk

S'(x)
(x
végezni az integralast. Hasonlo esettel mar talalkoztunk korabban, és akkor a hianyz6 konstanssal

szoroztunk is, osztottunk is. Jarjunk el most is igy, és az osztast egybdl irjuk az integral jel elé

reciprokkal térténd szorzas formajaban.

dx == dx ==

dx
5 37 ¥ 45 3

& 1 3 1 (83x+5)'
j - I T

Ezutan mar csak be kell helyettesitentink az

J. %dx =In|f(x)| + ¢ szabalyba.

3) '
%j%dx = %In ‘e3x+5‘ +c= %In(e3x+5) +c

Mivel a ¢® +5 > O minden x € R esetén, ezért hagyhattuk el az abszolut értéket az eredményben.

Amint lathatd, ha olyan tértiink van, melyben a szamlalé csak konstans szorzéban kiilénbdzik a

nevez® derivaltjatol, akkor a hianyzo konstanssal szorozva és osztva is, elérhetd, hogy % tipusu
fx
figgvény legyen az integrandus.
X
14. feladat:j >——dx
x“+4

Megoldas: Vegyiik észre, hogy a nevezé derivaltja (x2 + 4) = 2x, csak egy konstans szorzdban tér
S'(x)

) tipusu fliggvény legyen az integrandus, sziikség
X

lenne a szamlaléban egy 2-es szorzéra. Az elébbiek szerint szorozzunk 2-vel, és osszunk is 2-vel.

el a tért szamlaldjatol, ami x. Ahhoz, hogy

1
Az osztast egybdl irjuk az integral elé 2—del szorzas formajaban.

1 2 1 (x2+4)'
=yl o=y e

J‘x
x2

+4

Mar csak be kell helyettesiteniink a szabalyba.

1yl

dx:lln‘x2+4‘+c:£|n(x2+4)+c
2° x“+4 2 2

Az abszolut érték most is elhagyhato az eredményben, hiszen x%+4 > 0minden x € R esetén.
15. feIadat:J.tg x dx

et.

Sin
Megoldas: Hasznaljuk fel a tg x definiciojat, azaz irjunk helyette ol
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— sin
— J.tg xdx= J. X dx
Cosx
— Az integralandé tort szamlaloja csak egy eldjelben tér el a nevezé derivaltjatdl, hiszen
(cosx)" = —sinx. Szorozzuk meg ezért az integrandust —1-gyel, és az integral elé is irjunk egy
negativ eléjelet. igy elérjiik, hogy az integrandus S (x)) tipusu fiiggvény legyen.
X
L} H H ’
sin —sin cos
— _[ xdx:—j xdx:—j( x) dx
COS x Cosx CoSx
— Ezutan mar csak be kell helyettesitenlink a megfeleld integralasi szabalyba.
L} ’
cos
f— —J‘ﬂdx:—ln|005x|+c
Cosx
I
1
— 16. feIadat:J ——————dx
tg x - cOs“x
— Megoldéas: Ugyan tortet kell integralnunk, de most nyilvan nem igaz, hogy a szamlaléban a nevezé
derivéltja all, hiszen a nevezében egy szorzat van, aminek derivaltia nem1 . Latunk azonban a
1
figgvényben részletként tg x-et, amirdl tudjuk, hogy derivaltja >~ Sa nevezében szerepel a
cos“x
cos?x is. Hasznaljuk fel a tortek azon atalakitasat, amivel emeletes tortté alakithatunk egy tortet, ha
a nevez@ben szorzat all. Ezt az alabbi modon irhatjuk:
L] 1 B ; vag 1 B Z
ab b ey 4
Ha ezt ugy alkalmazzuk, hogy a szamlaléba >— keril, akkor ezzel a nevez6ben marado
, Cos“x
derivaltjat kapjuk meg, azaz / ((x)) tipusuva sikerll alakitanunk a fuiggvényt.
X
= !
1 2 tg x)’
j dez_[cosxdx:j(gx)dx
tg x - cos“x tgx tg x
e Ezutan mar csak be kell helyettesitenlink a szabalyba.
I ’
t
f— J.dezln|tgx|+c
tgx
s A feladatot sikerult megoldanunk, de talan tébben azt mondjak magukban, hogy 6k bizony masképp
sin
alakitottak volna az integrandust. Az el6z6 feladatban szerepelt, hogy tg x = ol , amit most is
COS x
felhasznalhattunk volna. Igy a tért nevezéjében még egyszeriisithetiink is.
— 1 1 1
L]
J. zdx:jsinx 7 dxz_[ - dx
tgx~COSx . COS“x SINx - COSx
COoSx
— Ezen a ponton azonban elakadunk. A kapott tort nem alapintegral, és nem tudjuk egyik kénnyen
’
integralhato fliggvénytipust, azaz f(ax + b), vagy f*(x) - f'(x), vagy ]}((x)) sem kialakitani. Az
X
atalakitasunk ugyan j6, de nem segit a fliggvény integralasaban. Az integralasi feladatokban
tudatosan keresni kell, hogy a tanult szabalyok kézul melyik alkalmazhat6 az adott esetben. Mivel
mar két olyan szabalyt is lattunk, amiben fiiggvény és derivaltja is szerepel, igy kijelenthetjlk, hogy a
szabalyok sok esetben csak akkor ismerheték fel, ha jol ismerjik az alapderivaltakat. Ha nem tudjuk,
melyik figgvénynek mi a derivaltja, akkor nem fogjuk felismerni a feladatokban, hogy ezeket az
integralasi szabalyokat kellene alkalmaznunk. llyenkor kénnyen kerulhetlink olyan zsékutcaba, mint
amibe fenti atalakitasokkal jutottunk.
L} 1
f— 17. feladat:j dx
x-Inx

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson15.xml 2018.09.14.



COEDU Page 11 of 25

Megoldas: llyen formaban a tort szamlaléja nyilvan nem egyenl6 a nevezé derivaltjaval. De a

1
nevezében latjuk az In x-et, amirdl tudjuk, hogy derivaltia —, és az x is ott van a nevezében. Ha
X

) tipusu fuggvenyt
S (x)

ugyanugy emeletes tortté alakitunk, mint az el6z6 feladatban, akkor most is

1
kapunk. Vigylnk a szamlaldba az —et.
X

1
1 - (Inx)’
'I.x-lnxdxz'[ﬁdxz"- I:); dx

A szokasos modon mar csak behelyettesitiink a szabalyba.

_[dez Injinx| + ¢
Inx

[ Ellenérzé kérdések

i 12, kérdés:J. S

3x%—4x+1

I In|6x—4|+c¢
Il Eln‘3x2—4x+l‘+c
( In ‘sz— 4x‘ +c

I In‘ 3—2x2+x‘+c

Il mehet

)

x>—4
x3 - 12x

7 13, kérdés:_[

dx

(i In‘ 3—12x‘+c
it E %In ‘ 3_ le‘ +c
| 3In ‘x3— 12x’ te

Il In ‘x2—4‘+c

| e

2X
dx

14. kérdés:I

e +8
(- o] %In(ez"+8)+c
In( +8) + ¢

| 2in(e® +8) +c

IIIIII eilen(ezx + 8) +c
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f 15. kérdés:_[ctg X dx
If —In|cosx | +¢
fl In|cosx|+c

fl In|sinx | +c

il —In| sinx | +¢
||l -Insinx|

| mehet

dx

\ 16. kérdés:]‘ ;2
Il ctg x - sin“x

I [ -In | ctgx | +c

If In|ctgx|+c
I —In ‘ sinfx ‘ +c

[f In ‘ sinx ‘ +c

I 17. kérdés:j > : dx
( 1+x ) - arctg x

il —In(l + x2) +c

1 In(l +x2) +c

I —In | arctgx | +¢

- |[E]In|arctgx | +¢
] mehet

Elméleti 6sszefoglald

A szorzatfliggvény derivalasi szabalyanak megforditasabol egy ujabb integralasi médszerhez
juthatunk. Az alabbi tétel errél szol.

i Tétel: Ha az u(x) és v(x) fiiggvények differencialhatéak, valamint u’(x)v(x) integralhato, akkor az
o u(x)V'(x) fuggveény is integralhato és

_[u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) — _[ u' (x)v(x) dx.

Bizonyitas: Az u(x) és v(x) fuggvények differencialhatoak, igy a szorzatfliggvény derivalasi
szabalyat alkalmazva:

(wx)v()) =o' (x)v(x) + ulx)v'(x).
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Fejezziik ki ebbdl u'(x)v(x)-et.
u(x)v'(x) = (ux)v(x)) — ' (x)v(x)

A jobb oldalon allo figgvény integralhatd, ebbdl kdvetkez6en a bal oldal is integralhaté. Integraljuk
mindkét oldalt.

Iu(x)v’(x) dx = I(u(x)v(x))' —u'(x)v(x) dx

A jobb oldalon tagonként integralhatunk.

Iu(x)v’(x) dx = I(u(x)v(x))’dx - I u' (x)v(x) dx

Mivel az els6 tagban az u(x)v(x) fuggvény derivaltjat integraljuk, igy integralas utan visszakapjuk az
eredeti u(x)v(x) fliggvényt.

J.u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) — I u'(x)v(x) dx

A parcidlis integralas alkalmazasaval az u(x)v'(x) fuggvény integralasat az u'(x)v(x) fliggvény
integralasra vezetjuk vissza. A szabalyt olyan szorzatok esetén célszeri alkalmazni, melyekben a
v'(x)-nek megfelel6 tényezd kdnnyen integralhato, s ha az u'(x)v(x) kénnyebben integralhatd mint
u(x)v'(x). A szabaly alkalmazasaval soha nem fejezédik be a feladat megoldasa, hiszen a jobb
oldalon a masodik tag még integralt tartalmaz. Ezért is kapta elnevezését a szabaly, hiszen csak

részben torténik meg az integralas. Az alkalmazas soran nagyon fontos, hogy egy integralandé
szorzat tényez6i kozil melyiket valasztjuk u(x)-nek, illetve v'(x)-nek. Erre vonatkozoan a kidolgozott
feladatokban adunk utmutatast.

Kidolgozott feladatok

18. feIadat:_[(Zx —6)-shxdx

Megoldas: Az integrandus most szorzat, s azon belill is egyik tényezéje polinom, a masik pedig a .
Probalkozzunk az elébb megismert parcialis integralas alkalmazasaval.

Vélasszuk a polinomot u(x)-nek, mert igy a szabaly alkalmazasa utan visszamaradé integralban
majd ezen polinom derivaltja fog megjelenni, ami méar csak egy konstans. Igy a parcilis integralas
utdn mar nem szorzatfiggvény all majd az integrandusban.

Legyen tehat u(x) = 2x — 6 ésv'(x) = sh x.
Ekkor u'(x) = 2 és v(x) = chx.

Az ismert v'(x)-bdl integralassal kaptuk meg v(x)-et. Ezért fontos, hogy a v'(x)-nek valasztott
tényezd kénnyen integralhato legyen.

Helyettesitslink be a szabalyba.
I(Zx—G) -shxdx= (2x—6)-chx—j2~chxdx

A feladatot még nem oldottuk meg, hisz még van egy integralunk. Ebb&l azonban a konstans szorzét
kiemelhetjiik, s utana mar csak egy alapintegral marad. gy az eredmény a kévetkezé lesz:

(2x—6)-Chx—J.Z-Chxdx:(Zx—G)~Chx—2_[chxdx:
=(2x—-6)-chx—2shx+c.

19. feladat: J.(3x +7) - 5%dx

Megoldas: Az integrandus egy hasonlé szorzat, mint amilyen az el6z6 feladatban szerepelt. Az elsé
tényez6 most is egy polinom, a masodik tényezében pedig 5* vette at a sh x szerepét. Az5" is
kénnyen integralhato, igy megint a parcialis integralassal probalkozhatunk.
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e Legyen u(x) = 3x + 7 és v'(x) = 5"
= 5°
Ekkor u'(x) = 3és v(x) = :
In5
— Helyettesitslink be a szabalyba.
= 5 5
j(3x+7)-5xdx:(3x+7)- —j3- dx
In5 In5
— A még meghatarozando integralbdl emeljiik ki a konstansokat, igy mar csak egy alapintegral marad
majd, amit meghatarozunk.
I
— 5 5° 5 3
(Bx+7)- —J.3~ dx=Bx+7) - — - —]5dx=
In5 In5 In5 In5
5 3 5 5 3
=x+7)—-— —+c=—|A+7-—|+c¢
In5 In5 In5 In5 In5
s Az utolso két feladatban az volt a k6z6s, hogy olyan szorzatot kellett integralnunk, melyek egyik
tényezdje egy polinom, masik tényezéje pedig az a™, e*, sinx, cos x, sh x, ch x fiiggvények
valamelyike. llyenkor célszer( a parcialis integralast alkalmazni olyan szereposztassal, hogy u(x) a
polinom legyen, v'(x) pedig a masik tényezé. A szabalyt hasznalva a visszamarado integralban
eggyel alacsonyabb fokszamu polinom marad mar csak. Ha az eredeti polinom elséfoku volt, akkor a
visszamarado integralban u'(x) mar csak egy konstans lesz, ami az integralbol kiemelheté. A v'(x)-
nek megfeleld fliggvényt kdnnyen tudjuk integralni, hiszen az fiiggvények a*, e*, sinx, cos x, sh x,
ch x mindegyike alapintegral. Raadasul az integralas eredményeként kapott v(x) fliggvényt is
kénnyl integralni, mert az is alapintegral, vagy annak szam szorosa lesz. Ez akkor fontos, ha a
polinom nem elséfoku. llyenkor a szabalyt tdbbszor kell alkalmazni egymas utan, egészen addig,
mig a polinombdl csak egy konstans marad a derivalasok utan. Erre majd a késébbiekben mutatunk
példat.
I
— 20. feladat:_[(4x +3)-Inxdx
Megoldas: Ismét szorzatot kell integralnunk, és az egyik tényezé most is polinom, de a masik
tényez6ben allo In x mas tipusu mint ami az el6z6 két feladatban szerepelt. Akkor ott olyan fliggvény
allt, amely alapintegral volt. A Inx nem ilyen fliggvény. Ezért nem célszer( 6t v’ (x)-nek valasztani,
hiszen akkor a v(x)-et nem kénny(i meghatarozni. Legyen tehat a szereposztas most a parcialis
integralas soran a kdvetkez6:
— u(x) =Inxésv'(x) =4x+3.
— , 1. 2
Ekkor u'(x) = — és v(x) = 2x“ + 3x.
X
s Helyettesitstink ezutan a szabalyba.
I
1
— J.(4x+3)~|nxdx:(2x2+3x)~|nx—_|.(2x2+3x)v—dx
X
— A még meghatarozando integralban egyszerisitsiink, majd végezzik el az integralast. Nem lesz
nehéz dolgunk, mert az egyszerisités utan egy polinomot kell integralnunk.
— 2 2 2
— (Zx +3x)-|nx—ij+3dx:(2x +3x)-|nx—(x +3x)+c
I
f— 21. feladat:J.x3 -Inx dx
e Megoldas: Hasonl6 szorzatot kell integralnunk mint az el6z6 feladatban, csak most a polinom nem
tébb tagbdl all, hanem csak egyetlen tagbdl. Ugyanugy jarhatunk el, mint az el6bb.
— Legyenu(x) =Inx ésv'(x) = X
— 4

Ekkor u'(x) = 1 ésv(x) = X
X 4
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Helyettesitslink ezutan a szabalyba.

4 4
J.x3~|nxdx:x—-|nx_.l.x_.ldx
4 4 x

A visszamarado integralban most is egyszerisitsiink, a konstans szorzét pedig emeljuk ki. Mivel x-

nek egy hatvanya marad csak, igy ezt mar kdnnyen tudjuk integralni.

4 4 4 A 4

L nx- x—~—dx=—~Inx—lj.xgdx=—~|nx—£-x—+c
4 4 x 4 4 4 4 4

Az eredmény szebb alakban irhato, ha kiemeljik amit lehet.

x4t 1 x4 x4( 1]
—-Inx—-=-—+c=—|Inx—=|+c
4 4 4 4 4

22. feladat:_[ Inx dx

Megoldas: Az el6z6 négy feladatban szorzat allt az integralban, de most nem. Azaz egy egyszeri
trilkkkel most is szorzatta alakithatjuk. irjuk az Inx-et1 - In x formaban. Az1 is egy polinom, csak
nagyon egyszeri polinom, hiszen 0 a fokszama. (1 = xo) igy mar ugyanugy jarhatunk el mint az

el6z6 két feladatban.

Legyenu(x) =Inxésv'(x) =1
/ 1
Ekkoru'(x) = —és v(x) = x.
X
Helyettesitsiink ezutan a szabalyba.
1
I1~ Inxdx=x- |nx—_[x~ —dx
X

A visszamarado integralban egyszer{sitsiink, majd hajtsuk végre az integralast.

1
x-lnx—_[x-—dx=x-|nx—jldx=x~|nx—x+c
X

Az eredmény kiemelés utan most is irhaté mas alakban.
x-Inx—-x+c=x(Inx-1)+c¢

Az utols6 harom feladatban olyan szorzatokat kellett integralni, melyek egyik tényezé&je polinom volt,
ez lehetett csak egy konstans is, a masik tényezéje pedig az In x. llyenkor is alkalmazhato a parcialis
integralas, de nem a polinomot kell u(x)-nek valasztani, hanem az In x-et. Ennek oka az, hogy az
In x nem alapintegral, igy nem olyan kénnyen integralhatoé mint példaul a sin x. Természetesen ez
azt is jelenti, hogy ilyenkor a polinom lesz a v'(x). Ez j6 is, hiszen egy polinom hatvanyfliggvények

konstans szorosanak 6sszegébdl all, a hatvanyok pedig kdnnyen integralhatéak. Az integralas noveli
a hatvanyok fokszamat, igy az integralas utani polinomban nem szerepel konstans tag. A

1
legalacsonyabb fokszamu tag is legalabb els6foku. Mivel az Inx derivaltja —, igy a visszamarado
X

1
integralban egy legalabb elséfoku tagokat tartalmazé polinomot szorzunk —-szel. llyenkor mindig

X
egyszer(sithetlink x-szel, és egy polinomot kapunk. Ezt pedig kdnnyen tudjuk integralni.

Ellen6rz6 kérdések

18. kérdés: [ (3x — )sinx dx

3cosx — (3x —4)sinx +c¢

(3x—4)sinx —3cosx + ¢

=) 3sinx — (3x—4)cosx +c¢
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(3x—4)cosx—3sinx +c

mehet

v
L 19, kérdés: I(ZX +7)-3%dx

X
S (2x+7+ij+c
In3 In3

3. In3-(2x+7-2-In3) +c

3 In3-(2x+7+2-In3)+c¢

mehet

)
2 20. kérdés: [(5x +8) - ch x dx

(5x+8)shx+5chx+¢
E (5x+8)shx—-5chx+c¢
(5x+8)chx+5chx+c

(5x+8)chx—-5shx+c¢

mehet

2
w21, kérdés:_[(Sx —9)-Inxdx

(4x2—9x)~|nx—(8x—9)~%+c
(4x2—9x)-|nx+(8x—9)-%+c
E (4x2—9x) . |nx—(2x2—9x)+c

(4x2—9x) . |nx+(2x2—9x)+c

mehet

= 22, kérdés:_[xz- Inx dx

3
%(Inx+1)+c

3
%(Inx—1)+c

Slnes3)
—lInx+=|+c
3 3

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson15.xml

Page 16 of 25

2018.09.14.



COEDU Page 17 of 25

3
g x—(lnx—ljﬂf
3 3

mehet

— Tovabbi kidolgozott feladatok
I 1
f— 23. feladat:j ———dx
1+9x
— Megoldéas: Az integrandus ezen alakjabdl nem igazan latszik az, hogyan tudnank elvégezni az
1
integralast. Viszont észrevehetjik, hogy az integralando figgvény nagyon hasonlit az 1—2
+x
fliggvényre, ami alapintegral. A kiilénbség az x2 elétt all6 9-es szorzéban van. Ha egy kicsit
alakitunk a figgvényen, és a 9x%-et (3x)2 formaban irjuk, akkor Iényegében az 1 >-et kapjuk,
+x
csak az x szerepét a 3x veszi at. Az integral igy a kdvetkezd alakot olti:
— J. ~dx = I dx.
1+9x 1+(3x)
— Ebbdl mar lathatd, hogy olyan dsszetett fliggvénylink van, amelynek belsé fliggvénye elséfoku. A
F(ax+b
lecke elején megismertJ.f(ax +b)dx = Flax+b) + ¢ szabalyt alkalmazhatjuk tehat. Most azonban
a
nem volt olyan egyértelm(, hogy ilyen tipusu az integral. Ez csak atalakitas utan valik egyértelmivé.
A szabaly ezutan a kévetkezd modon hasznalhato.
e ke 1 . N 1
A kil fiiggvény most f(x) = ——, ami egy alapintegral: /(x) = ~dx =arctg x +c.
1+x 1+x
—_— A bels6 fliggvény 3x, tehata = 3, és b = 0.
s Behelyettesitve a szabalyba a kdvetkezd eredményt kapjuk:
—_— 1 1 arctg 3
— I de:J. Fdx = gox ¢
1+9x 1+(3x) 3
— A feladatbdl jol latszik, hogy az alapintegralok biztos ismerete nagyon fontos. Csak akkor johet ra
1
valaki, hogy milyen alakban kell irni az integrandust, ha tisztaban azzal, hogy 1 > egy
+x
alapintegral. Ezutan mar kénny( észrevenni ezen alapintegral, és az integrandus kdzotti
hasonlésagot.
L}
1
f— 24, feladat:j 5 dx
4+x
L} 1
f— Megoldés: A feladat nagyon hasonlit az el6z&re. Az integrandus alig kilénbozik az 1 5
+x
alapintegraltol, de most mas helyen tér el attdl, mint az el6z6 feladatban. Els6ként azt lenne jo
1
elérnlink, hogy a nevezében a 4 helyénl alljon, ezért célszeri kiemelni 4—et.
— 1 1 1
— J. ——dx = —_[ >dx
4+x 4 1+ x
4
— Ezzel elértiik, hogy az integrandus lényegében olyan, mint az el6z6 feladatban, csak x? egyutthatdja
2
nem egy egész szam, hanem egy tért. irjunk ezutan az XT helyett (g) -t, amit (Exj formaban is
irhatunk.
I
L]
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[JESIPRISY N TR Y B T

1
47145 4 1+(f) 1+(1 )2
4 2 2"

igy mar egyértelmii, hogy megint olyan &sszetett fiiggvényt kell integralnunk, amiben a belsé

1
figgvény linearis, s amelyben f'(x) = 1122 a kuls6 fuggvény. Ennek integralja mar korabban is
+x
1
1+x

szerepelt: F(x) = .[ >dx =arctgx +c.

A belsd fliggvény most %x, azaza = %és b=0.

Alkalmazzuk az_[f(ax +b)dx =

alkossunk dsszetételt a linearis belsé figgvénnyel, és osszunk a belsé fliggvénybél x
egyiitthatdjaval. igy eredményiink az alabbi lesz:

F(ax+b
M + ¢ szabalyt, azaz integraljuk a kulsé fliggvényt,
a

i 1 arctg; 1. x
— zdx = ———= + ¢ = —arcty— +c.
4 (1 ) 4 = 2 2
1+(=x 2
2
25. feladat:_[%dx
x“—6x+10

Megoldés: A feladat hasonlit az el6z6 kettére, azonban mig az ottani tortek nevezdjében csak egy
négyzetes tag és egy konstans allt, most elséfoku tag is van. Kozépiskolaban megismertiik a
masodfoku kifejezések teljes négyzetté alakitasat. Ha ezt alkalmazzuk, akkor most is elérhetjuk,
hogy a nevezében csak masodfokl és konstans tag alljon.

x2—6x+10=x?—6x+9+1=(x-3)°+1

irjuk ezt be az integralba.

J‘ 1 dx:j 1

5 >——dx
x“—6x+10 (x=3)+1

1
Azt lathatjuk, hogy Iényegében megint az 1—2 flggvényt kaptuk, csak az x szerepétaz x — 3
+x

vette at. Olyan dsszetett fliggvényt kell tehat integralnunk, aminek kiils6 fliggvénye az

fe)=—1 L

> fggvény, aminek integralja: 7(x) :j 5
1+x 1+x

dx = arctgx +c.
A belsd fuggvény most x — 3, azaza = 1és b = -3.

+ ¢ szabalyt.

Alkalmazzuk az_[f(ax +b)dx = Flax+b)
a

J‘ 1 dr = arctg(x — 3)

+c=arctg(x—3) +c¢
(—3)2+1 1 90x=3)

_
25x2 + 20x + 13

26. feladat:_[

Megoldas: Olyan tort all az integrandusban, melynek szamlaldja konstans, nevezéje pedig egy
masodfoku kifejezés. Hasonldval talalkoztunk az el6zé harom feladatban is, csak azokban a
nevezdében allé masodfoku kifejezés sokkal egyszeriibb volt. Ezekben a feladatokban olyan
Osszetett fUggvénnyé tudtuk alakitani az integrandust, melyeknek linearis volt a belsé fliggvénye.
Most is megprobalhatjuk ezt elérni. Hajtsunk végre olyan atalakitasokat, mint az el6z6 harom
feladatban. Elsé 1épésként alakitsunk teljes négyzetté a nevezdben, a szamlalébdl a konstanst pedig

emeljuk ki.
AN R SN
25x“+20x + 13 (Bx+2)“+9
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Ezutan emeljik ki a nevezébél a 9-et, hogy helyénl maradjon. Azért tessziik ezt, mert a fliggvény

igy egyre jobban hasonlit majd az 1 alapintegralra.

+x2

7.‘- 12 dng_‘-(s +;L)2
(5x+2)°+9 xg +1

5x +2

pp B 2)°

2
-et irjuk inkébb( ] alakban.

Zj 12 dx:zj 12 dx
9° (5x+2) ‘1 9 (5x+2)
r— 3 +1

5x +2 5 2
Utolsé atalakitasként pedig az ol helyett hasznaljuk inkabb az Ex + E alakot, valamint

cseréljik meg a nevezében a tagok sorrendjét.

L S S § S B
9 (—5x+2)+1 9 l+(Ex+E)
3 373

Ezen alakbdl mar jol latszik, hogy olyan dsszetett fliggvényt kell integralnunk, melynek kiilsé

fuggvénye az f(x) = 1 ! ~ alapintegral, amibél F'(x) = _[ 1 ! ydx = arctgx + c. A bels6 fliggvénye
+x +x

pedig az Ex + — linearis fliggvény, azaz a = E ésh=—
3 3 ' 3 3

. Flax+b
Alkalmazzuk az ilyen 6sszetett fliggvényekre vonatkoz().[ f(ax+b)dx = M + ¢ integralasi
a

szabalyt. Az alabbi eredményt kapjuk:

5 2
7 I 1 7 arCtg(g“g) 7 5 2
— Fdx = — = +c=—arctg| —x+— |+c¢
5. 2) 9 3 15 3 3

A feladat megoldasa soran alkalmazott eljaras segitségével integralhatjuk az 6sszes olyan tortet,
melynek szamlaloja konstans, nevezéje pedig szorzattd nem bonthaté masodfoku kifejezés. llyenkor

a nevez@ben teljes négyzetté alakitunk, majd kiemeléssel elérjik, hogy az dsszegben szerepld
konstans tagl legyen. A nevezSben szerepl6é masik tagot Ggy alakitjuk, hogy egy elséfoku kifejezés

négyzete legyen. Ekkor olyan dsszetett fliggvényt kapunk, melynek kiilsé fﬂggvényel—z, belsd
+x

fuggvénye pedig linearis.
27. feladat: _[(4x2 —6x+ 5) - COS X dx

Megoldéas: Az integrandus egy szorzat, melynek els6 tényezéje egy polinom, masodik tényezéje

pedig a CcoS x. llyen esetben a parcialis integralas Uu V=u-v —J.u’ . v) vezet célhoz.

Legyenu = 4x% —Bx+56sV' = COSX.

Ekkoru' = 8x—6ésv=sinx.

Helyettesitslink a szabalyba.

J.(4x2 —6x+ 5) -COoSx dx = (4x2 —6x+ 5) -sinx —I(Sx —6)-sinx dx
A még meghatarozandd integral ugyanolyan tipust, mint amilyen az eredeti feladat volt, csakl -gyel
alacsonyabb a polinom fokszama, azaz mar csak elséfoku. Ezért Ujra alkalmazzuk a parcialis

integralast.

Legyenu = 8x—6ésV' =sinx.
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Ekkoru' = 8 és v = —C0Sx.

Amikor a szabalyba helyettesitlink, akkor figyeljink oda, hogy az integral el6tt negativ eljel allt, ami
az integral helyére keriilé mindkét tagra vonatkozik majd. Ezért célszer(i zardjelbe tenni a
behelyettesitésnél, hogy csokkentsiik a hibazas veszélyét.

I(4x2 —6x+ 5) - COSx dx = (4)(2 —6x+ 5) -sinx — ((BX —6) - (—cosx) —J.S(—Cosx)dx)
Bontsuk fel a zardjelet, és emeljik ki a konstanst az integralbdl.
J.(4x2 —6x+ 5) - CoSx dx = (4x2 —6x + 5) -sinx + (8x—6) - cosx — 8J.COSx dx

Mar csak egy alapintegralunk van, melyet behelyettesitiink, majd amit lehet 6sszevonunk. Az
eredmény a kovetkez6:

_[(4x2—6x+5) - COSx dx = (4x2—6x+5) -sinx+ (8x—6) - cosx—8sinx+c¢ =

:(4x2—6x—3)~sinx+(8x—6)~COSx+c.

28. feladat: _[(x2 +4x — 7) - sh(3x — 8)dx

Megoldas: Az el6z6h6z nagyon hasonlé feladatunk van. Ugyanugy parcialis integralassal
prébalkozhatunk.

Legyenu = x2+4x-Tesy = sh(3x - 8).

ch(3x - 8)
.

Ekkoru' =2x+4ésv =

A v meghatarozasakor figyeljlink oda arra, hogy v' = sh(3x — 8) olyan 6sszetett fliggvény, aminek
belsé fliggvénye elséfoku. Az integralas soran ne felejtsiink el osztani a belsé fliggvénybdl x

egyltthatojaval.
Helyettesitslink a szabalyba.

j(x2+4x—7)'5h(3x—8)dx:(x2+4x_7).%3_8)_j

(2x+4). —Ch(3§ =8) i

A konstans szorzokat célszerii egy-egy tagban elére emelni.
J'( 2 1/ 1
X2 44— 7) -sh(3x - 8)dx = g(x +hx— 7) - ch(3x—8) ~ - (2x+ 4) - ch(3r - B)dx

A megmaradt integral ugyanolyan tipusu, mint amilyen az eredeti volt, csakl -gyel alacsonyabb a
polinom fokszama, azaz mar csak elséfoku. Ezért Ujra alkalmazzuk a parcidlis integralast.

Legyenu = 2x + 4 ésv' = ch(3x — 8).

sh(3x - 8)
i

Ekkoru' =2ésv =

1
Amikor a szabalyba helyettesitlink, akkor figyeljiink oda, hogy az integral el6tti _E szorzd az integral

helyére kertlé mindkét tagra vonatkozik majd. Ezért célszer( zarojelbe tenni a behelyettesitésnél,
hogy csokkentsiik a hibazas veszélyét.

_[(x2 +4x — 7) -sh(3x — 8)dx =

- %(x2+4x—7) -ch(3r—8) - %((2,”4) . Sh(3);—8) [2. sh(3);—8) dxj
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Bontsuk fel a zardjelet, és emeljik ki a konstanst az integralbdl.

I(xz +ax— 7) - sh(3x — 8)dx =

= (e 7) cn@e-8) - Lae s - sn@e-8)+ 2 fsniar- gy

Mar csak egy olyan dsszetett fliggvényt kell integralnunk, aminek belsé fliiggvénye elséfoku. Amikor

elészor alkalmaztuk a parcidlis integralast, akkor mar integraltuk is ezt a fliggvényt, hiszen akkor ez
volt a v'-nek vélasztott tényezd. Az alabbi eredményt kapjuk:

J(x2+ 4v~7) - sh(@x - g)a =

2ch(@-8) _
9 3

= %(xz +4x - 7) -ch(3x-8) - %(2x+4) -sh(3x—8) + 2—270h(3x— 8)+c.

= %(x2+4x—7) -ch(3x-8) - %(2x+4)~sh(3x—8)+

Ha 6sszevonjuk a két ch(3x — 8)-at tartalmazo tagot, akkor az eredmény kicsit révidebben is irhato.

J(+2+ 4x~7) - sh(ax - By = %(xz Flx— %) -ch(3r—8) - %(Zx +4)-sh(Bx—8)+c.

29. feladat:_[3x - COSx dx

Megoldéas: Az integrandus olyan szorzat, melynek egyik tényezdje exponencidlis, masik tényezdje
pedig a vagy cos x fuggvények valamelyike. llyen esetben is sokszor célszer( a parcidlis integralas
alkalmazasa, sét kétszer is kell hasznalni a szabalyt. Az ilyen integrandus esetén mindegy, hogyan
osztjuk ki a szerepeket az els6 parcidlis integralas soran.

Legyen most u = 3* és V' = COSx a szereposztas.

Ekkoru' = 3*-In3ésv=sinx.

Helyettesitslink a szabalyba.

_[SX-COSxdx: 3x~sinx—j3x-ln3~sinxdx

Emeljik ki az integralbdl a konstans In 3-at, majd osszuk ki a kdvetkezd parcialis integralashoz a
szerepeket. Itt mar nem mindegy, hogyan valasztunk. Ugyanugy kell kiosztanunk a szerepeket, mint

az els6 esetben.

f3x-005xdx: 3. sinx - InSst-sinxdx
Legyen tehat u = 3* és V' = sinx a szereposztas.
Ekkoru' = 3" - In3és v =—cosx.

Ujra helyettesitsiink a szabalyba.
J.3x -cosxdx=3"-sinx-In3- (3” - (—cosx) —_[3” -In3- (—cos;:)dx)
Bontsuk fel a zardjelet, és ismét emeljlk ki a konstanst az integralbol.

J.3X~COSxdx =3"-sinx+In3-3"- cosx - In23~j3”~005xdx
igy 1ényegében egy olyan egyenletet kaptunk, amiben az integral az ismeretlen, mert a kétszeri

parcidlis integralas utan az eredeti integral szam szorosat kaptuk. Annyi a feladatunk, hogy ebbél az
egyenletbdl kifejezzik az integralt. Els6 |épésként adjunk mindkét oldalhoz

In%3. _[3)‘ - coSx dx-et.

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson15.xml 2018.09.14.



COEDU

J.3x~COSxdx+In23-J.3x-005xdx=3x-sinx+ln3-3x~cos;c+c

Emeljiik ki az integralt a bal oldalon.
(l+ In23)_[3"-005xdx= 3% -sinx+1In3-3"-cosx+c
Végll osszuk az egyenlet mindkét oldalat (1 + In23)-mal.

I3x-c05xdx:;3(3"-sinx+ln3-3"~c05x)+c

1+ In

Ha az eredménybsl kiemeljiik a 3*-t, akkor a kévetkezé alakban is megadhaté:

X
_[3* -CoSx dx = 3—2(sinx+ In3-cosx) +c.
1+1In°3

30. feIadat:Jezx -sin 3x dx

Megoldas: A feladat hasonlit az el6zére. Olyan szorzatot kell integralnunk, melynek egyik tényezéje
exponencidlis, masik tényezéje pedig sin. Most is parcidlis integralassal célszer(i probalkozni, és
tetsz6legesen oszthatjuk ki a szerepeket.

2

Legyen pl. u = e~ és V' = sin 3x.

cos 3
Ekkor ' = 2¢% és v = — 3 Al

Szeretnénk felhivni a figyelmet arra, hogy mindkét tényez6 olyan dsszetett fliggvény, melynek belsé

fliggvénye elséfoku. Figyeljiink oda, mert amikor u-bél u'-t allitjuk eld, akkor a derivalasnal a bels6
fliggveény derivaltjaval szoroznunk kell a kiils fiiggvény derivaltjat, amikor pedig v'-bél allitjuk elé v-t,
azaz integralunk, akkor a belsé fliggvénybdl x egyutthatdjaval osztanunk kell a kilsé fliggvény
integraljat.

Helyettesitslink be ezutan a szabalyba.

J.EZx -sin3x dx = = . (—@] - J. 262 . (_—Cozsx)dx

Miel6tt ujra alkalmaznank a parcidlis integralast, célszer( ezt egy kicsit rendezni, s a konstansokat
kiemelni a tagokban.

. 1 2
J‘ezx -sin3x dx = —Eez" - C0S 3x + §Ie2x~ cos 3x dx
Most Ujra osszuk ki a szerepeket immaron figyelve arra, hogy ugyanugy tegyik ezt, mint az elsé

esetben.

2x

Legyenu = e~ és V' = c0s 3x.

in
Ekkor i’ = 2¢% és v = > 33x.

Helyettesitstink a szabalyba.

J‘e” . sin 3 dy = _%82)( - cos 3 + %(ez’“. sm33x —IZeZ’“~ sm33xdxj

Bontsuk fel a zardjelet, és a konstansokat most is emeljik ki a tagokbdl.

Iezx~Sin3xdx:—%ezx~COSSx+§e2x-Sin3x—gj.ezx-sin&cdx

A kétszeri parcidlis integralas utan az eredeti integral egy szam szorosat kaptuk a jobb oldalon. igy
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annyi a feladatunk, hogy a kapott egyenletbdl fejezziik ki az integralt. Adjunk hozza mindkét oldalhoz

gfezx - sin 3x dx-et.

%J.ezx-siandx=—%e2x-cos3x+§ezx-sin3x+c

Végul osszunk %—del, azaz szorozzunk %—dal.

Iezx~sin3xdx=—%ezx~cos3x+ %ezx-sin3x+c

Ha az eredménybdl kiemellink amit lehet, akkor az alabbi formaban is irhato:

2x
J'ez;c -sin3x dx = 61—3(25in 3x —3c0s 3x) +c.

[ Ellenérzé kérdések

\ & 23. kérdés:_[l;dx

+49x°

Il |n(l+49x2)+c

{ iln(l +49x%) + ¢
49

i iarctg 49x% + ¢
49

I o %arctg Tx+c

i T 24, kérdés:_[ #dx
16 + x

1 X
—arctg — +
| St e

1 b
I —arctg = +c¢
it 16 4

1 X
I ~arcty — +c
Il 4 16

f iarctg X e
I 16 16

] mehet

1

| Ty kérdéS:I dx

X2 +8x+17

fl In(x2+8x+ 17) +c

(f |n(x2+8x+17)
it ————— +¢
] 2x+8

| E arctg(x+4) +c
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) arctg(x +8) +¢

i mehet

— I 7
il 6. kérdés:J. ——————dx
Il 4x°—20x + 34
)
I||| 1
| Earctg(Zx -5)+c
'I
':': iarct (2x-5)+c¢
I.l. 10 9
I:I:
I 1 5
I ~arct -+
| | B33
I|||
I 1 (2 5)
ff —arctg| =x— = |+c
I 18 3
:: mehet
I|||
I:I:
— | b
- (Bl 27. kérdés: I(xz +5X— 4) -sinx dx
)
I|||
.:.: (x2+5x—6)~Cosx+(2x+5)~sinx+c
I
f . qj _ 2 _ .
( ] (2x+5) - sinx (x +5x 6) COSX + ¢
I:I:
| (x2+5x—2)-COSx+(2x+5)-sinx+c
I:I:
I'||'| (2x+5)'sinx—(x2+5x—2)-COSx+c
)
|:|: mehet
)
I|||
- [~ 2s. kérdes: J'(x2 +1)- ch(2x - 5)dx
I:I: 2
\ . 3} sh(2x - 5) + X ch(2v-5)+c
I 2 4
I|||
|:|: xz 3
(i o] g | sh- 5)— 2 . ch@2x-5)+c
I:I:
I )
l X 5
X421 sh(2r- 5)+ X ch(2x—5)+e¢
I.'. 2 4
)
I 2
R 5] sh(2x-5) - = ch(2x 5)+c
IIII 2 4
\ mehet
)
I
— .:.: -
L]

2 Py X o
T 29. kerdes:_[4 -sinx dx

Il x

4 .
N o w(In4 -sinx —cosx) +c¢
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45
m(sinx— In4.- COSx) +c
+1In

I\ X
Il 4—2(In4-sinx+005x)+c
Il 1+1In°4

i X

l+|nz4(sinx+In4-c05x)+c

Il L

(Ml -~ 30. kérdés: _[ e cos 2x dx

.'.I _Sx
il el—S(SSian—ZCOSZx)+c

~3x
Il 61—3(38in2x+2C052x)+c

~3x
Il E 61—3(28in2x—3C052x)+c

W\ €_3x

13
W\ mehet

(2sin 2x + 3c0s 2x) + ¢
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