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Tanulasi cél: Az eddig megismert valds szamkor bévitése

A komplex szamok fogalma, algebrai alakja

Altalanos iskolaban mar tanultunk a természetes (N), az egész (Z) és racionalis (Q) szamokrdl. A
kozépiskolaban elmélyitettik a vellk kapcsolatos ismereteinket és U] felfedezéseket is tettiink.

Megismertiik az irracionalis (Q *) szamokat és igy, tobbszori szamkor bévités eredményeként,
eljutottunk a valés szamok (R) kéréhez.

Eddigi tanulmanyaink soran azt is lattuk, hogy a valoés szamok halmazan nem végezheté el minden,

a gyakorlatban felmerilé mivelet, hiszen pl. a valés egyutthatés masodfoku algebrai egyenlet sem
oldhat6é meg a valés szamok halmazan, ha a diszkriminansa negativ. Ezért célszer( lenne az R
halmazt ugy béviteni, hogy ebben az Uj halmazban (minden eddigi mivelet valtozatlan megtartasa

mellett) tudjunk a negativ valds szamokbdl is négyzetgydkot vonni.

Ennek érdekében bevezetiink egy elképzelt Uj szamot, amelyet i-vel jeldlink, képzetes egységnek
nevezlink és azi = v—1 értékkel definialunk.

Definicié: A z = a + bi alaki szamokat, ahol a, b € R a komplex szamok algebrai alakjanak
nevezzuk.

Elnevezések és jeldlések: a a komplex szam valds része Re(z), b a komplex szam képzetes része
Im(z).

Példaul a 4 — 5i komplex szam valds része 4, a képzetes része pedig —5.

A "képzetes" elnevezés az "immaginarius" szébdl ered, ezért is jeldljik "i"-vel a komplex szamok

nem valos, "képzetes" részét. (Az "i"-t az "immaginarius” roviditésére hasznaltak.) A "komplex"

elnevezés pedig arra utal, hogy ezek a szamok &sszetettek, tobb (kettd) részbdl alinak.

Megjegyzés: minden valds szam olyan komplex szam, amelynek képzetes része 0.
Azaz komplex szam a4 =4+ 0ivagya0 =0+ 0i is.

Definicié: Két komplex szam egyenlé, ha valds részeik és képzetes részeik is egyenldk.
Miiveletek algebrai alakban (6sszeadas, kivonas, szorzas, osztas)

Definicio: Legyen z = a; + byi és z, = ay + byi. Ekkor

7 +zp=(ay+byi) + (a g+ boi) = (ay + ap) + (by + by)i,

a—zp= (al + bli) - (a o+ bzi) = (al - az) + (bl - bz)i,

7-z9= (‘11 + bli) . (a ot b2i) = (a1a2 — blbz) + (albz + azbl)i.

Definicio: Egy z = a + bi alaku komplex szam konjugéltjan a z = a — bi komplex szamot értjik. (A
képzetes rész elbjelét az ellenkezdjére valtoztatjuk.)

Példaul ha zy = 7 + 2i, akkor 7 = 7 — 2i, ha z, = -1 + 25i, akkor z; = —1 — 254, és ha z3 = 13 — i,
akkor z3 = 13 + 7.

7 artbyi  aqbyi ao,—byi  arar,+bb arby —ab
Definici: L = L7010 _ Artbil dp7 0l _ &ydptPipy | 01— by,
Zp a2+b21 d2+b21 (lz—bzl a2+b2 L12+b2

Ezt a bonyolult végeredményt nem kell megtanulni, csak azt érdemes megjegyezni, hogy az osztas
végrehajtasanak elsé lépése a nevezé konjugaltjaval valé bévités.

Néhany mdveleti tulajdonsag:

®  az 6sszeadas és a szorzas kommutativ, azaz barmely két komplex szam esetén:
A +zp=2zp+ thOVébbé 7-Zp=2p-7

#  az Osszeadas és a szorzas asszociativ, azaz barmely harom komplex szam esetén:
(Zl + 22) +z3=7+ (22 + 23) = +zp+z3 tovabba (2122)23 = 21(2223)
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#  aszorzas disztributiv az 6sszeadasra nézve, azaz:
21(22 +Z3) =2z + 2723

— Megjegyzés: A miveletek elvégzése soran az algebraban megtanult szabalyokat és azonossagokat
alkalmazzuk ugy, hogy kihasznaljuk azi = /-1 &sszefliggésb6l adodd i2=-1 lehetséges
helyettesitést. Itt érdemes medfigyelni azt, hogy i hatvanyai négyes periédussal rendelkeznek, azaz

I 2

L]

i=1i, 12:—1, 13:z 12:—1, l4:(i2) :(—1)2:1,
=i 14:1‘, 16:i2'l4:—1

I -

— Kidolgozott feladatok

— 1. feladat: Legyen z = 2 — 5i és z, = —1 + 2i. Hatarozza meg az alabbi kifejezések értékét:

e a)g+z;

b) 4 —2Zp

c) nzy

d) 421 - 322

e) (ZZl - 3[)(1 - 22)
N Re(i - z)
972z,

h) Im(222 + 2i10)

L}

— Megoldas:

— a) Célszer( el6szor zarojellel ellatva behelyettesiteni a kivant értékeket a kifejezésbe, majd a
komplex szamokkal, mint kéttagu algebrai kifejezéseket kezelve elvégezni az algebrai
atalakitasokat.

— Z2+2p=(2-5])+(-1+2i)=2-5i-1+2i=1-3i

— b)z—zp=(2-5i)—(-1+2i)=2-5i+1-2i=3-7i

= ¢) A zardjel felbontasanal minden tagot minden taggal megszorzunk, majd kihasznaljuk az i2 =-1
osszefliggést.

— 7-29=2-50)-(-1+2i)=-2+4i+5i-10i"=-2+9/—-10- (-1) =8 +9i

— d) 4z —3z,=4(2-5i) - 3(-1+2i) =8-20i +3—-6i = 11 — 26/

—_ e) (22 -3i)(1-z) =[2(2-5i) - 3] - [1 - (-1 +2)] =

— El6szor a szbgletes zardjeleken bellil elvégezziik a miveleteket, majd a két zarojelet
Osszeszorozzuk, minden tagot minden taggal.

— =[4-10i-3i]-[1+1-2{]=[4-13i] - [2—2i] =8 —8i— 26i + 26i“ = —18 — 34i

e f) Ebben a feladatban el6szor el kell végezni a zardjelben szereplé miiveletet, majd kiolvasni az
eredmény valos részét.

[ ] . X . . 2 .

— Re(i - z) = Re[i(2 - 5i)] = Re[zz _5 ] —Re[5+2i]=5

— Q) 2 — 22y = (2= 5i)2 — 2(~1+2i) = 4— 20i + 25i% + 2 — 4i = —19 — 24i

L} 5

— h) Im(222 + 21‘10) - Im{(—l +20)%+ 2(1'2) } =in[1-4i+4i2+2. (-1)°] =

— Im(1-4i-4-2)=Im(-5-4i) =-4

— 2. feladat: Legyen z = 3 + 2i és zp = —2 + 6i. Hatarozza meg az alabbi kifejezések értékét:
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a)7 +3z
2
b) (22)
c) A
2z
0 —
2
e)l— 3
22

Megoldas:

a)7+32,=3+2i+3(-2+6i)=3-2i—6-18/ =-3-20i

b) (22)° = (23 + 20)) = 4(9 +12i+ 4i2) = &(5+ 127) = 20+ 48i = 20 — 48

oA _ 342 _3+2 -2-6i —6-18i-4i-12" 6-22 _6-22i 6 22

5 2+6i —2+6i —2-6i  (2)2-(6)%  4-362 40 40 40
gl i _ i 32 38i+2% 243 _ 243 _-2 3.
7 3+2i 3-2i 3+2i (3)°-(2)® 9-4% 13 13 13
g1 3 -1 8 _72+6i-3_ 5+6i 2-6i
zp -2+ 6i -2+ 6i -2+6i —-2-6i

10+30i—12i—36/2 46+18i 46+18i
(-2)° - (6i)? 4 - 36i° 40

3. feladat: Oldja meg a koévetkezd egyenleteket a komplex szamok kdrében:
a)3—-4iz=z+5i
b) (l+i+iz+z)(l+i)20
z
c) 22+2:+10=0

Megoldas:

a) Ebben az egyenletben az ismeretlen els6é hatvanyon szerepel, ezért ez egy els6foku egyenlet.
Elsé Iépésben az egyenletet rendezni kell. Egyik oldalra kerulnek az ismeretlent tartalmazoé tagok,
mig a masik oldalra a tébbiek. Ezt kdvetéen a z kiemelése utan egy osztassal Iéplink tovabb.

3-4iz=z+5i — 3-5i=z+4iz — 3-5i=z(1+6i)

_3-5i _3-5/ 1-4i _3-12i-5i+20i% -17-17i _

z= = = = -1-1i.
1+4i 1+4i 1-4i 1+16 17

b) Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezé&je nulla. Eszerint két egyenletet kapunk:
Q+i+iz+2) = 0vagy(1+ i) =0.
z

Oldjuk meg az elsé egyenletet:

1+i4+iz4z=0 —>Siz+z=-1-i —> z(1+i)=-1-i
J_l-i_A-i 1-i Awi-ivi? -2
1+4i  1+i 1-i 1-(3i)? 2

Oldjuk meg a masik egyenletet is.

i i
1+-=0 —> -
z z

Tehat az egyenletnek két megoldasa van: z; = —1és z, = —i.
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s ¢) Hasznaljuk a gyokképletet:
— § -2+J4-4-1-10 -2+-36
i 21’2 = > = 5 =
— 2443612 2460 [ -1+3i
2 2 | -1-38i
| II:I ” ” Ve V4
— | Ellenorzo kerdesek
I |:|:
— I|||
I:I:
I||| 5
I:I:
I.'. -5
I:I:
I||| E _7
1
I'||'| 11
I:'l:' mehet
I:I:
Il
_— I||| ) - , -z - - ” A T AS
o Il 2. kérdés: Legyen z = —1-5i és 2, = 3-i. Mivel egyenl$ (1-22)- (22, +3)?
Il
|| [F]-161+81i
Il
| 17913
Il
I.'l.' 179-21i
IIIIII -179 + 21§
il mehet
1
Il

(W 7 3. kérdés: (-4 -3i)2— (T+i)=

1

\ 6 - 23i
IIII

| |Ee+2si
1

I\ 24-i

IIII

I )
-8-23i
I|'||| mehedt
1

I

I

I:I:

(| 0

I:I:

(| E 1

I:I:

(| 4

I:I: 3

II|I

11 4

ff A

[ 3
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|:|: mehet
,:,:
I|||
— ( 5. kérdés: 3 - 3i%+2i?0°=
I:I:
(
I:II:I 3+i
I:I: ;
“ 2i
,:,: |
“ —2i
,:,: mehet
I|||
I:I:
— | = 3-4i
Il " 6. kérdés: Mivel egyenl6 1 — ———2
|:I|:I
| 53
I|||
[ Els-si
if 3-3i
I|||
I||||I -3+3i
':': mehet
I}
Il

) 7. kérdés: Oldja meg a 2 +iz = 32 — i egyenletet a komplex szamok

| halmazan!
(l
i\ 5
fl —+ =1
( 8
IIII
IIII 1
I
1
I|I||I
it E - =1
IIII 8
I|||
1

1
I —+ i
( 3
;J meh et
I
IIII
)

— I||| -

- W > 8. kérdés: Oldja meg a 22— 47+ 13 = 0 egyenletet a komplex szamok
i halmazan!
m
IIII
I
IIII
fl 2+6i
m
IIII 4 i 3i
m
( 4+6i
i meh et
I|I||I
A
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Komplex szamok abrazolasa, trigonometrikus alak

A valos szamokat szamegyenesen abrazoljuk. Egy egyenes a komplex szamok abrazolasara nem
elegendd, mivel ezek a szamok valds és képzetes részbél allnak. Eppen ezért ki kell [épniink az
egyenesbdl a sikba. Ezt a sikot komplex szamsiknak nevezzik. Vegyunk fel egy derékszdgu

koordinatarendszert és a vizszintes tengelyen a komplex szam valés, a fliggéleges tengelyen pedig

képzetes részét jeloljik. A valos tengelyen az egység azl valds szam, mig a képzetes tengelyen az
i komplex szam az egység.

Ekkor a z = a + bi alaki komplex szamot szokas az (a, b) pontba mutatd helyvektorral szemléltetni.
Ekkor a komplex szamok és a koordinata rendszer pontjai k6zott kdlcséndsen egyértelm
megfeleltetést Iétesitiink.

képazetes tengely

P :

—

a valos tengely

A z = a + bi alakban megadott komplex szamot a valds és képzetes része egyértelmlien
meghatarozza. A komplex szamot abrazold vektort azonban nem kell feltétlenul ezzel a két adattal

megadni. Ugyanezt a vektort megadhatjuk ugy is, ha megadjuk a vektor hosszat és a vektor valos

tengely pozitiv felével bezart hajlasszdgét. Ezt a két Uj adatot polarkoordinataknak hivjak. A vektor
hosszat a komplex szam abszolut értékének is nevezzik, jele: r, amely Pitagorasz tétel
segitségével:

r=\/a2+b2.

A komplex szam hajlasszdge az a sz6g, amellyel a valds tengely pozitiv felét az ramutato jarasaval

ellenkezd iranyba el kell forgatni ugy, hogy az a komplex szamot szemléltet6 vektor irdnyaval essen
egybe. Ennek megfeleléen 0° < ¢ < 360 °.

A ¢ hajlasszog meghatarozasanal minden esetben fontos a vektor felrajzolasa, mivel a koordinata
sik killonb6z6 negyedeiben mas-mas modon torténik. Elsé 1épésben egy S segédsziget szamolunk

a

b
tg[f:‘—,haa;to
a

segitségével, majd a tényleges hajlasszdg meghatarozasa kdvetkezik a kdvetkezé médon:

I. siknegyedben ¢ = f3,

II. siknegyedben: ¢ = 180 ° — f3,
I1l. siknegyedben: ¢ = 180° + f3,
IV. siknegyedben ¢ = 360 ° — 5.

A most bevezetett polarkoordinatak segitségével lehetéségiink van a komplex szamokat mas
alakban is felirni.

Definicio: A z = a + bi nullatdl kiilonbozo algebrai alakban felirt komplex szam trigonometrikus
alakja:

z = r(Cos ¢+ isin @),
ahol r a vektor hossza, ¢ pedig a hajlasszoge.

Atvaltas algebrai alakbél trigonometrikus alakba
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s A trigonometrikus alakban megadott komplex szam algebrai alakjanak meghatarozasa a

szogfliiggvények értékének behelyettesitésével és egyszeriibb alakra hozassal torténik.
L} -
— Kidolgozott feladatok
I .
— 4. feladat: Irja fel a kdvetkezd komplex szamokat trigonometrikus alakban:
— a)z=5

b) z=-3i

c)z=2+4i

dz=-4+2i

e)z=-3-5i

flz=5-4i
L}
— Megoldas:
I
— a) El6szo6r abrazoljuk a komplex szamot.
L}
_— I

Im
=0
5 Re

— A vektor specidlis elhelyezkedése miatt az abrardl leolvashato, hogy a vektor hossza 5, hajlasszége

0 °. Igy semmiféle mellékszamolasra itt nincs szilkség.
— z=5=5(cos0°+isin0°).
L}
— b) Most is az abraval kell kezdeni.
I
L]

Im
ARy
k Re
T -3

—_— Az abrardl leolvashatd, hogy a vektor hossza 3, hajlasszége pedig 270 °.
— z =-3i = 3(cos 270 ° + isin 270 °).
s c) A valds és képzetes rész is pozitiv, ezért egy elsé negyedbe esd komplex szamot fogunk atirni

trigonometrikus alakba.
L}
L]
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3% ]

Szamitsuk ki a vektor hosszat:

r=v22+42 =20

Masrészt:

4
tgf = 2 - ¢=£=063,43°
igy a keresett trigonometrikus alak:

z=2+4i=+20(cos63,43° +isin 63, 43°).

d) A valos negativ, a képzetes rész pozitiv, ezért egy masodik negyedbe esé komplex szamot
fogunk atirni trigonometrikus alakba.

Im

A sziikséges szamolasok:

r=(-4)?+2? = J20
tgf = % - ¢=180°-4=180°-26,57°=153,43°
A keresett trigonometrikus alak:

z=—4+2i = /20 (cos 153, 43 ° + isin 143, 43 °).

e) A valos és képzetes rész is negativ, ezért egy harmadik negyedbe esé komplex szamot fogunk
atirni trigonometrikus alakba.
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3 ¢ Re

¥ 1 -5

I
— A szlikséges szamolasok:
et _ 2 2 _
r=4/(-3) "+ (-5)° =34
I 5
f— tgﬁzg — ¢=180°+=180°+59,04°=139,04°
I
— A keresett trigonometrikus alak:
L} -
— z=-3-5i=+/34(cos 139,04 ° +isin 139, 04 °).
— f) A valos pozitiv, a képzetes rész negativ, ezért egy negyedik negyedbe esé komplex szamot
fogunk atirni trigonometrikus alakba.
I
L]
| Im
ﬁ \ .
k B | Re
—4i [ ———— 1.
I
— A sziikséges szamolasok:
L}
— r=+5+(-4)% = 41
L] 4
— tgﬁzg — ¢=360°-5=360°-38,66°=321,34°
I
— A keresett trigonometrikus alak:
L} .
— z=5-4i=+41(cos321,34° +isin321,34°).
I .
— 5. feladat: Irja fel a kdvetkezé komplex szamokat algebrai alakban:
L}
L]

a) z = 3(cos 60 ° + isin 60 °)
b) z = \/2 (c0s 315 ° + isin 315 °)
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c)z= g(cos 210° +isin 210°)
d) z =5(cos 123 ° + isin 123 °).

Megoldas:
- a) z = 3(cos 60° + isin 60°) = 3 1,313 383,
2 2 2 2
I
- b)z=\/5(003315°+isin315°)=ﬁ(§+i[¥j}=l—i
= c)z:£(005210°+isin210°):£ ﬁﬂ'(_—l) _ 3. 3,
2 2 2 2 4 4

—_— d) z=5(cos 123 ° + isin 123 °) = 5(-0,5446 +i - 0,8387) = -2, 723 + 4, 1935i.
I 6
f— 6. feladat: Legyen z = f(cos 315° +isin 315 ©). Hatarozza meg Im(z) és Re(z) értékeket!
— Megoldas: A trigonometrikus alakbdl at kell térni az algebrai alakra, hogy valaszolni tudjunk.
- z= %(cos 315° 4 sin315°) = %Eg - gzj =3-3i > Re(z) = 3, Im(z) = -3,
= | Ellen6rzé kérdések
— i
— I\ 9. kérdés: Mennyi az 5 — 4i komplex szam abszolut értéke?

I|I| g

IIII 3

I ﬂ a1

IIIIII 1

I'II'I mehet
| IIII
— /B 2 10. kérdés: Mekkora a —2 - 3i hajlasszoge?

i

|| JF) 236,31°

IIII

326,31°

IIII

I 146,31°

i

I 213,63°

i

1 mehet

IIIII
— (W > 11. kérdés: /3 —i trigonometrikus alakja:

(f 2(c0s 320° + isin 320°)

(l 2(cos 300 ° + isin 300 °)

| | ] 2(cos 330° +isin 330°)
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IIII
| 2(c0s210° + isin 210 °)
IIII-I mehet
IIII
— |
o [ > 12. kérdés: /2 (cos 135° + isin 135 °) algebrai alakja:
IIII
I 1-i
[f -1-1i
Il 1+
[l metved
I
— I —
f— 2 13. kérdés: Hatarozza meg a /3 (cos240° + isin 240 °) komplex szam képzetes
(l részét!
IIII
ff 1,5
(l V3
\ 2
IIII
|I|I _£
IIII 2
il mehet
IIII
— Miiveletek trigonometrikus alakban
— Trigonometrikus alakban adott komplex szamok esetében elvégezhetdé miiveletek: szorzas, osztas,
hatvanyozas, gybkvonas.
— Ha trigonometrikus alakban adott komplex szamokat 6sszeadni illetve kivonni kell, akkor el&szdr a
szamokat algebrai alakba valtjuk at, majd abban az alakban végezziik el a kivant miveletet.
—_— Szorzas, osztas, hatvanyozas
L} . .
— Tétel: Legyen z = q(cosgﬁl + i5|n¢1) és zp = r2(003¢2 + ism¢2). Ekkor
7zy = r1r2(C05(¢1 + ¢2) + isin(¢1 + ¢2)),
L} Zl Ii ..
— — = —(cos(¢@; — ¢, +isin| B, — &),
2 o, - )+ sin(, - 0
I
— A= rl”(cos(n¢1) + isin(n¢1)).
A miveletek elvégzése soran tgyelni kell arra, hogy az eredmény hajlasszoge itt is a 0 © és 360 °
tartomanyba essen. Ha a képletek alkalmazasa soran forgasszoget vagy negativ széget kapnank,
akkor a megfelel6 korrekciot el kell végezni.
— Kidolgozott feladatok
— 7. feladat: Legyen z = 2(C0s 135 ° + isin 135 °), z, = 5(c0s 210 ° + isin 210 °) és
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zg = 3(C0s 322 ° + isin 322 °). Adja meg a kdvetkezd kifejezések értékét trigonometrikus alakban:

e HAHO, HAHOOO!! Hianyoznak a kifejezések!!!
I
— Megoldas:
— a) 7z = 2(c0s 135 ° +isin 135 °) - 5(cos 210 © + isin 210 °) = 10(cos 345 ° + isin 345 °)
— b) zgzo = 3(c0s 322 ° + isin 322 °) - 5(cos 210 ° +isin 210 °) = 15(cos 532 ° + isin 532 °) =
— 15(cos 172° +isin 172 °)
— A megoldasnal felhasznalva, hogy 532° — 360° = 172°.
I o ‘el o
— o) 28 - 3(Cos322°+isin322°%) _ 3 1670, iin1879)
7 2(cos135°+isin135°) 2
— o 22 = N0s210°+isiN210%) _ S o 11900 4 isin(~112°)) = > (cos 248° + isin 248°)
zz  3(c0s322°+isin322°) 3 3
— A megoldasnal felhasznalva, hogy —112 ° + 360 © = 248 °.
— e) 2 = 23(c0s 405 ° + isin 405 °) = 8(cos 45 ° + isin 45 °)
— ) z4 = 3*(cos 1288 ° + isin 1288 °) = 81(cos 208 ° + isin 208 °)
—_— z3 3(cos 322° +isin 322 °)
9 —5= - 5 - =
zz5  2(cos135°+isin 135°) - 57(cos 420 ° + isin 420 ©)
—_— 3(cos 322° +isin 322 ©) 3
2(cos 135 ° + isin 135 °) - 5(cos 60 ° + isin 60 ©)
I o ‘ol o
f— 3(C0s 322° + le_n 3229 _ i(cos 127° +isin 127 °)
50(cos195° +isin195°) 50
— 8. feladat: irja fel a kdvetkez6 szamot trigonometrikus alakban: (=3 + 4) - 2(cos 110 ° + isin 110 °©).
e Megoldas: A szorzat els6 tényezdje algebrai alakban van adva. Ahhoz, hogy a szorzast el tudjuk
végezni, ezt at kell irnunk trigonometrikus alakba.
— 4
tgfh = 3 — pB=53,13° —» «a=126,87°
— r=4(=3)2+4 =5
et Tehat
— —3+4i =5(cos 126, 87 ° + isin 126, 87 °).
I .
— Igy mar el lehet végezni a szorzast, az eredmény:
— 5(cos 126, 87 ° + isin 126, 87 °) - 2(cos 110 ° + isin 110 °) = 10(cos 236, 87 ° + isin 236, 87 °).
— . . s . . 3i
9. feladat: Irja fel a kdvetkez6 szamot trigonometrikus alakban: - .
2(cos 120 ° +isin 120 °)
I
— Megoldas:
— 3i _ _3(cos90°+isin90°)
2(cos120°+isin120°)  2(cos120° +isin 120°)
3(c0s90° + l.S!n 0% _ E(cos(—30 °) +isin(-30°)) = E(cos 330°+isin 330 °).
2(cos120°+isin120°) 2 2
I
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10. feladat: irja fel a kévetkez6 szamot trigonometrikus alakban: (3 — 31')4.

Megoldas: Negyedik hatvanyra trigonometrikus alakban célszer(i emelni. Ehhez az algebrai alakban
adott komplex szamot at kell valtani trigonometrikus alakba.

tgﬁz% > p=45° > =315°

r=3+(-3)% = J18

(3-3i)* = (V18 (cos 315° + isin 315°))" = v/18 " (cos 1260° + isin 1260°) =
324(cos 180 ° + isin 180 °).
Gyokvonas

Tétel: A z komplex szamnak pontosan n darab n-edik gyoke van. Ha z trigonometrikus alakja
z = r(cos ¢+ isin @), akkor n-edik gyokei az

Zkzw(cos¢+k~360 +isin¢+k-360)
n n

komplex szamok, ahol k=0,1,...,n—1

Megjegyzés: A nemnegativ valdés szamok halmazan a gyokvonas egyértelmi mivelet, azaz egy
nemnegativ valés szamnak mindig pontosan egy darab n-edik gydke van. Ettél eltéréen a komplex
szamok korében a gyokvonas tobbértéki mivelet.

Ha a z komplex szam n-edik gyokeit abrazoljuk a koordinata rendszerben, akkor (n > 3 esetén) a
megfeleld gyokok egy szabalyos $n$-sz6g csucsaiba mutaté helyvektorok.

Kidolgozott feladatok

11. feladat: Legyen z = 32(cos 150 ° + isin 150 °). Hatarozzuk meg 3/z értékeit!

Megoldas:

5 ( 150° + k- 360 ° ,.150°+k~360°)
7, =3/32]| cos 5 +isin '

5

aholk=0,1,2,3,4.

Azaz:

zg = 2(c0s 30 ° +isin 30 °)

7 = 2(c0s 102 ° + isin 102 °)
7y = 2(C0S 174° +isin 174°) .
z3 = 2(C0S 246 ° + isin 246 °)
z4 = 2(c0s 318 ° +isin 318 °)

o ox XN
Il
A W N PFEL O

12. feladat: Szamitsuk ki /81 értékeit!
Megoldas: Az algebrai alakban adott komplex szamot at kell valtani trigonometrikus alakba.
—81 = 81(cos 180 ° + isin 180 °).

Ekkor mar alkalmazhato a gyokvonas képlete:

,aholk=0,1,2,3

4 180°+k-360° . . 180°+k-360°
z,=%/81|cos 2 +isin

Azaz:
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0 zg=3(cos45° +isin45°)

1 7 =3(cos135° +isin 135°)
=2 zp=3(c0s225°+isin225°)

3 z3=3(cos315° +isin 315°)

13. feladat: Szamitsuk ki 3/—3 — 3i értékeit!

Megoldas: A gyok alatt szereplé komplex szamot at kell irni trigonometrikus alakba.

tg/)’=% - f=45° - a=225°

r=4(-3)*+(-3)* = VI8.

Alkalmazva a gy6kvonas képletét:

Zk:sm(COSZZS + k- 360 +isin225 +?l’c‘360 j

aholk=0,1, 2

Azaz:

k=0 zo=818(cos75°+isin75°)
k=1 z=818(cos195°+isin195°) .
k=2 z,=8/18(cos315° +isin 315°)

14. feladat: Adja meg 1-i - értékeit!
2(cos 200 ° + isin 200 °)
Megoldas:
1_’. : _ [ ¥2(cos315 +.z.sm315 ) _ \/ﬂ(cos 115° + isin 115 °)
2(cos 200 ° + isin 200 °) 2(cos 200 ° + isin 200 °) 2

Alkalmazva a gy6kvonas képletét:

\/f( 115°+ k- 360 ..115°+k—360)
= 0S +1SIn s

N 2
aholk=0,1
Azaz:

k=0 zg=, % (cos57,5° +isin57,5°)

k=1 7=, % (cos237,5° +isin237,5°) .

Ellen6rz6 kérdések

14. kérdés: Hatarozza meg s

Bl %(cos 255° + isin 255 °)

%(cos 345° +isin 345°)

2(cos 105 ° + isin 105 °)

trigonometrikus alakjat!
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\ %(cos 75°+isin75°)

I %(cos 165 ° +isin 165 °)

1| mehet

2 15, kérdés: Legyen z = -2 + 2i. Mekkora 2 hajlasszoge?

(i 135°
(| E 45°
{ 315°

\ 225°

il mehet

#2 16. kérdés: Legyen 7 = 3 + 4i és 7, = 3(cos 100 ° + isin 100 °). Hatarozza meg a

[f zfzz értékét!

I 60(cos 312,52 ° +isin 312,52 °)
[f 15(cos 153,13 ° +isin 153,13 °)
I 1875(cos 153, 13 ° +isin 153, 13 °)

|| [F) 1875(cos 312, 52° + isin 312,52 °)

i mehet

2 17. kérdés: Hatarozza meg —4 + 5i kébgyokei kziil a legnagyobb szégiinek

(t a hajlasszogét!

H o
| |[E] 282,87

( 231,3°

(l 287,11°

Il 321,3°

Bl 7 18. kérdés: Hatarozza meg a -5i negyedik gyokei koziil a legkisebb
fl szoglinek a hajlasszogét!

IIII go °
Il 45°
il 76,5°

| |Ee7.5°

mehet
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#2! 19. kérdés: Mennyi a -8i kobgyékeinek szorzata?

8i

) -8i

mehet

Az algebra alaptétele, egyenletek

Ebben a szakaszban polinomialis egyenleteket oldunk meg a komplex szamok halmazan. A
megoldas soran szem el6tt tartjuk az algebra alaptételét.

Tétel: Minden
az"+va, 2"+ . +az+ay=0

alaku egyenletnek, ahol a,, a,_1, ..., ag € C, a,#0ésn € Z* pontosan n darab gydke van a
komplex szamok korében.

Kidolgozott feladatok

15. feladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kévetkezd egyenletet:
2i+3iz=4-5z

Megoldas: Ez egy els6foku egyenlet, amit rendezéssel oldunk meg.
2i+3iz=4-5z2 — z(5+3i)=4-2i

Z_4—2i_4—2i.5—3i_20—1%—1m+6ﬂ._14—2ﬁ__li_ggi
5+3i 5+3i 5-3i 25— 9;° 34 34 34

16. feladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kdvetkezé egyenletet és abrazolja a kapott
gyokoket:

2-1=0
Megoldas:

#=1 5 z=YT > z=31(cos0°+isin0°)

( 0°+k-360° .. 0°+k-360°
z, = 1{ cos 3 +isin

j, aholk=0,1, 2.

k=0 zg=1(cos0°+isin0°) =1+0i

k=1 z =1(cos120° +isin 120 °) =—% +§i
k=2 zy=1(cos240° +isin 240°) =—%—§i
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17. feladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kévetkezd egyenletet:

22 4+4z45=0

Megoldas: Ez egy masodfoku egyenlet. Hasznaljuk a gyokképletet:

4+J16-4-1-5 -4+-4
,= - -
2 2

_AEN4P 2420 [ 14y
“1-i

Osszetett feladatok

18. feladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:
22 +19+4i = (4+2i)z

Megoldas: Az egyenletet nullara rendezzik, majd hasznaljuk a gyokképletet:

22—(4+2i)z+19+4i:0

(4+2i)+\(-4-2))2—4-1- (19 +4)
A4,2= 2 =

44204 \16+16i+4i°-76-16i 4+2i+ 64
2 2

4+2i+8i | 245
2 2-3i°

19. feladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kdvetkezé egyenletet:

28483 2% = 642010

Megoldas: Ez egy masodfoku egyenletre visszavezethetd egyenlet, ha a 2= x helyettesitést

2010 _ (i2)1°°5 _ (-1)1005 _

elvégezzlk. A rendezésnél hasznaljuk ki az i —1 6sszefliggést.

48Y3:8=64:010 . x2,8/3x+64=0

Hasznaljuk a gyokképletet x meghatarozasara:
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o 83 +4(8v3)’ -4-1.64 8 3+ 64
1,2 = - -

2 2

8364 8318 _{ 43 +4i
2 2

- 43 -4
Elvégezziik a visszahelyettesitést.
Ha

x =z° = —4/3 + 4i = 8(cos 150 ° + isin 150 °)

aholk=0,1,2

( 150° + k- 360 ° ,.150°+k-360°)
z;, = 2| COS +isin

Ha

Xy =2° =43 — 4i = 8(cos 210° + isin 210 °)

21:2(005210 13607 ;4 2207+ 1360 ) ahol/=0,1,2.

Tehat az egyenlet gyokei:

zg = 2(c0s 50 ° +isin 50 °)
7 = 2(c0s170° +isin 170 °)
zp = 2(€0s290° + isin 290 °)
zg3 = 2(c0s 70 ° +isin 70 °)
z4 = 2(c0s 190 ° +isin 190 °)
z5 = 2(c0s310° +isin 310°) .

~ ~ ~ X x>
Il
N PO o o

20. feladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kévetkez6 egyenletet:
(2 - 3i)z* + 842 (COs 225 ° + isin 225 °) = —40 + 40i

Megoldas: El6szor a trigonometrikus alakban adott komplex szamot at kell irni algebrai alakra, majd
az egyenletet rendezzik.

(2-3i)z*+8v2 [—% - zgj =—40 + 40i

(2-3i)z*-8-8i=-40+40i — (2-3i)z*=-31+48i

Ao T32+480 Z16@-3) 10 160005 180° + isin 180°)
2-3i 2-3i
Az egyenlet gyokei:
( 180°+k-360° . . 180°+k~360°)
7, = 2| C0S 2 +isin 2 '

aholk=0,1,2,3
21. feladat: (i - ﬂ) (-8 +3iz) =0
z
Megoldas: Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezéje nulla:

i—i:Ovagyz—i103+3iz=O.
z
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Az elsd egyenlet megoldasa:

i1 i-1 —i  —i%+i 1+ .
Z=——=—-—= —=——=1+i
j 1

51
A mésodik egyenlet megoldasanal hasznaljuk ki, hogy i10% = 102 = (iz) =i,

a —i -i  1-3i 3 1.
z+i+3iz=0 — z= = . =—" _ =
1+3 1+3 1-3 10 10

Tehat az egyenlet megoldasai:

. 3 1.
21=1+16822=—E—El.

Ellendrz6 kérdések

2 20. kérdés: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kévetkezé

egyenletet: 22 4+27+2i=-1-2iz

nzlz—l zp=-1-2i
21=—1 22=1+2i
Z]_Zl Zz=—l—2i

=1 zp=1+2i

mehet

21. kérdés: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kévetkez6

egyenletet: A+iz?+12=0

k=0,1

Zr =

ﬁcoso + k- 360 +isin0 + k- 360 j

/=0,1

[ 180°+/-360° ,.180°+l~360°]
7= 2| COS +isin

k=0,1

Zk:ﬁcosmo +§-360 +isin180 +§-360 )

1=0,1

[ 0°+17-360° ..0°+l~360°)
7= 2| COS +isin

zk=J§cosgo +];360 +isin22 +];'360j k=0,1

[ 270°+/7-360° . . 270°+l~360°]
7= 2| COS +isin

/=0,1

k=0,1

zk=\/§COSZ70 + k- 360 +isin270 +k-360)

/=0,1

[ 90°+7-360° ,.90°+l~360°)
7= 2| COS +isin

mehet

2 22, kérdés: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kévetkezé

egyenletet: (1—2/3i) - 2% — 8 = 24(cos 60° + isin 60 °)
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[f z=2(cos(30° +k-120°) +isin(30°+k-120°)) £=0,1,2
| JE] z=2(cos(40° + k- 120°) + isin(40° + k- 120°))  k=0,1,2
f z=2(cos(60° + k- 120°) +isin(60° + k- 120°)) k=0,1,2

i z=2(cos(45° + k - 120°) + isin(45° + k- 120°)) k=0,1,2

mehet

23. kérdés: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kovetkezé

[f egyenletet: (z2 —4z+ 5)(24 + 81i) =0,

Zl=2+i 22=2—i
2, = 3(cos(45° + k- 90°) + isin(45°+ k- 90°)) k=0,1,2,3

a=2+izy=2—1i
\ z;, = 3(cos(60° +k-90°) +isin(60°+4k-90°) £=0,1,2,3

Il g=-2+izp=-2—1i
(l z, = 3(cos(67,5°+k-90°) +isin(67,5°+k-90°)) £=0,1,2,3

It Ez1=2+iz2=2—i
Il z,=3(cos(67,5° + k- 90°) +isin(67,5°+k-90°)) £=0,1,2,3

W mehet
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