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= Tanulasi cél: A masodrend( derivalt és a konvexitas kozotti kapcsolat megismerése, a fliggvények
konvexitas és inflexiés pont szempontjabdl valé jellemzése. A teljes fliggvényvizsgalat Iépéseinek
megismerése és gyakorlasa

— Elméleti 6sszefoglalé

s A Matematika 1. tantargy A derivalt alkalmazasai cim( leckéjében lattuk, hogy az elsérendi derivalt
el6jele meghatarozza a fliggvény monotonitasat. A masodrendi derivalt eljelébdl is
kovetkeztetéseket vonhatunk le a fuiggvény goérbéjének alakjarol, ebben az esetben a fliggvény
konvexitasara vonatkozoan.

— VAT s . . .

— Elséként definialjuk a konvexitas fogalmat szemléletes médon.

— Definici6: Egy intervallumon értelmezett valds fliggvény konvex, ha a figgvénygoérbe két pontjat
O0sszekotd har a fliggvénygorbe fol6tt halad. Egy intervallumon értelmezett valds fliggvény konkav,
ha a fliggvénygorbe két pontjat 6sszekotd huar a fliggvénygodrbe alatt halad.

= 5

f(x)
konkav
g

—_— Tétel: Legyen az f fuggvény az[a, b] zart intervallumon folytonos és az (a, b) nyilt intervallumon
differencialhato. Az f fliggvény az[a, b]-n akkor és csak akkor konvex, ha f'(x) az (a, b)-n
szigoruan monoton né, illetve az f fiiggvény az[a, b]-n akkor és csak akkor konkav, ha f'(x) az
(a, b)-n szigoriian monoton csdkkend.

—_— Tétel: Legyen az f fuggvény kétszer differencialhaté (a, b)-n. Az f fliggvény akkor és csak akkor
konvex az[a, b}n, ha f"(x) > 0(a, b)-n, illetve az f fuggvény akkor és csak akkor konkav az[a, b]-
n, ha f"(x) > 0(a, b)-n.

— Definicid: Legyen f folytonos (a, b)-n ésc € (a,b). Ha f konvex (a, ¢)-n és konkav (c, b)-n, vagy
konkav (a, c)-n és konvex (c, b)-n, akkor ¢ inflexiés pontja f-nek.

— Tétel: Legyen f ac hely kdrnyezetében kétszer differencialhato. Ha a ¢ pontban f-nek inflexios
pontja van, akkor f"(c) = 0.

—_— Fontos megjegyezni, hogy a tétel megforditasa nem igaz. Abbdl, hogy az f”(c) = 0, még nem
koévetkezik, hogy € inflexios pont.

_— Tétel: Ha f kétszer differencialhaté c-ben és f"(c) = 0, tovabba (a, c)-n f” > 0és(c,b)-n f" <0,
vagy (a,c)-n f”" <0¢és(c,b)-n f” >0, azaz " c-ben eléjelet valt, akkorc inflexios pontja f-nek.

— A fenti tételek birtokaban a kévetkez6 modon vizsgalhatjuk a fliggvényeket konvexitas és inflexiés
pont szempontjabdl.

I

L]

Megvizsgaljuk, hogy mi a legbévebb halmaz, amelyen a figgvény értelmezheté.
Kétszer derivaljuk a fliggvényt.

3. Megoldjuk az f"(x) = 0 egyenletet. Ezzel megkapjuk azokat a helyeket, ahol
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inflexiés pont lehet.

Az értelmezési tartomanyt a szakadasi helyekkel és a masodrendl derivalt
zérushelyeivel részekre bontjuk, s az adott részeken megvizsgaljuk a derivalt eldjelét.
Ezt példaul ugy hajtjuk végre, hogy mindegyik részbdl valasztunk egy szamot, melyet a
derivéltba behelyettesitlink.

Az értelmezési tartomany egyes részein a masodrendi derivalt eléjelébdl
kovetkeztetlink a konvexitasra.

Az utolso két pontban leirtakat célszer( egy tablazatban dsszefoglalni, mert akkor tomérebben
irhatjuk le az adatokat.

Ez a fenti modszer ismerds lehet, mivel hasonlé médon végeztiik a fliggvények monotonitasara és
széls6értékére vonatkozo vizsgalatot (lasd Matematika 1. A derivalt alkalmazasai cimi leckében).

Kidolgozott feladatok

1. feladat: Az f (x) fliggvény értelmezési tartomanya Ds = R. Hol konvex az f (x) figgvény, ha
mésodik derivaltia f”(x) = (x — 1)(x + 6)%?

Megoldéas: Amikor egy figgvényt olyan szempontbdl vizsgalunk, hogy hol konvex, illetve hol
konkav, akkor ugyanugy jarhatunk el, mint a ndvekedés és csdkkenés vizsgalatanal (lasd
Matematika 1. targyban A derivalt alkalmazasai cim( leckében). llyenkor azonban a masodik derivalt
eléjelével kell foglalkoznunk. Ahol ugyanis pozitiv egy fliggvény masodik derivaltja, ott konvex a
figgvény, ahol pedig negativ a masodik derivalt, ott konkav a fliggvény. Természetesen ilyenkor
azzal kell kezdenuink, hogy megallapitjuk, hol értelmezhet6 a masodik derivalt, és ezen a halmazon

vizsgaljuk az el6jelét. Jelen esetben minden valés szamra értelmezheté a masodik derivalt, azaz
D =R

Ezutan hatarozzuk meg a masodik derivalt zérushelyeit, azaz oldjuk meg az f"(x) = 0 egyenletet.
(x-1)(x+6)°=0

Egy szorzat akkor egyenld 0-val, ha valamelyik tényezéje 0, igy ez a szorzat két egyenletre
bonthaté.

x—1=0vagy (x+6)°=0
Ezen egyenletek megoldasai: X = 1és x = —6.

Most hasonl6 tablazatot célszer(i készitenlink, mint amikor novekedés és csokkenés, azaz
monotonitas szempontjabdl vizsgaltunk egy figgvényt. Annyi csak a valtozas, hogy a masodik
sorban nem az els6, hanem a masodik derivalt el6jelét tiintetjik majd fel. Természetesen az
értelmezési tartomanyt most a masodik derivalt zérushelyei bontjak részekre, hiszen ezeken a
helyeken valtozhat meg a masodik derivalt el6jele. Ha egyenlére csak az els6 sort toltjuk ki, akkor
tablazatunk az alabbi lesz.

X (~o0,—6) -6 (-6,1) 1 (1,)
f ”(X)
f(x)

Ezutan vizsgaljuk meg a masodik derivalt el6jelét az értelmezési tartomany egyes részein. Ezt
végrehajthatjuk ugy, ahogyan a korabbiakban vizsgaltunk elbjelet, azaz mindegyik részbél
kivalasztottunk egy szamot, és azt behelyettesitettik. Mivel azonban a masodik derivalt egy szorzat,
igy megtehetjik azt is, hogy kuldn vizsgaljuk az egyes tényezék elbjelét, és ebbdl kdvetkeztetiink a
szorzat elGjelére.

Ha pl. X < —6, akkor nyilvan X — 1 < 0, azaz a derivalt els6 tényezéje negativ. Persze ekkor X+ 6 < 0
is teljesdl, amibél (X + 6)3 < Ois kovetkezik, tehat a masodik tényezd is negativ. Két negativ szam
szorzata pedig pozitiv, azaz x < —6 esetén pozitiv a masodik derivalt, s ebbdl kovetkezden itt konvex
a fuggveény.
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— Hasonléan, ha—6 < x < 1, akkorx—1<0,és x+6 >0 < (X + 6)3 > 0, azaz a szorzat egyik
tényezdje negativ, masik tényez6je pedig pozitiv, tehat ekkor negativ a masodik derivalt. Ez azt
jelenti, hogy ezen az intervallumon konkav a fliggvény.

— Végiil hal < X, akkor Xx—1 > 0, és X+ 6 > 0 < (x + 6)° > 0, tehat mindkét tényezé pozitiv, s igy a
masodik derivalt is pozitiv. Ennek kdvetkeztében ezen az intervallumon konvex a fiiggvény.

—_— Mivel mindkét zérushelyén (X = —6,x = 1) megvaltozik a masodik derivalt eléjele, igy mindkét helyen
inflexiés pontja van a fliiggvénynek.

L}

— Ezek alapjan mar kitdlthetjuk a tablazat masodik és harmadik sorat is.

— X (o0, —6) -6 (-6,1) 1 (1)

f"(x) + 0 - 0 +
f(x) konvex(L) inflexiés pont konkav (M) inflexiés pont konvex(L)

— Legvégul adjunk valaszt a feladat kérdésére. Amint a tablazatbdl lathato, a fliggvény konvex, ha
X < —6vagy hal < x. Ugyanezt ugy is irhatjuk, hogy a fliggvény a (oo, —6) U (1,00) halmazon
konvex.

—_— 2. feladat: Az f (x) fliggvény értelmezési tartomanya Dy = R\ {3, 4}. Hol konkav az f () figgvény,

5)(
ha masodik derivaltja f"(X) = ———?
X+3)(x—4)

— Megoldéas: Az el6z6 feladat megoldasaban ismertetettek szerint jarunk el. Vizsgaljuk meg, hogy
mely halmazon értelmezhet6 a fliggvény masodik derivaltja. Mivel a nevezében nem allhat 0, igy
(x+3)(x—4) # 0, melybsl X + 3 = 0 és X — 4 = 0. Ezekbél kbvetkezik, hogy X # —3 és X # 4.

I

— A masodik derivalt értelmezési tartomanya tehat: D ¢» = R \_ {—3, 4}.

—_— Ezutan oldjuk meg az f"(X) = 0 egyenletet.

— 5 o
x+3)(x-4)

s Tort csak ugy lehet zérus, ha a szamlaldja zérus, igy egyszerlibb egyenletet kapunk.

— 5=0

—_— Ennek az egyenletnek azonban nincs megoldasa, hiszen 5% értéke pozitiv minden valds X esetén. A
masodik derivaltnak tehat nincs zérushelye, azaz nem lesz inflexiés pontja a figgvénynek.

— Mivel egy fliggvény elbjele ott is valtozhat, ahol a fliggvény nincs értelmezve, igy bar nincs a
masodik derivaltnak zérushelye, de az értelmezési tartomanyt a szakadasi helyek mégis részekre
bontjak. Ha elkezdjlk kitdlteni a szokasos tablazatot, akkor most a kdvetkezét kapjuk.

— X (—0,-3) -3 (-3,4) 4 (4,)

f"(x) X
f(x) X X

= A szakadasi helyeken egybdl jelélhettik, hogy mivel ott nem Iétezik a masodik derivalt, igy a
fuggvényrél semmit sem mondhatunk.

= Vizsgaljuk meg ezutan az egyes részeken a masodik derivalt eljelét. Most olyan tértiink van,
melynek szamlaléja minden X esetén pozitiv, igy csak a nevezét kell vizsgalnunk, ami egy szorzat.
Itt megtehetjik, hogy kuildn vizsgaljuk a tényezdk eldjelét.

— Ha X < —3, akkor X + 3 < 0 és X — 4 < 0, tehat a nevezé pozitiv, igy a masodik derivalt is pozitiv.
Ebbdl kdvetkezben a fliggvény konvex.

— Ha -3 < X < 4, akkor X + 3 > 0 és X — 4 < 0, tehat a nevez6 negativ, igy a masodik derivalt is

negativ. Ebbdl kdvetkezben a fliggvény konkav.
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Ha pedig 4 < X, akkor x + 3 > 0 és X — 4 > 0, tehat a nevez6 pozitiv, igy a masodik derivalt is pozitiv.
Ebbél kovetkezéen a fliggvény konvex.

Immaron kitolthetjik a teljes tablazatot.

X (~o0, -3) -3 (=3,4) 4 (4,%)
() ¥ X - X ;
f(x) ) X 8 X V)

A tablazatbol kiolvashato, hogy a fliggvény a (-3, 4) intervallumon konkav.

3. feladat: Az f(x) fliggvény értelmezési tartomanya Df = R. Hol van inflexiés pontja az f (x)
fliggvénynek, ha masodik derivaltja f"(x) = (x — 7)6 S(e*-1)?

Megoldas: Most is a masodik derivalt értelmezési tartomanyanak vizsgalataval kezdjik. Jelen
esetben ez az §sszes valds szam, azaz D fr= R.

Oldjuk meg az f"(x) = 0 egyenletet. Egy figgvénynek ugyanis ott lehet inflexios pontja, ahol a
masodik derivaltja 0.

x-7°-(e*~1)=0

Mivel a derivalt szorzat, ezt egyszeriibb egyenletekre bontjuk.
(x-7)®=0vagye*-1=0

Az els6 egyenlet megoldasa nyilvan X = 7. A masodik egyenletet rendezziik at.
e¥-1=0 o e*=1

Vegyuk mindkét oldal logaritmusat.

Ine*)=1In1

Mivel a bal oldalon egy fliggvény és az inverze all egy 6sszetételben, igy ott valdjaban egyszeriien X
szerepel.

x=In1=0
A masodik egyenlet megoldasa igy x = 0.

Két zérushelye van tehat a masodik derivaltnak, az x =0ésazx = 7.

Ezek utan a tablazat els6 sora kitolthets.

X (~o0,0) 0 0,7) 7 (7,%)
f /V(X)
£ (x)

Vizsgaljuk meg ezutan a masodik derivalt eléjelét. Mivel a derivalt olyan szorzat, aminek elsé
tényezdje nem vesz fel negativ értéket, hiszen paros kitevéjl hatvany, igy csak a masodik tényezd
eléjelével kell foglalkoznunk.

Ha x < 0, akkor e* < 1, ezérte* — 1 < 0. Ekkor tehat negativ a masodik derivalt, s itt konkav a
fuggveény.

Ha0 < x < 7, akkore* > 1, ezérte* — 1 > 0. igy itt pozitiv a masodik derivalt, tehat konvex a
fuggvény.

Ha7 < X, akkore® > 1 ezérte* -1 > 0. igy itt is pozitiv a masodik derivalt, tehat itt is konvex a
fuggveény.

Amint lathato, a masodik derivalt zérushelyei koziil az X = 0 helyen eléjelet valt a masodik derivalt,
igy itt inflexids pontja van a fliggvénynek. Viszont az X = 7 helyen a masodik derivalt nem valt
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el@jelet, igy itt nincs inflexiés pont.

Toltslik ki a teljes tablazatot.

X (=, 0) 0 0,7) 7 (7,%)
f"(x) - 0 + 0 +
f(x) 8 inflexios pont ) nincs inflexiés pont v

A fuggvénynek tehat az X = 0 helyen van inflexios pontja.

4. feladat: Adja meg a fliggvény értelmezési tartomanyat! Vizsgalja meg konvexitas szempontjabdl
a fuggvényt! Szamolja ki az inflexiés ponthoz (pontokhoz) tartozo fliggvényértéket!

f(x) =x3+xInx

Megoldéas: Els6ként most is a fliggvény értelmezési tartomanyat kell megvizsgalnunk. A logaritmus

argumentumaban kizarolag pozitiv valds szamok szerepelhetnek, tehat a kikotés x > 0, azaz
Df = (0,00)

El6szor az elsé derivalt figgvényt hatarozzuk meg. Az 8sszeg masodik tagja egy szorzat (itt a
szorzatra vonatkozo derivalasi szabalyt alkalmazzuk).

f'(x) =3x2+1- Inx+x~1 =3x°+Inx+1
X
A masodik derivalt eléallitasa:
f"(x) = 6x+ 1
X

Oldjuk meg az f"(x) = 0 egyenletet.

6x+£:0
X

Mivel az értelmezési tartomanybdl tudjuk, hogy X csak pozitiv szam lehet, ezért az egyenlet a
kévetkez6 alakra hozhato:

6x2+1=0

Ennek az egyenletnek a valds szamok halmazan nincs megoldasa, ami azt jelenti, hogy az f ()
fliggvénynek nincs inflexios pontja. A (0,00) intervallumon 6X2 +1 > 0, tehat a fliggvény ezen az
intervallumon konvex.

5. feladat: Vizsgaljuk meg konvexitas és inflexios pont szempontjabél az f (x) = |n(4x2 + 2)

fuggveényt.

Megoldés: Elészor az értelmezési tartomanyt kell meghataroznunk. Tudjuk, hogy a logaritmus

argumentumaban kizarolag pozitiv valés szamok szerepelhetnek, tehat a kik6tés 4x%+2 > 0.Ez az
egyenlétlenség barmely valés szamra fennall, azaz a fuggvény minden valés szamra értelmezhetd,
Di=R

Ezt kbvetéen meghatarozzuk a masodrendl derivaltat, melyhez el6szor az elsérendl derivaltat kell
kiszamolnunk. Az &sszetett fliggvény derivalasi szabalyat felhasznalva kapjuk, hogy

1 8x 8x
4242 ax%y2

£/(x)

Erre a derivalasi hanyadosszabalyt alkalmazva kapjuk, hogy

2
8(4X + 2) —(8x-8x)  32x?116-64x2 —32x2+16

e (4x2 + 2)2 (4x2 + 2)2 ) (4x2 + 2)2 '
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Ezt kdvetéen megkeressiik a masodrend( derivalt zérushelyeit, azaz megoldjuk a f"(X) =0
egyenletet.

-32x2+16

(4x2 + 2)2 °

Egy tort értéke akkor 0, ha a szamlaloja 0. Ez alapjan

-32x%+16=0
32x% =16
x2=1
2
X = —i és Xy = i Ezek lehetnek a fliggvény inflexiés pontjai. Hogy valéban azok-e, ahhoz
Rt Y jal. Hogy '

ellenérizniink kell, hogy a masodrendi derivalt el6jelet valt-e ezekben a pontokban. Ehhez az
értelmezési tartomanyt és a lehetséges inflexids pontokat tlintetjik fel a tablazat elsé soraban. Ez
alapjan a kovetkez6 tablazatot kell kitdlteniink.

S s B A i A
£(x)
f(x)

A tablazat masodik sordban a masodrendi derivalt eléjeleit vizsgaljuk meg az adott tartomanyokon,
1
s ebbdl hatédrozzuk meg a konvexitast a kdvetkezd sorban. Vegylnk egy —ﬁ-nél kisebb szamot.

Legyen pl. —1, s helyettesitsiik ezt a masodrend derivaltba.

2
friyy - SR (CD416 32

(4 (—1)2+2)2 36

1
Negativ értéket kaptunk, tehat X < ——=

el

esetén negativ a masodrendii derivalt, ebbdl kovetkezéen

itt konkav a figgvény.

1 1
Ezt kdvetben vegylink egy _f és f kozé es6 szamot. Legyen pl. 0, s ezt is helyettesitsiik be a

masodrend( derivaltba.

£(0) = —32~0+126 _1%_,
(4-0+22% 4

1 1
Pozitiv értéket kaptunk, tehat ha ———= < X < —, akkor pozitiv a masodrendl derivalt, s igy itt

V2 V2

konvex a fuggvény.

1
Végll vegylink egy ——-nél nagyobb szamot is. Legyen pl.1, és helyettesitsiik ezt a masodrend

NG

derivéltba.

-32+16 16
fl)=—"—5=-"T"

4+2) 36

1
Negativ értéket kaptunk, igy ha ﬁ < X akkor negativ a masodrendi derivalt, tehat ekkor konkav a
fuggveény.
Mivel a masodrendi derivalt értéke az X = 1 és X = 1 helyen el6jelet valt (X = 1 nél
V2 NG V2
1

negativbdl pozitivba, X = —-nél pozitivbdl negativba), igy ezeken a helyeken inflexiés pontja van a

NG
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fuggvénynek.

Mindezeket az 0sszefliggéseket tartalmazza az alabbi tablazat, mellyel valaszoltunk a feladatra.

B F ] F [
"2 V2 NFRNF) J2 V2!

f"(x) - 0 + 0 -

f(x) konkav N inflexios pont konvex U inflexios pont konkav M

1
6. feladat: Vizsgaljuk meg konvexitas szempontjabol az f (x) = eX fliggvényt. Adjuk meg az inflexids
pont(ok) koordinatait is!

Megoldas: Els6ként most is a fliggvény értelmezési tartomanyat kell vizsgalnunk. Mivel nevezé nem
lehet zérus, igy ki kell kitniink, hogy a kitevében x # 0, azaz Dy = R\ {0},

Ezutan allitsuk el6 a figgvény masodik derivaltjat, mert a konvexitas vizsgalatahoz erre lesz
szlikséglink. Az elsd derivalt el6allitasakor egy Osszetett fliggvényt derivalunk. A kiilsé fliggvény az

1
e* abelsé flggvény pedig az —.
X

L (1Y L1 /v 1 _
f’(x):eY-(—) :eY-(x 1) :e7~(—x 2)
X
A masodik derivalas soran a szorzatra vonatkozé derivalasi szabalyt hasznaljuk.

f'(x) = (e%j' . (—X_z) + e% . (_x_z)’ =

Amint az korabban mar szerepelt, ilyenkor célszeri kiemelni, amit csak lehet. Figyeljink oda, hogy a

hatvanyokbdl azt emeljik ki, ahol kisebb a kitevd, s ez most az X Ha pedig az x~3-b6l kiemellink
x74-t, akkor ott X fog maradni.

" -
f"x)=eX-x""-(1+2x)
A negativ kitevés hatvany helyett tértet is irhatunk. igy a masodik derivalt a kévetkezé alakot &lti:

" 1 1+2x
f (X):eY~—4

Miutan a masodik derivaltat siker(lt egyszer(ibb alakra hozni, oldjuk meg az f"(x) = 0 egyenletet.

e71(~l+42X _0
X

Tudjuk, hogy egy szorzat akkor zérus, ha valamelyik tényezéje zérus. Az elsé tényezé nem lehet
egyenld 0-val, hiszen az exponencidlis fliggvény csak pozitiv értékeket vesz fel. Ennek
kovetkeztében elég csak a masodik tényezdben levé tortet vizsgalnunk.

1+2x
X

=0

De a tort csak ugy lehet 0, ha a szamlaldja 0, igy az egyenlet még tovabb egyszeriisodik.
1+2x=0

Ennek megoldasa pedig x = —0.5.

Ezutan elkészithetjik a tablazatot, kitdltve az elsd sort. Az értelmezési tartomanyt egyrészt a
masodik derivalt zérushelye, masrészt az értelmezési tartomanyban levd szakadasi hely osztja
részekre.

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson12.xml

Page 7 of 27

2018.09.14.



COEDU Page 8 of 27

— g X (~0,-0.5) -05 (-0.5,0) 0 (0,%0)
i .I:H(X) X
i f(x) X
— Vizsgaljuk meg ezutan a masodik derivalt el6jelét a kiilénb6zé részeken. Ehhez a kiemelést
! 1 _
i kovetben kapott szorzatta alakitott format célszerl hasznalni. Az €%, valamint az X 4 csak pozitiv
. értékeket vehet fel, igy elég csak az1 + 2x el6jelét vizsgalnunk.
—_— Ha x < —0.5, akkor1 + 2x < 0, igy a derivalt negativ, s ebbdl kdvetkezéen itt konkav a fliggvény.
— . Ha-0.5<x<0,akkorl+2x > 0, s ezért it konvex a fiiggvény.
—_— Ha pedig 0 < X, akkorl + 2x > 0 ismét, igy itt is konvex a fliggvény.
— Az X = —0.5 helyen el&jelet valt a masodik derivalt, igy ezen a helyen inflexios pontja van a
.+ fliggvénynek.
— L
— . Toltsiik ki a teljes tablazatot.
— ! M (=, -0.5) -05 (-0.5,0) 0 (0,0)
£(x) - 0 + X +
f(x) N inflexiés pont v X U
Ezutan mar csak az inflexiés pont masodik koordinatajat kell meghataroznunk. Ehhez helyettesitsiik
i be afliggvénybe az x = —0.5 értéket, ahol az inflexios pont van.
I i 1
- - f(-05)=e05=¢?
— : . . . . -2
— . Azinflexiés pont koordinatai tehat: (—O.S,e )
— | Ellendrzé kérdések
— i —
- I % 1. kérdés: Az f(x) fiiggvény értelmezési tartomanya D; = R. Mely
I intervallumo(ko)n konkav az f(x) fiiggvény, ha f"(x) = (x— 2)4(x+ 1)?
I
|| B o)
I||I
I (-1,2)
I||I
Il (2,0)
I
I-'l-' (-1,2) és (2,)
I:I: mehet
It
f— |I|I
— |

2, kérdés: Az f(x) fliggvény értelmezési tartomanya D; = R\ {8, — 5}. Mely
| 2eX

intervallumo(ko)n konvex az f(x) fiiggvény, ha f"(x) = ———?
(x=8)(x+5)

I.l. (_5’ 8)
i (~o0, -5) és (-5, 8)

I',l', E (8 ,OO)

|\ (—o0, -5) és (8,0)

Il mehet
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#2! 3. kérdés: Hany inflexiés pontja van az f(x) fliggvénynek, ha

| £7(x) = (Inx = 1)(x + 3)>2
I
| 0
II|I
I:I: E 1
I
IIII 2
II|I
IIII 3
I
i mehet
|:I|:I
— ff
— i 4. kérdés: A kovetkezo intervallumo(ko)n konkav az f(x) fiiggvény, ha
|':|': frx)=1- Ig(x2 + 6)
|:|: (—o0,-2).
II|I
I'II'I (=2,2).
|||I (2,00).

( [E] (0,-2) és (2,).

mehet

= 5. kérdés: Az f(x) = In(l+3x2) fliiggvény inflexiés pontjanak (pontjainak)

koordinatai:

NEle LD
(-+/3,1n120).

B (-g In 2] és (? In 2].

l (-+/3,In10) és (+/3, In 10).

] mehet

B~ 6. kérdés: Hany inflexiés pontja van az f(x) = x° - 30x3+2 fliggvénynek?
)
(l
IIII 0
IIII
I|||
1| 1
IIII
I
A
1 2
IIII
I|||
IBI-E
I,', mehet
1
IIII
I
IIII
— I
I
IIII
( ¢
IIII
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| 2e

I mehet

— 1
— (f 8. kérdés: Hany inflexiés pontja van az f (x) = 4x>+ xInx fiiggvénynek?
IIII
IIII 1
I 2
I 3
.:.: mehet
I
| | :
— \ - Py P o : 3.3 " a
| “~ 9, kérdés: Hany inflexios pontja van az f(x) = =x” + Xx—xInx fliggvénynek?
IIII
0
I
1
I
-k
I
IIII 3
:: mehet
IIII
— Elméleti 6sszefoglalé
—_— Flggvénydiszkusszion annak vizsgalatat értjiik, hogy egy fliggvény az értelmezési tartomanyanak
mely pontjaiban, vagy mely részhalmazain rendelkezik a fliggvényekre jellemzé tulajdonsagok
valamelyikével.
I
— A jellemz6 tulajdonsagokat két csoportba oszthatjuk.
= Az els6 csoportba az Ugynevezett globalis tulajdonsagok tartoznak. Ide soroljuk azokat, amelyekkel
egy flggvény az értelmezési tartomanyanak egy egész részhalmazan rendelkezik vagy nem
rendelkezik, pl. névekedés vagy konvexitas.
— A masik csoportba a lokalis tulajdonsagok tartoznak. Ezek azok, amelyek az értelmezési tartomany
egy pontjaban Iépnek fel, pl. lokalis szélséérték, zérushely, stb.
I
— A flggvények diszkusszidjat a kdvetkez6 lépésekben végezzik:

-

Ertelmezési tartomany meghatérozasa.
2. Alaki tulajdonsagok (tengelymetszetek, paritas).
3 | Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

4. Monotonitas vizsgalata, lokalis szélséérték(ek) meghatarozasa.
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Konvexitas vizsgalata, inflexiés pont(ok) meghatarozasa.
Grafikon rajzolasa.

Ertékkészlet meghatarozasa.

Kidolgozott feladatok

7. feladat: Végezziink teljes fliggvényvizsgalatot az f (x) = x3 — 3x2 fliggvényen.
Megoldas:

1. Ertelmezési tartomany.

Egyszer(i most a helyzetlink, mert lathatd, hogy a fliggvény minden(tt értelmezve van, ezért
Di=R

2. Alaki tulajdonsagok.

Ezen értjuk egyrészt annak meghatarozasat, hogy a fliggvény grafikonja hol metszi az x tengelyt.
Ezeket a pontokat az f (X) =0 egyenlet megoldasai adjak. Megoldjuk tehat az

x3-3x%=0
egyenletet. Az X2 kiemelésével
x2(x—3) =0,

ami akkor teljesdl, ha X, = 0 vagy ha X, = 3. Ebben a két pontban metszi tehat a grafikon az x
tengelyt.

Masrészt ide tartozik annak megallapitéasa, hogy a grafikon hol metszi az y tengelyt. llyen persze
csak akkor van, ha a nulla eleme az értelmezési tartomanynak, ebben az esetben f (0) adja a

keresett pontot. A mi esetiinkben
f(0)=0%-3.02=0,
a grafikon tehat atmegy az origén.

Tovabba ebben a Iépésben vizsgaljuk meg, hogy a fliggvény paros-e vagy paratlan-e. Mindkettd az
f (—x) Gsszetett fliggveény képletének elballitasaval kezdédik.

f(—x) = (—x)° = 3(x)? = —x® - 3x2.

A fliggveény akkor paros, ha f (—x) = f (x) (tehat szimmetrikus az y tengelyre), ez most nem teljesdil,
mivel

3= 3x2 #x3- 3x2.

A fuggveény akkor paratlan, ha f (—x) = —f (x) (tehat szimmetrikus az origéra), most ez sem teljesil,
mivel

x3-3x% 2 —(x3 - 3x2).
Flggvénylnk tehat se nem paros, se nem paratlan.

3. Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

Egy fliggvény értelmezési tartomanya altaldban diszjunkt (véges vagy végtelen) intervallumok
unidja. Ezeknek az intervallumoknak a végpontjaiban kell az intervallum feléli egyoldali
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hatarértékeket kiszamitani.

— Mivel a feladatunkban az értelmezési tartomany a valos szamok halmaza, ezért két limeszt kell
kiszamolnunk:

I 3

— lim (3¢ - 3¢%) = lim Xs(l——):—oo,
X—>—00! X—>—00 X
lim,(x® - 3x?) = Jim x3(1 - §) _—
X—0 X—0 X

— s . . '3t . Py . s -

— 4. Monotonitas vizsgalata, lokalis szélséérték(ek) meghatarozasa.

— Tudjuk, hogy lokalis szélséérték ott lehet, ahol f'(x) = 0. Elkészitjiik tehat a derivalt fliggvényt:

et f/(x) = 3x% — 6%,

— és megoldjuk az f'(X) = 0 egyenletet.

L} 2

— 3x°-6x=0,

s X(x-2) =0,

— aminek a két gydke X'y = 0, illetve X'p = 2.

—_— A derivalt gyokei kdzil az értelmezési tartomanyba is beletartozok a lehetséges szélséértékek. Mivel
most a teljes valos szamok halmaza az értelmezési tartomany, mindkét gyokét meg kell vizsgalnunk.

s Tudjuk, hogy a jeldltek kdzul azok valoban szélséérték helyek, ahol a derivalt figgvény eldjelet valt.

— A jeldltek az értelmezési tartomanyt (tovabbi) darabokra bontjak, és ezeken a darabokon a derivalt
fuggvény allando el6jelll, ezeket az eléjeleket kell elészor meghatarozni. Ezeket egy-egy, a
darabokba es®é szamnak a derivalt fliggvénybe vald behelyettesitésével kaphatjuk meg. Az egész
eljarast célszerl egy tablazatba foglalni.

— A tablazat els6 sora a szélséérték jeldlteket és az értelmezési tartomany altaluk Iétrehozott darabjait
tartalmazza (a valds szamok természetes rendezésében).

—_— A masodik sorban az f'(x) egyes darabokbeli el6jele szerepel, (és az, hogy a derivalt a jelltekben
nulla).

s Az értelmezési tartomanyunk egy darabbdl all, és két jel6ltink van, ezek tehat harom darabra
bontjak az értelmezési tartomanyt.

— A (—, 0) darabbdl vessziik mondjuk a —1-et, s ekkor azt kapjuk, hogy
f'(-1) = 3(—1)2 —6(-1) =9 > 0, ezért az egész darabon pozitiv az els6 derivalt elgjele.

— A (0, 2) darabbol vegyik példaul azl -et, ekkor f'(1) = 3(1)2 —-6(1) =-3<0, ezért az egész
darabon negativ az eljel.

— Végll a (2,00) darabbol valasszuk a harmat, ekkor f'(3) = 3(3)2 —6(3) =9 >0, ezért az egész
darabon pozitiv az els6 derivalt eléjele.

L}

— Az alabbi tablazat els6 két soraban latjuk ezeket feltlintetve.

— X (-0, 0) 0 (0,2) 2 (2,%)

f'(x) + 0 - 0 +
f(x) T lok. max. N lok. min. T
— Latjuk azt is, hogy mindkét jeldltiink esetén megvan a sziikséges eldjelvaltas, tehat mindketté

valéban szélséérték hely.
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Mivel nulldban a derivalt pozitivbdl valt negativba, itt lokalis maximum van. A kettében a derivalt
el6jele negativbdl valt pozitivba, itt tehat lokalis minimum van.

Ki kell még szamolni a maximum és a minimum értékét:
£(0) =0, illetve f(2) =2°-32%= 4.
Tudjuk, hogy ahol az elsé derivalt pozitiv, ott névé a fliggvény, ahol negativ, ott cstkkend.

Az el6z6 tablazat harmadik sora ezeket az informaciokat tartalmazza, felfelé mutaté nyillal jeldlve a
névekedést, illetve lefelé mutatéval a csokkenést. A ndvekedési viszonyokbdl is leolvashatd, hogy
egy adott szélséérték hely maximum hely, vagy minimum hely.

5. Konvexitas vizsgalata, inflexiés pont(ok) meghatarozasa.

Tudjuk, hogy inflexiés pont ott lehet, ahol f "(x) = 0. Elkészitjiik tehat a masodik derivaltat:
f"(x) = 6x—6.

Megoldva az

f"(x)=0,azazabx-6=0

egyenletet megoldasként x"; = 1adddik. Mivel ez a gyok benne van az értelmezési tartomanyban,
ez az inflexiés pont jeldlt.

Tudjuk, hogy a jeldltek kozil az(ok) valoban inflexidés pont(ok), ahol a masodik derivalt eléjelet valt.
Ezt a széls6értékeknél hasznalt eljarashoz hasonldan lehet megvizsgalni. Az eredményeket most is
egy tablazatba foglaljuk.

Az elsd sor most az inflexids pont jeldlteket, és az értelmezési tartomany altaluk létrehozott darabjait
tartalmazza.

A masodik sor a masodik derivalt eldjelét tartalmazza a keletkezett darabokon, és azt, hogy a
jeléltinkben az értéke nulla. Egy jeldltiink van, ami az értelmezési tartomanyt két részre bontja.

Az elsd darabbol vegyiik a nullat, itt f"”(0) = 6(0) —6 = —6 < 0, ezért az egész darabon negativ a
masodik derivalt.

A masodik darabbdl vegyiik a kettét, ekkor f”(2) = 6(2) —6 = 6 > 0, tehat az egész darabon pozitiv
a masodik derivalt.

Az alabbi tablazatban lathatjuk ezeket.

X (-0, 1) 1 (1,00)
f"(x) - 0 +
f(x) konkav inf. pont konvex

Megvan tehat a sziikséges el6jelvaltas, az 1 inflexios pont. Ki kell még szamitanunk az inflexiés pont
masodik koordinatajat:

f(1)=2-31)%=-2

Tudjuk, hogy ahol a masodik derivalt pozitiv, ott konvex a fliggvény, ahol negativ, ott konkav. A
masodik tablazat harmadik sora ezeket az informaciokat tartalmazza.

6. Grafikon.

Az eddig megszerzett informaciokat felhasznalva felvazolhato a figgvény grafikonja.

Felvéve egy koordinata-rendszert el6szér a nevezetes pontokat jeldljuk meg, (tengelymetszetek,
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szélsbértékek, inflexids pontok.)

Ezutan vegylk figyelembe a hatarértékeket és a monotonitasi viszonyokat.

Véglll, a konvexitasi informaciokat is figyelembe véve, rajzoljuk meg a grafikont.

Ezt latjuk az alabbi abran.

7. Ertékkészlet.

A (helyes) grafikonrdl leolvashat6 az értékkészlet.

Most azt kapjuk, hogy

Ri=R.

X
8. feladat: Végezziink teljes fliggvényvizsgalatot az f (X) = — 1 flggvényen.
XS+

Megoldas:
1. Ertelmezési tartomany.

A nevezé X2 + 1, soha nem lehet nulla. Azt latjuk, hogy minden valés szamra teljestil ez az egyenlet,
igy

Dr=R
2. Alaki tulajdonsagok.

Az f(x) = 0 egyenlet megoldasa ¥ = 0, ami az X tengellyel vett metszetet adja, azonban f(0) =0
miatt, itt metszi a grafikon a fliggéleges tengelyt is.

A fuggvény paritasat vizsgalva latjuk, hogy

f()=—p—=-

—X X
—— =—f(x),
(—x)2+1 x2+1 )

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson12.xml

Page 14 of 27

2018.09.14.



COEDU

Page 15 of 27

tehat a fuiggvény paratlan.
3. Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

Ismét csak a végtelenekben kell kiszamolni a hatarértékeket. A szamlalobdl is és a nevezdbél is
kiemelve x*-et kapjuk, hogy

1
X

. X
lim > = _lim
X—>—00 X<+ 1 X—>—00 1

ip-o
XZ

Teljesen hasonléan

1
X

X
5 Jim, =0.
X—)OOX +1 —> 1

N
2

+

4. Monotonitas vizsgalata, lokalis szélséérték(ek) meghatarozasa.

(x2+1)—2x2 e

reo= (x2+1)2 (x2+1)2.

A derivalt nulla, ha a tort szamlaléja nulla, ez nyilvan x'y = —1és X', = L esetén teljestl. Mindkét
gyOk az értelmezési tartomanyban van, meg kell ezért 6ket vizsgalni.

Elkészitjlk a tablazatot.

X (=00, -1) -1 (-1,1) 1 (1,)
f'(x) - 0 + 0 -
f(x) N lok. min. T lok. max. d

3

Az els6 darabbdl a —2 -t helyettesitve f'(-2) = 25 <0.

A masodik darabbdl 0-t helyettesitve f'(0) =1 > 0.

3
Végul a harmadik darabbdl 2 -t helyettesitve f'(2) = 2% <0.

igy kaptuk a masodik sor eléjeleit. Latjuk, hogy mindkét jelélt esetén megvan az el6jelvaltas, ezért
mindkettd széls6érték hely, mégpedig a —1 lokalis minimum hely, az1l lokalis maximum hely.

1 1
A minimum értéke f (-1) = —> a maximum értéke (a paratlansag miatt is) f (1) = >

A fenti tablazat harmadik soraban megjel6ltik a monotonitasi szakaszokat. Latjuk, hogy a
szélsbértékeken kivul a fliggvény csdkkend, a szélséértékek kdzott névo.

5. Konvexitas vizsgalata, inflexiés pont(ok) meghatarozasa.

~2x(x?+ 1)2 ~(1-prtfx  2x(Pr)-ax(1-xF) g 2xx2-3)

(x2 + 1)4 ) (x2 + 1)3 N (x2 + 1)3 ) (x2 + 1)3

£(x) =

Az £"(x) = 0 egyenletnek most harom megoldasa van: X"; = —/3, X"5 = 0, X"3 = /3. Mindharom
az értelmezési tartomanyban van, ezért meg kell 6ket vizsgalni. Most az alabbi tablazatot
készithetjlk el.

X (0,—V3) | -3 | (/3,0 0 (0.4/3) V3 (+/3,)
f"(x) - 0 + 0 - 0 +
f(x) konkav inf.pont konvex inf.pont konkav inf.pont konvex
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Az el6jeleket, példaul, a kdvetkezé szamok behelyettesitésével kaphatjuk:

4
az els6 tartomanybol valasszuk a —2-t, ekkor f”(-2) = 15 <0,

a masodik tartomanybdl a —1-et, ekkor f"(-1) = % = % >0,

a harmadikbol az1 -et, ekkor f"(1) = —% <0,

a negyedikbdl 2-t, ekkor f"(2) = % > 0.

Latjuk, hogy mindharom jeldlt esetén megvan az el6jelvaltas, mind a harom valdban inflexiés pont.

Az inflexiés pontok masodik koordinatai: f (—/3) = —g, f(0)=0¢s f(v/3) = g.

A masodik tablazat harmadik soraban szerepelnek ezek az informaciok. Latjuk, hogy most az
inflexiés pontok valasztjak el a konkav és konvex szakaszokat.

6. Grafikon.

A grafikont most is a nevezetes pontok berajzolasaval kezdjik. A hatarértékek azt mondjak, hogy a
fuggvény a végtelenek felé hozzasimul az X tengelyhez. Figyelembe véve a monotonitasi és
konvexitasi viszonyokat is, az alabbi abrat kaphatjuk:

45

Ugyeljiink a paratlansag érzékeltetésére, azaz arra, hogy a grafikon az origéra szimmetrikus.
7. Ertékkészlet.

Az abra alapjan vilagos, hogy a fliggvény a lokalis minimuma és a lokalis maximuma koz6tti
értékeket veszi fel, beleértve azokat is, tehat

2

x“—1
9. feladat: Végezziink teljes fuggvényvizsgalatot az f (x) = =— flggvényen.
X

Megoldas:

1. Ertelmezési tartomany.
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Mivel a nevezdben nulla nem lehet, igy
Df =R\ {0} = (-0, 0) U (0, ).
2. Alaki tulajdonsagok.

Az f(x) = 0 egyenletnek most két gyoke van: x; = —1és x, = 1 Mivel a nulla nem eleme az
értelmezési tartomanynak, a grafikon nem metszi a fliggéleges tengelyt.

A paritast vizsgalva:

. 7(—x)2—17x2—17 x2—1
F=x) = R ARG

=-f(x),
a fuggvény tehat paratlan.

3. Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

Az értelmezési tartomany két darabbdl all, ezeknek négy széle van, négy limeszt kell tehat
kiszamolnunk. (Valdjaban a paratlansag miatt csak kettét.)

Ezek:
31 1

xP-1 X(}‘F) 101
lim 7 =li =1l ——-—|=0
X>=0 X=>=0 3 q x=>-oo| y oy
x%-1
lim T =%,
x—0 X

hiszen a szamlalo —1-hez tart, a nevezd pedig nullahoz, de mindig negativ.

lim ——=0,
X—0 X

most is igaz, hogy ez a minusz végtelenben vett hatarérték minusz egyszerese.

4. Monotonitas vizsgalata, lokalis szélséérték(ek) meghatarozasa.

x® x® x® x*

F/(x) = 2X(x3) _ (xz _ 1)3x2 A3t i3k x4y 3x2 2 3-

Az f'(x) = 0 egyenlet megoldasai: x'; = -J3, X'y = J3.

Mindkét jeldlt az értelmezési tartomanyba esik, meg kell 6ket vizsgalnunk. Az eredményeket az
alabbi tablazat tartalmazza.

Figyeljink arra, hogy most a [} eleve két darabbdl all. Ezeket vagja ketté a két jellt, mivel

kilénb6z6 darabokba esnek. A tablazat fejlécében ezért négy darabot kell szerepeltetni.

X (—0,—/3) -3 (V3,00 [0  (0+3) NE) (3, )
f'(x) - 0 + X + 0 -
f(x) N lok.min. T X T lok.max. d

Az f'(x) el6jeleit rendre a kovetkezd helyettesitésekkel kaptuk:
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1
f/(-2) = —— <0,
-2 T
f'(-1)=2>0,
f'(1)=2>0,

1
f(2) =—— <O0.
2 6 <

Mindkét jeldltben eldjelet valt a derivalt, ezért mindkettd szélséérték hely, mégpedig —/3 lokalis
~-0.38 a
7

minimum hely, </3 lokalis maximum hely. A lokalis minimum értéke f (—/3) =

lokalis maximum, a paratlansag miatt, ennek minusz egyszerese, f (+/3) =~ 0.38.
A tablazatunk harmadik sorabdl lathatjuk, hogy mik a monotonitasi viszonyok.

5. Konvexitas vizsgalata, inflexiés pont(ok) meghatarozasa.

. 2X(x4) _ (x2 _ 3)4x3 B 2%5 _ x5 4 12x3 ~ o5 4 1253 ) 2(X2 _ 6)
e X8 - X8 - X X

£"(x) = 0 akkor és csak akkor, ha x"; = —/6, X", = </6. Mindkét jelélt az értelmezési tartomanyba
esik. A tablazatunk most az alabbi:

X (—oo, _\/g) _\/g (—\/g, O) 0 (01\/6) \/E (\/61 Oo)
f"(x) - 0 + X - 0 +
f(x) konkav inf.pont konvex X konkav inf.pont konvex

Az el6jeleket, alkalmas szamok behelyettesitésével ellenérizze le most az olvaso.
Az el6jelek megkaphatok a kdvetkezd okoskodassal is.

Egy tort el6jelét kell kiszamolnunk. Ez akkor pozitiv, ha a szamlalé és a nevez6 egyforma eléjeld,
akkor negativ, ha kiilonb6z6 eléjelliek.

A szamlaléban egy masodfoku kifejezés all, amelynek képe egy felfelé nyild parabola, ez tehat a
gyOkein kivil pozitiv, a gyokei k6zott pedig negativ. A nevezében allé hatvany, a paratlan kitevé
miatt, negativ X-ekre negativ, pozitivakra pozitiv.

Ezek alapjan is megkaphatjuk a fenti el6jeleket.

Mindkét jel6lt inflexids pont tehat. Az inflexiés pontok masodik koordinatai:

f(B) = _% ~-0.34, f (1/6) = 0.34.

A nulla el6tti és utani darabon is mas el6jelli a masodik derivalt, de a nulla persze nem inflexiés
pont, hiszen ott értelmezve sincs a fliggvény. Jol mutatja ez azonban azt, hogy a -6 és /6 kozotti
részt nem lehet egy darabként szerepeltetni a fejlécben.

A tablazat harmadik soraban szerepelnek az erre vonatkozo informaciok.
6. Grafikon.

Az eddigek figyelembevételével az alabbi abrat rajzolhatjuk fel:
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15

s

=15

7. Az abrardl latszik, hogy

Ri=R.

: -5

Ellen6rzo6 kérdések

I'.l'. 2 10. kérdés: Hany lokalis szélséértéke van az f(x) = x> —x° + x fiiggvénynek?
)
Il
IIII
IIII
Il
IIII l .
IIII
Il
i 2.
IIII
Il
|I|I 3
)
(l mehet
IIII
IIII
Il
—_ I
(l
IIII
Il 0.
I|||
1l
IIII 1 .
'.'. B
1l
ff 2.
I|||
1l
)
I.l. 3.
| mehet
)
I|||
1l
| IIII —
f— il 2= 12. kérdés: Van-e olyan harmadfoki polinom, amelynek nincs inflexiés
:: pontja?
I|||
.:.: Van.
I|||
.:.: E Nincs.
Il
! mehet
)
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[ )

= 13. kérdés: Az f(x)=x+ & fiiggvény lokalis minimumanak értéke
X

6X

{ 7 14. kérdés: Az f(x)=—
X“+2

fliiggvény lokalis széls6értékhelyei

15. kérdés: Az f(x) = Xt —2x2-3 fiiggvény
|'I|'I E paros.

I paratlan.

I se nem paros, se nem paratlan.

i mehet

2
16. kérdés: Az f(x) =xe™ fiiggvény

,, paros.

.:.: E paratlan.

i se nem paros, se nem paratlan.

it mehet

Osszetettebb feladatok

Kidolgozott feladatok

10. feladat: Végezziink teljes fliggvényvizsgalatot az f (x) = In(X2 + 1) fuggvényen.

Megoldas:

1. Ertelmezési tartomany.
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A logaritmus argumentumara kell kiktést tenniink. Mivel x2 + 1> 0 minden x-re, ezért Df = R.
2. Alaki tulajdonsagok.

Megoldjuk elészor az

In(x2 + 1) =0

egyenletet. Mivel a logaritmus egyedull -ben nulla, az kell, hogy

x241=1

legyen, ami x = 0 esetén teljesll. Persze ekkor f(0) = Ois fennall, a grafikon tehat athalad az
origon.

A paritast vizsgalva:

f(—x) = |n((—x)2 + 1) - |n(x2 + 1) —f(x),
most tehat paros fliggvénnyel van dolgunk.

3. Limeszek az értelmezési tartomany szélein.
Xgrpooln(x2 + 1) = oo,

JimIn(x?+1) =0

A parossag miatt ezek nem is lehetnek eltérék.

4. Lokalis szélsz6éértékek.

1 - 2x
') = —5—2x=——.
x“+1 x“+1
2X
2—1 = 0 akkor és csak akkor, ha X'y = 0, egy széls6érték jeldltink van tehat. A szokasos tablazat
X© 4+

elkészitésével megvizsgaljuk, hogy valdban szélsGérték-e.

X (—oo, O) 0 (0,00)
f'(x) - 0 +
f(x) J lok. min. T

Latjuk, hogy a jel6ltiink valdban széls6érték hely, mégpedig lokalis minimum hely, a minimum
értéke: f(0) =0.

5. Monotonitasi szakaszok.
A harmadik sorbdl latszik, hogy a minimum hely el6tt csdkken, utana né a fliggvény.

6. Inflexiés pontok.

2(x2 + 1) —2X'2x _2- %2
(x2 + 1)2 (x2 + 1)2.

f/I(X) —

f"(x) = 0 akkor és csak akkor, ha x"; = —1vagy X", = 1L
Az alabbi tablazatban mindkét jelltet megvizsgaljuk.

X (-0, -1) -1 (-1,1) 1 (1,)
- 0 + 0 -
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f"(x)

f(x) konkav inf. pont konvex inf. pont konkav

Mindkét jel6lt valdban inflexiés pont. Az inflexiés pontok masodik koordinatai:
f(-1) =f(1) = In 2 ~ 0.69.

7. Konvex, konkav szakaszok.
Latjuk a harmadik sorbdl, hogy a fliggvény az inflexiés pontok kdzott konvex, azokon kivil konkav.
8. Grafikon.

Figyelembe véve az eddig megszerzett informacidkat, most az alabbi grafikont kapjuk.

Most is ugyeljunk arra, hogy a parossag, azaz a grafikon y tengelyre valé szimmetrikussaga,
latszédjon.

9. Ertékkészlet.

Latjuk, hogy R¢ = [0, ).

11. feladat: Végezziink teljes fiiggvényviszgalatot az f (x) = xe > fiiggvényen.
Megoldas:

1. Ertelmezési tartomany.

Mivel nem kell kikétést tenniink, igy Dy = R.

2. Alaki tulajdonsagok.

A tengelymetszeteket vizsgalva:

f(x) =0 akkor és csak akkor, ha ¥ = 0, a grafikon atmegy az origon.
A paritast vizsgalva:

f(—x) = (—x)e ) = —xe*.

Ez nem az f(x), és nem is annak minusz egyszerese, tehat a fliggvény se nem paros, se nem
paratlan.

3. Limeszek az értelmezési tartomany szélein.
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. Xy _
XI—I>rDoc>(Xe ) =%
hiszen a szorzat els6 tényez&je minusz végtelenbe, a masodik tényezbje plusz végtelenbe tart.

. _ . X o0
A lim (xe X) hatarérték 0 - oo tipusu, de atirhaté Jlim — alakban tortté, és ez a — tipusu limesz a
X—0 X—)OOe o0

L'Hospital-szabaly segitségével kdnnyen kiszamolhatd. A derivaltak hanyadosanak limesze

im = =0,

Xlg)ooex
ezért
. X
Xlgnoo(xe )=0.
4. Lokalis szélséértékek.

A deirvalasnal a szorzat szabalyt alkalmazva:
f'(x)=e*-xe*=(1-x)e™

f'(x) = 0 pontosan akkor, ha a szorzat valamelyik tényezéje 0. Az els6 tényez6bdl X'y = 1, valamint
a szorzat masodik tényezdje sehol sem lehet nulla.

A szokasos tablazatban megvizsgaljuk a jeldltet.

X (-o0,1) 1 (1,0)
f'(x) + 0 -
f(x) 0 lok. max. 2
Azl -ben tehat szélséérték van, mégpedig lokalis maximum, aminek értéke f (1) = % ~0.37.

5. Monotonitasi viszonyok.

A harmadik sor alapjan a fliggvény1l -ig n6, utana csokken.
6. Inflexiés pontok.

f'(x) = —e ¥+ (1 -x)(-e ) = (x-2)e*.

f"(x) = 0 pontosan akkor, ha a szorzat valamelyik tényezéje 0. Az els6 tényezdébdl X"y = 2, valamint
a szorzat masodik tényezdje sehol sem lehet nulla. Megvizsgaljuk a jeldltiinket. A tablazat most

X (_Oor 2) 2 (2100)
f"(x) - 0 +
f(x) konkav inf. pont konvex

A masodik derivalt el6jele az x — 2 tényezd elbjelével azonos. Ez 2 el6tt negativ, utana pozitiv.
A 2-ben tehat inflexids pont van. f(2) = 272 ~ 0.27 az inflexiés pont masodik koordinataja.

7. Konvex, konkav szakaszok.

A masodik sor alapjan az inflexiés pont el6tt konkav a figgvény, utana konvex.

8. Grafikon.

Figyelembe véve az eddigieket a fliggvény abraja:
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L} .
— 9. Ertékkészlet.
— Az abra alapjan a fliggvény a lokalis maximumat, és az annal kisebb értékeket veszi fel, (a lokalis
maximum most globalis maximum is).
I
1
f— Rf = (—OOl —jl
e
eX
12. feladat: Végezziink teljes fliggvényvizsgalatot az f (x) = — fliggvényen.
X
I
— Megoldas:
L} < . -
— 1. Ertelmezési tartomany.
— A nevezdbeli X miatt
— Df =R\ {0} = (-0, 0) U (0, ).
I
— 2. Alaki tulajdonsagok.
— A flggvény sehol sem nulla, hiszen a szamlalé semmilyen X-re sem nulla, a grafikon nem metszi a
vizszintes tengelyt.
— Mivel 0 ¢ Dy, a grafikon nem metszi a fligg6leges tengelyt sem.
I —X —X
e e
— f(—X) L .
—X X
— TS r . . . . .
— amibdl latszik, hogy a fliggvény se nem paros, se nem paratlan.
I
— 3. Limeszek az értelmezési tartomany szélein.
L}
— Négy hatarértéket kell kiszamolnunk.
I 0]
— Alkalmazva a L'Hospital-szabalyt az eredeti — tipusu limeszre:
a0
I X eX
- lim =— = lim —=0.
X==00 y  X—>=0 ]
eX
lim — = —oo,
X—> X
— hiszen a szamlalo1l -hez, a nevezd pedig nullahoz tart, de mindig negativ.
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mivel most a nevezd a pozitiv szamokon keresztil tart nullahoz.

Végll, ismét felhasznalva a L'Hospital-szabalyt,

X X

. e . e
lim — = |lim — = oo,
X—)OOX X—)wl

4. Lokalis szélséértékek.

xe*—e*  (x-1)e*
f'(x) = = '
x) 2 2

f'(x) = 0 pontosan akkor, ha a tort szamlaldja 0. Mivel a szamlalo szorzat, igy valamelyik
tényezojének kell 0-nak lennie, amibél X = 1

Figyeljiink most arra, hogy a jelélt a O jobb oldali felébe esik, azt vagja ketté, ezért a fejléc az alabbi

harom intervallumot tartalmazza.

X (=20, 0) 0 0,1) 1 (1,00)
f'(x) - X - 0 +
f(¥) J X N lok. min. 1T

Az1 -ben tehat lokdlis minimum van, amelynek értéke: f (1) =e.
5. Monotonitasi viszonyok.

Figyeljuk meg, hogy - 6sszhangban a nulla kérli limeszekkel - a nulla bal és jobb oldali
kérnyezetében is csokkend a fiiggvény.

6. Inflexiés pontok

o =R -0 (e (- e — 2x(x— e
f7(x) = 2 = o7 =

Ujra egy tortet kell vizsgalnunk, hogy az hol 0, mely akkor lehetséges, ha a tért szamlaléja 0. Mivel a

szamlalé szorzat, igy valamelyik tényez&jének kell 0-nak lennie. Azt latjuk, hogy az X2 —2x+2
diszkriminansa negativ, amib6l f"(x) # 0, tehat nincs inflexios pont.

7. Konvex, konkav szakaszok.

Nincs ugyan inflexiés pont, de a masodik tablazatot most is el kell késziteni, mert a konvex és
konkav szakaszok abbdl olvashatok ki.

X (~,0) 0 (0,:0)
) - X .
f(x) konkav X konvex

Az eldjelekkel kapcsolatban jegyezziik meg, hogy most f"(X) eléjele (mivel a szamlaldja mindig
pozitiv) a nevezdje eléjelével egyezik meg, az pedig negativ X-ekre negativ, pozitivakra pozitiv.

8. Grafikon.

Ezek utan elkészithetjik a fliggvény abrajat, ami az alabbi:
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i u
| .
i
| 2
s 4 2 o 2 4 6 8
| T
| 4
r
| I
— 9. Az abra alapjan
— " Rf=(~o0, 0) U (e, ).
— || Ellenérzé kérdések
IIII
— I =
- i\ > 17. kérdés: Az f(x) = x3—12x+1 fliggvény csokken az alabbi intervallum
| (ok)on
I
| (2,0).
I
| (-2, 2).
II|I
|:|: (—oo, _2)
II|I
I (~o0, —2) &5 (2,00).
I',|', mehet
1
II|I
1l
= i Ve 2
il £~ 18. kérdés: Hany inflexiés pontja van az f(x) =xe™ fiiggvénynek?
I:I:
il 0.
1l
IIII
il 1.
1l
IIII
\ 2.
1l
IIII
I
'l o k2
1
Illl mehet
1l
IIII
I
L} i
- .:.: 19. kérdés: Hany inflexios pontja van az f(x) = X —2x3+1 figgvénynek?
I
I:I: 0-
II|I
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mehet

|| 2 21. kérdés: Hany inflexiés pontja van az f(x) = Xt fliggvénynek?

2 22, kérdés: Az f(x)= x®— 10¢* fiiggvény konkav a (-2, 2) intervallumon.

i ﬂ Igaz.

I\ Nem igaz.

mehet
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