COEDU

Tanulasi cél: ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a koordinatakkal megadott vektorokkal hogyan
kell az eddig megismert fogalmakat értelmezni és a miveleteket elvégezni.

Descartes-féle koordinata rendszer, vektorok koordinatas
alakja

A Descartes-féle koordinata-rendszerben a harom tengely egymasra meréleges, és egy pont
helyzetét - koordinatait - az x, y és z tengelyektdl mért tavolsaga hatarozza meg. A tengelyek
metszéspontja az origd. Az origobdl kiinduld, és a tengelyek irdnyaba mutato, egymasra
kélcséndsen merdleges egységvektorokat nevezziik alapvektoroknak vagy bazisvektoroknak. Az
origobol az (1, 0, 0) pontba mutato (x iranyd) egységvektor jele i, a (0, 1, 0) pontba mutaté (y
iranyu) egységvektor jele j, mig a (0, 0, 1) pontba mutaté (z iranyu) egységvektor jele a k.

Az i, j, k egységnyi hosszl, egymasra paronként meréleges vektorok ebben a sorrendben
jobbsodrasu rendszert alkotnak. Ez azt jelenti, hogy ha a k vektor iranyaval szemben nézve
letekintlink azi és a j vektorok altal kifeszitett sikra, akkor ezen a sikon azi vektort az éramutato
jarasaval ellentétes iranyt 90 sz6gl forgatds viszi a j vektorba.

Az el6z6 fejezetben targyalt, vektorok egyértelmii felbonthatésagara vonatkozé tétel alapjan, egy
P(x,y, z) pontba mutatd helyvektor egyértelmiien felirhato a tengelyeken vett egységvektorok
(bazisvektorok) linearis kombinacidjaként p = xi + yj + zk alakban.

Ekkor az (x, y, z) rendezett szamharmast a p vektor Descartes koordinatainak nevezziik, szokasos
jelolés: p = (x,y,2)

P(x,v,z)
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Miiveletek koordinatakkal (6sszeadas, kivonas, skalarral valé szorzas)
Tétel: Legyena = (al, a, a3) ésb= (bl, by, b3). Ekkor
a+b= (al, ay, 03) + (b]_, b2, b3) = (al + bl, a;+ b2, az+ b3 )

a—b= (al, ay, 03) — (bl, bz, bg) = (al - bl' ap— bz, asz— b3 )
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la = l(al, ap, a3) = (lal, lazv/la3)

a=./a12+a22+a32

Tétel: Legyen 4 = (al, ap a3) és B = (bl, by b3) két tetszbleges pont, tovabbad a és b az adott
pontokba mutaté helyvektorok. Ekkor

Xfi:b—a:(bl—al,bz—az,b3—a3)

4B = b —all = (by - ay)’ + (b - a0) + (b3 - )

Kidolgozott feladatok

1. feladat: Hatarozzuk megaza + b, a — b, 3a, 2b — 4a, a, vektorokat, haa = (1, 2, 3) és
b = (-3, 4, -2)! (jeldlje ag az a iranyu egységvektort)

Megoldas:
a+b=(1,23)+(-3,4-2)=(-26,1)
a-b=(1,23)-(-3,4,-2)=(4,-2,5)
3a=3(1,2,3)=(3,6,9)

2b —4a = 2(=3, 4, -2) — 4(1, 2, 3) = (-10, 0, -16)

a=1P+22+3% =14

Jelblie ag az a iranyd egységvektort. Ekkor

1 1 L 22
w0 o )

2. feladat: Dontsuk el, hogy parhuzamosak-e az adott vektorparok:

a)a=(-4,12,8)ésb =(-2,6,4)
b)ya=(9,3,12)ésb=(3,1,5)

Megoldéas: Két vektor parhuzamos, ha az egyik vektor eléall a masik nullatol kiulonb6zé
szamszorosaként, azaz ha létezik olyan 4 # 0 valés szam, amelyre a = 1b.

a) Konnyen lathatd, hogy ebben a részben a 1 = 2 értéket valasztva, a = 2b, tehat ezek a vektorok
parhuzamosak.

Eszrevehetd, hogy ha a = Ab, akkor 1 = % = % =4 Osszefliggés is teljesll, azaz a vektorok
1 2 3
azonos index{ koordinatainak hanyadosai egyenlék. Ezzel a modszerrel:

-4 12 8
2=—===_2
-2 6 4
b) Kihasznalva, hogy ha az azonos indexi koordinatak hanyadosai egyenlék, akkor az egyik vektor
a masik szamszorosa, azaz parhuzamosak. Ebben az esetben:
12

*—.
5

Flw

9
3

Tehat ez a két vektor nem parhuzamos.

3. feladat: Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi pontok egy egyenesre esnek-e? A(1, — 2, 3),
B(-1,1,-1)ésC(-3,-2,3).

Megoldéas: A harom pont akkor illeszkedik egy egyenesre, ha AB és AC vektorok parhuzamosak
egymassal. (Természetesen itt masképpen is ki lehetne valasztani két-két vektort.)
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Legyenek a, b, ésc¢ az 4, B és C pontokban mutato helyvektorok. Ekkor:

AB=b-a=(-2,3,-4)és AC=c—a=(-4,0,0).

Mivel:

-4 0 0

—_— == —
-2 3 -4

ezért a harom pont nem esik egy egyenesre.

4. feladat: Az el6z6 feladatban megadott pontok nincsenek egy egyenesen, tehat egy haromszdget
hataroznak meg. Szamitsuk ki a haromszdg kertiletét!

Megoldas:

A Kertlet kiszamitasahoz ismerni kell mindharom oldal hosszat. Az oldalak hossza nem mas, mint az
adott pontok tavolsaga. Az 4 és B pontok tavolsaga az AB vektor hosszaval egyezik meg.

AB=b-a=(-2,3,-4) 4Bl = (-2)2+3+(-4)? =29.

Hasonl6an szamoljuk a masik két oldal hosszat is:

BC=c-b=(-2,-3,4) |BC| =(-2)%+(-3)*+4* = J29.

A haromszdg kertlete:

K=+/29 +4+ 29 ~ 14, 77.

5. feladat: Hatarozzuk meg az AB szakasz I felez6pontjat és az A-hoz kdzelebb esé H
harmadolé pontjanak koordinatait, ha 4(4, 1, — 2) és B(3,— 1, 1)!

Megoldéas: Hasznaljuk fel, hogy az F' pontba mutaté f helyvektor felirhaté a végpontokba mutato

at+b
helyvektorok segitségével f = alakban. Mivel ez egy vektoridlis egyenlet, ez az 6sszefliggés a

koordinatakra kilon-kiilon is felirhato, azaz

7al+b1 7(12+b2 7(13+b3

Tehat:

443 7 1+(-1) 241 1
= = = =0 = - -
h=—=3 1 2 =73

A kapott eredmények alapjan a felez6pont:

F20-3)
2 2
A H pontba mutaté hy, helyvektor szintén felirhaté a végpontokba mutaté helyvektorok

segitségével:

hy = Za+b.

3
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Elvégezve a szamolast:

_2a+b 2 1

2 1 1 1
h Za+>=b==(4,1,-2)+=(3,-1,1) =| —, =, 1|

Tehat a keresett harmadol6 pont koordinatai:

11 1
Hy—,=,-1|
A(s 3 j

6. feladat: Adott az a = (—4, 3, 0) vektor. Allitsuk elé

a) az a-val azonos iranyd ae egységnyi hosszlsagu vektort
b) az a-val ellentétes iranyu, 8 hosszusagu b vektort!

Megoldas:
a) Tudjuk, hogy

Ap = ! a
T
llall

ezért ebbe az 6sszefliggésbe behelyettesitve:

1 1

Qg= —a= ——ou
© lal” a0

b) El6sz6r adjuk meg az a vektorral azonos iranyu, iranyitottsagu és egységnyi hosszisagu ae

(-4,3,0) = %(—4, 3,0) = (—%, g j

vektort. Ezt az el6z6 részben szamoltuk ki,

4 3
-1-=,2,0)
e (5 5 )

Ezt az egységnyi hosszusagu vektort nytjtsuk meg 8 egységnyire:

e 159-(239
55 5 5

Képezzilk az ellentett vektorat, azaz szorozzuk meg —1-gyel:
b =-1(8a,) = -1[—g, Caj 0) = [g al 0).
5 5 5 5

Ellen6rz6 kérdések

* 1. kérdés Az AB szakasz felez6pontjaF. Ha A(11,—3,-4) és F (-2, 1,3) akkor

B pont

B(4,5,-1,-1,5)

B(7,5,-2,-7,5)
[%] B(-15,5,10)

B(-15,5,1)

mehet

2. kérdés: Hatarozzuk meg az ABCD paralelogramma D cslcsat, ha

A(,2,3), B(-1,1,-3) és C(5, - 4,5)1

D(7, -3, - 10)
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| |[El D@, -3,-11)
l

I D(-5,7,-5)

l

| D(7,-3,-5)

értjlik, ahol ¢ a két vektor altal kozbezart sz6g.

| 1 —
f— [f 2 3. kérdés: Egy egyenesre illeszkedik-e a kovetkez6 harom pont:
':': A(,-1,5), B(3,3,3) és C(0, -3, 4)?
'Zi
.:.: igen
II|I
| [[E] nem
I'||'| mehet
IIII
II|I
| Il —
— IIII'I 2 4. kérdés: Hatarozza meg az a = (-1, 1,2) irAnyaba mutaté egységnyi
! hossziisagu vektor koordinatait!
1
II|I
11
IIII
II|I
11
(_1 1 1)
\ 4’42
IIII
T |
I NN
Il
IIII
HEIES®
\ 563
Illlll mehet
IIII
IIII
— II|I p—
— | 2 5. kérdés: Hatarozza meg az AB szakasz B-hez kbzelebbi harmadolo
I pontjanak koordinatait, ha A(1, 1,-1) és B3, -1, 2)!
II|I
I:I:
II|I
11
IIII
II|I
11
IIII
II|I
11
IIII
II|I
11
IIII
| =
I 3' 3’3
I'Il'l mehet
1
||||
| i 7 =
— . Vektorok skalaris szorzata
| i
— ; Emlékeztetd az 1. leckébdl:
—_ Definici6: Tetszéleges a és b vektor skalaris szorzatan az (a, b) = ||a||||b|| - cos ¢ mennyiséget
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Tétel: Két vektor akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla.
Definici6: ha két vektor meréleges egymasra, akkor ezeket ortogonalis vektoroknak nevezzik.
A skalaris szorzat szamolasa koordinatakkal

Tétel: Legyena = (al, ay, a3) ésh = (bl, by, b3). Ekkor a, b = ayby + apb, + azbs.

Megjegyzés: ortonormalt bazisvektorok eseténi,j =i,k =j, k=0.

Tétel: Legyen a = (ay, ay, as) és b = (by, by, bs) nullvektortdl killdnbéz6 két vektor. Ekkor az altaluk
kdzbezart szog:

__(ab)
%= allbll

Kdévetkezmény: Ha

< (a,b) > 0 akkor a két vektor hegyesszoget zar be egymassal,
€ {a,b) < 0 akkor a két vektor tompaszdget zar be egymassal,

€ (a,b) = 0 akkor a két vektor merdleges egymasra.

Tétel: Legyen adotta és b vektor, ahol b # 0. Ekkor az a vektor egyértelmiien felbonthaté b
vektorral parhuzamos (ap) és b vektorra meréleges dsszetevokre (ay,), ahol

ap = T;;"T;bés agm =a-ap

Kidolgozott feladatok

7. feladat: Hatarozzuk meg a kdvetkezé vektorparok szogét:
aja=(5,-1,2) b=(3,1,-2)

b)a=(4,-2,2) b=(3,6,0)

c)a=(-2,-1,2) b=(3,12)

Megoldas: Jeloljiik a két vektor altal kozbezart szoget ¢-vel. Ekkor a

(a, b)

0S ¢ =
lalllibll

Osszefliggés alapjan fogunk szamolni.

a)Haa=(5-1,2)ésb = (3,1, - 2), akkor

(a,b) 5.3+(-1)-1+2-(-2)
0s ¢ = = _
lallllbll 824 (-2)2+22 32+ 2+ (-2)2
-0 04880 > ¢~60,79°
b)Haa=(4,-2,2)és b = (3,6,0), akkor
(a,b) 4.3+(-2)-6+2-0
0S ¢ = = =
lallllbll 42+ (—2)2+ 2232+ 62+ 02
-0 o0 5 g-00°
V245 :

c)Haa=(-2,-1,2)ésb = (3,1, 2), akkor

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson1.xml 2018.09.14.



COEDU Page 7 of 19

(a,b) (-2)-3+(-1)-1+2-2
0S ¢ = = =
lallllbll (2)2+ (-1)% + 2232 + 12+ 22

= -3

=——~-0,2673 - ~ 105,50 °.
V914 ¢

—_— 8. feladat: Adjuk meg z értékét ugy, hogy a és b vektorok merélegesek legyenek egymasra, ha
a=(-2,-1,2¢sb=>4,-12).

e Megoldas: Két vektor akkor és csak akkor meréleges egymasra, ha skalaris szorzatuk 0. Tehat ugy
kell z értékét megvalasztani, hogy (a, b) = 0 teljesljon.

—_— (a,by=(-2)-4+(-1)- (-1)+2-z=0 —> -7+2z=0

— z=3,5

—_— 9. feladat: Hatarozzuk meg az ABC haromszdg legnagyobb szégét, ha 4(1,1,0), B(-2,—1,1) és
Cc(2,1,-1)

— Megoldéas: Mivel csak a legnagyobb szdg a kérdés, j6 lenne eldonteni, melyik csucsnal talalhato,
kalénben mindegyik szdget ki kell szamolnunk, s kivalasztani a legnagyobbat. Mivel a
haromszégekben nagyobb oldallal szemben nagyobb szdg van, a legnagyobb szég a legnagyobb
oldallal szemben lesz. Az oldalak hosszanak meghatarozasahoz irjuk fel az AB, AC és BC
vektorokat.

— - J—

— AB=(-3,-2,1) — |4B| =(3)%+(-2)?+1 =14

— “E AN 2.2 2 _

AC=(1,0,-1) — [[AC| ={P+0*+(-1)? =2

L} . .

— BC=(4,2,-2) — |BCl={#+22+(-2)? =

— Mivel BC a leghosszabb oldal, ezért az A csucsnal Iév6 a sz6g a haromszog legnagyobb szége. Ez
a szog lényegében az AB és AC vektorok altal bezart szog, igy:

e (4B,ACy  (-3)-1+4(-2)-0+1-(-1)

C0Sa = ———=5— = =
4Bl AC|| V1442

= 4
=—=~-0,7559 —> a~13910°

V1442

—_— 10. feladat: Bizonyitsuk be, hogy aza = (2, —3,-6), b = (6, — 2, 3) és ¢ = (3, 6, — 2) vektorok
kockat feszitenek ki!

e Megoldas: Ez ugy értendd, hogy ha a harom vektort kozds kezdépontboél mérjik fel, akkor egy
kocka egy csucsbdl induld harom élvektorat kapjuk.

s Ennek teljesuléséhez az sziikséges, hogy a vektorok hossza azonos legyen, s egymasra paronként
merdlegesek legyenek, azaz barmelyik meréleges legyen barmelyikre.

s Szamoljuk el6szor a vektorok hosszat:

I

— llal| = {22+ (=3)%+ (-6)? = /49 =7

s A masik két vektor hossza is ugyanennyi, hiszen a koordinatak csak fel vannak cserélve, valamint az
el6jelek valtoznak, de ez a négyzet miatt nem szamit.

e Mar csak a paronkénti merélegességet kell ellendrizni. A merélegességhez az kell, hogy barmely két
vektor skalaris szorzata 0 legyen.

— (a,b)=2-6+(-3)-(-2)+(-6)-3=0

— (a,¢)=2-3+(-3)-6+(-6)-(-2)=0

L}

L]
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(by¢)=6-3+(-2)-6+3-(-2) =0.

= Mivel a merélegességek is teljeslinek, ezért ezek a vektorok valéban kockat feszitenek ki.
— 11. feladat: Bontsuk fel aza = (2, 1, — 1) vektort a b = (-3, — 1, 1) vektorral parhuzamos és ra
merdleges 6sszetevokre!
= Megoldas: A feladathoz Iényegében két képletet kell ismerniink:
I i
— | <a’ b>
I = esa a—a,
P P
| i
- Capob,, 2L EDREDL 5 gy Beg g 1)=(ﬁ,i,—i)
: bl 2 2 2 11 1111 11
; NE) + (D) + 1
— ] 24 8 8 2 3 3
- [ oap=a-ap=(2,1,-1 —(—,—,——)=(——,—,——)
oo p=( oo 1111’ 1
I II:I ” ” z z
— | Ellenorzo kerdesek
— I
— il 2 6. kérdés: Szamitsa ki az a = (-2,0,1) és b = (-1, 3,2) vektorok skalaris
| szorzatat!
II|I
I:I: 3
II|I
| B4
II|I
1l
Il -4
II|I
1l
Il -5
I
|I|I mehet
)
II|I
1l
I IIII = S < -
— (f 2 7. kérdés: Igaz-e, hogy aza=(-2,-3,1) ésa b = (2,3,— 1) vektorok
':': merdlegesek egymasra?
(l
1 igen
IIII
II|I
| B
! mehet
I:I:
II|I
— 1l —
— Ml <~ 8. kérdés: Mekkora a két vektor hajlasszége, ha a=(-1,3,-2) és
\ b=(,-1,1)?
)
I
[ 157,790
)
I
IIII 0 °
IIII
I
i 22,21°
)
I
i 67,79°
)
IIII mehet
I:I:
I.l.
I 1l
—_—

Bl 2 9. kérdés: Mivel egyenlé y, ha az a = (-1,3,—2) két b = (1,y, 1) vektorok

meroleges egymasra?
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mehet

10. kérdés: Hatarozza meg a b = (-1, -2, —2) vektor a = (-1, 1, — 2) vektorral
parhuzamos 6sszetevéjének koordinatait!

mehet

Vektorok vektorialis szorzata

Emlékeztet6 az 1. leckébdl:

Definici6: Adotta és b vektorok vektoridlis szorzatan azt a vektort értjlik, amely meréleges a-ra és
b-re, hossza|la x b|| = [|a||[|b]| - sin ¢, ahol p aza és b vektorok altal bezart szég, ésa,b,a x b

ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkotnak.

Tétel: Adotta és b nem nullvektorok esetén a vektoridlis szorzatuk akkor és csak akkor nullvektor,
ha a két vektor egymassal parhuzamos.

Tétel: Adotta és b nem nullvektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete éppen az|/a x b ||
pozitiv valés szam.

T=|laxbl|

axb
Tétel: Adotta és b nem nullvektorok altal kifeszitett haromszdg terllete éppen az HizH pozitiv
valdés szam.

A vektorialis szorzat szamolasa koordinatakkal

Tétel: Legyena = (al, ap, a3) ésb = (bl, by, b3). Ekkor
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i j k
axb= (al, ay, a3) X (blv bz, b3) = ap a; ag =
by by b3
— ap ag a as a ap
L]
= [ bz b3 jl —( bl b3 }‘ +[ bl bz ]k = ((12b3 — (l3b2)l — ((llb3 — a3b1)_| + ((llbz — (lzbl)k.
L} -
— Kidolgozott feladatok
— 12. feladat: Szamitsa kiaza x b értéket, haa = (2,1, - 1) ésb = (-1,0, 2)!
I
— Megoldas:
L}
— i ] k
axb=| 2 1 -1|=[1-2-(-1)-0}i-[2-2-(-1)-(-1)]j+[2-0-1-(-1)]k=2i-3j+k.
-1 0 2
I
— Tehat:
— axb=(2,-31).
— 13. feladat: Hatarozzuk meg az ABCD paralelogramma teriiletét és C csucsanak koordinatait, ha
A(1,1,0), B(-1,0,3) és D(1,4,1)
e Megoldés: A paralelogrammat Iényegében az AB és AD vektorok feszitik ki. Tudott Osszefiiggés,
hogy ebben az esetben a paralelogramma teriilete:
et T=||4B x 4AD||.
— Allitsuk el6 ezeket a vektorokat, ha a csticsokba mutaté helyvektorokat rendre a, b ésd
vektorokkal jel6ljuk.
—_— AB=b-a=(-2,-1,3) AD=d-a=(0,3,1)
L}
— Ekkor:
i j k
ABxAD=| -2 -1 3 |=[(-1)-1-3-3Ji-[(-2)-1-3-0]j+[(-2)-3-1-0]k =
0 3 1
—_— =-10i + 2j — 6k
— By TR — s e _ 2 2 2 _
T=|AB x AD|| = ||-10i + 2j — 6K|| = 4/ (=10)" + 2° + (-6)~ = /140.
—_— A C csucs koordinatainak meghatarozasanal hasznaljuk ki azt, hogy a paralelogramma atléi felezik
egymast. Ez a kdzos felezépont a paralelogramma kdzéppontja, jeldljik K-val.
— K felezépontja a BD atlénak ezért:
I _1 1
— =" k=0
2
I
4
— PO L
2
L}
— kg = ﬂ ky=2,
2
L}
— azaz
—_ K(0,2,2).
— Mivel K az AC atldnak is felezGpontja, ezért:
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L} s,
f— O = M Cl = —1

2
L} 2,
— st ;=3

2
L} )
— 2 = —0 * ‘s c3 = 4,

2
— Tehat a keresett C csucs:
— C(-1,3,4).
— 14. feladat: Hatarozzuk meg az ABC haromszdg A csUcsabdl indulé magassagvonalanak hosszat,

ha A(3,-3,4), B(-1,2,4)és C(-1, 6, 1)!
— Megoldas: Készitsiink abrat.
I
L]
C
B
A
s A megoldas soran hasznaljuk ki, hogy a haromszdg terlletét kétféleképpen is ki tudjuk szamolni:
L] 1 R .
— T==|l4B x AC||,
2

I
— valamint

= T
2
e ahol a szokasos jeldlést megtartva a = IIBC, m, pedig az A csucsbol indulé magassag. Mivel a
kétféleképpen felirt terlilet megegyezik, ezért:
= (N g
4B x AC|| = Z[|BCl|m,
2 2
I
— ahonnan:
_— 3 |[AB x AC||
¢ I1BC||
I .
— Allitsuk elé a szamolashoz sziikséges vektorokat.
e AB =(-4,5,0) AC=(-4,9,-3) BC=(0,4,-3)
—_— i j ok
ABxAC=|-45 0 |=[5-(-3)-0-9Ji-[(-4) - (-3) =0 (-4)]j + [((-4)) - 9 -5 (-4)]k =
-4 9 -3
— =-15i - 12j — 16k
I . .
— L _JABXAC| _ (157 + (12 (-16)° 25
a HR’H \/02+42+(_3)2 5 .
I
— Vektorok vegyesszorzata
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L}

— Emlékeztet6 az 1. leckébdl:

— A vegyesszorzat elnevezés arra utal, hogy ennek kiszamitasanal mindkét vektorszorzas miveletre
szikséglnk lesz.

— Definicié: Adotta, b és ¢ nem nullvektorok vegyes szorzatan az abe = {a x b, ¢) valds szamot
értjuk.

— Tétel: Aza, b ésc vektorok akkor és csak akkor egysikuak, ha abe = 0. Ha a vegyesszorzat nem
nulla, akkor annak abszolut értéke aza, b és ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon Vp
térfogatat adja:

— V, = labc|

L}

L]

A
z
L 7Y /
b
[}
- >
a X
— Aza,b ésc vektorok ltal kifeszitett tetraéder V, térfogata:
— y, - label.
6

L} -

— Kidolgozott feladatok

—_— 15. feladat: Hatarozzuk meg az abc értékét, haa = (2,-4,3),b=(1,-1,5) és¢ = (-2, 3,1).
Egysikuak-e ezek a vektorok?

— Megoldas: Tudjuk, hogy abe = (a x b, ¢). Elészér az a x b vektort szamoljuk ki.

L}
axb=|2 -4 3 |=[(-4)-5-3-(-1)]i-[2-5-3-1]j+[2-(-1)-(-4)-1]k =

1 -15

— =-17i-7j + 2k.

— A most kapott vektort skalarisan szorozzuk c-vel:

— abc=(axb,c)=(-17,-7,2),(-2,3,1)) =(-17) - (-2) + (-7) - 3+2-1 =15

I

— Mivel a vegyesszorzat nem lett nulla, ezért ezek a vektorok nem egysikuak.

— 16. feladat: Hatarozzuk megaza = (4,1,1),b = (2,1, 3) és ¢ = (-1, 2, — 5) vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon térfogatat!

—_— Megoldas: Tudjuk, hogy a Vp = |abcl, azaz ki kell szdmolni a harom vektorok vegyesszorzatat, majd
az eredmény abszolut értékét kell venni. A szamolast most is két Iépésben fogjuk elvégezni.

I

— i j k
axb=|41 1 |=2i-10j+2k

213

— abc ={axb,c)=(2,-10,2),(-1,2,-5)) =-32.

L}

— Ebbédl a keresett térfogat:

e V=|-32| =32
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17. feladat: Egysikuak-e az alabbi pontok: A4(1,—1,0), B(0,1,-1),C(2,0,-2) és D(1,1, - 2)?

Megoldéas: Ha a négy pont egy sikban van, akkor az egyik pontbdl a masik harom pontba iranyitott
vektor is egy kdz0s sikban van. Ez az allitas forditva is igaz. Ha kivalasztjuk az 4 pontot, és
képezzik az AB, AC és AD vektorokat, akkor ha ezen vektorok vegyesszorzata nulla értéket ad,
akkor a vektorok egysikuak, de ekkor a pontok is olyanok.

AB=(-1,2,-1) AC=(1,1,-2) 4D=(0,2,-2).
Képezzik az
ABACAD = (AB x AC, AD)

vegyesszorzatot. Ezt most is két Iépésben fogjuk szamolni.

=-3i-3j-3k

ABACAD = (AB x AC, AD) = ((-3,-3,-3),(0,2,-2)) = 0.

Mivel a harom vektor vegyesszorzata nulla, ezért a harom vektor egysiku. Ez viszont csak ugy
lehetséges, ha az eredeti négy pont is egysiku.

18. feladat: Mekkora az ABCD tetraéder térfogata, ha 4(1, - 1,0), B(-6,0,-1),C(-2,-4,1) és
D(-2,-4,-3)

Megoldéas: Tudjuk, hogy a tetraéder térfogata vegyesszorzat segitségével szamolhato, ha
rendelkeziink egy k6z0s cslicsbdl induld harom élvektorral. Ennek érdekében valasszuk ki az 4
csucsot, és hatarozzuk meg a tébbi csucsba mutaté élvektort.

AB=(-7,1,-1) AC=(-3,-3,1) AD=(-3,-3,-3)
Képezziik el6szor az
ABACAD = (AB x AC, AD)

vegyesszorzatot. Ezt most is két Iépésben fogjuk szamolni.

i j k
ABxAC=| -7 1 -1|=-2i+10j+24k
3 31

ABACAD = (AB x AC, AD) = {(-2, 10, 24), (-3, - 3, - 3)) = —96.
Innen a tetraéder térfogata:

= EBACHD, 199y

Ellendrz6 kérdések

2 11, kérdés: Mivel egyenld b x a, haa=(1,0,—1) és b =(0,—-2,1)?

=1(2,1,2)
(2,-1,2)
(-2,-1,-2)

(-2,1,-2)
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Il mehet

19. feladat: Adott az ABC haromszdg A(1, — 1, 2) cstcsa, valamint az AB oldal egy olyan P(1,1,2)

— 1 —
— .:.: 2 12, kérdés: Mekkora az a = (1,0, 1) és b = (0, — 2, 1) vektorok altal kifeszitett
I.l. paralelogramma teriilete?
I:I:
i 9
11
1
I}
[ |Es
IIII
i 1,5
11
IIII
\ 4,5
|||I metved
II|I
11
1
I}
— Illl = P ya e e - ra I s e
f— :: > 13. kérdés: Szamitsa ki az ABC haromszdg teriletét, ha A(-3,2,5), B(1,0,4)
Illl ésC (2, 6, 3)!
IIII
1
I}
II|I
11
1
I}
II|I
11
1
I}
II|I
11
1
I}
II|I
11
1
I}
II|I
11
1
I}
II|I
11
IIII
[f
i
fa— 11 —
— Iu'lu' #2 14. kérdés: Hatarozzuk meg az a=(1,0,—1), b= (5,-3,-2) és c=(3,— 4,2)
I vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogatat!
IIII
II|I
11
IIII
[f
I||| _3
IIII
[f
IIII 9
IIII
II|I
|:|: °
II|I L
11
1
I}
[f
| I|I|
f— i 15. kérdés: Egysikaak-e az alabbi pontok: A(1,—1,0), B(2,1,—-1),C(-1,-1,1)
il és D(-4,1,5)?
11
IIII
I'.l'. igen
IIII
I|I||I E nem
Il mehet
I'.l'.
IIII
| i ..
— . Osszetett feladatok
] i
—_— :
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pontja, amelyre AP : PB =2 : 3. Az AC oldal felez6pontja F'(5, 5, — 2). Hatarozzuk meg a
haromszég hianyzé csucsait és a sulypont koordinatait! Szamitsuk ki a haromszog teriletét!

Megoldéas: Jeldlie a, b, ¢, p, f éss rendreaz 4, B, C, P, F és S pontokba mutaté helyvektorokat a
szokasoknak megfeleléen.

Mivel P egy 6t6dolé pont az 4B szakaszon, ezért

p_3a+2b _S5p-3a 5 3

- b=———=—p-——a
5 2 2P72
Behelyettesitve:
5 3 5 3
b=2p-2a=2(1,1,2)->(1,-1,2) = (1,4,2).
Sp-5a=-(112)-2(1-1.2)=(1,42)

Eszerint a haromszdg B csucsa: B(1, 4, 2).

Mivel F felezépont az AC oldalon, ezért:

+
f:azc — c¢=2f—-a,

azaz:
c=2f-a=2(5>5-2)-(1,-1,2) = (9,11, -6).
Tehata C csucs koordinatai: C(9, 11, — 6).

Ismert 8sszefliggés, hogy

a+tb+c 1 1 11 14 2
AT _C@+b+o)=[(1,-1,2)+(1,4,2)+(9,11,-6)] = | =, —,-= |
s 3 3(a <) 3[( )+ ( )+ ( )l (3 3 3J

Tehat a haromszog sulypontjanak koordinatai:
(22, _z).
3 3 3

A haromszdg terliletének meghatarozasahoz adjunk meg két olyan vektort, amely kifesziti a

haromszoget. Legyenek ezek most az 4 pontbdl induld AB és AC vektorok. Ekkor a haromszég
terulete:

T %HZEXEH

AB=(0,5,0) AC=(8,12,-8).
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i j k
ABxAC=|0 5 0 |=-40i+0j-40k.
8 -12 -8

— A haromszdg terillete:

— 1l—=. 77 _1 2 2
T= EIIAB x AC|| = 5 (—40)° + (-40)“ = 20+/2.

— 20. feladat: Az ABCD paralelogramma csucsaid(-2, 1,2), B(4,3,—1) és C(1, 9, — 3). Bizonyitsa
be, hogy a paralelogramma négyzet!

—_— Megoldéas: Mivel a paralelogramma &tloi felezik egymast, ezért az AC és BD atlok felezépontja
megegyezik. Ez a pont a paralelogramma kézéppontja, jeldljik K-val.

— Legyenek a, b, ¢, d, ésk rendre az 4, B, C, D és K pontokba mutatd helyvektorok.

— Ekkor:

L}

— 1 1 ( 1 1)
k==(a+¢)==[(-2,1,2)+(1,9,-3)]=|—=,5,— = |

2( ) 2 [ )+ ( )] 2 2
— Tovabba:
1 1 1
k==(b+d) —> d=2k-b=2->,5-=|-(4,3,-1)=(-5,7,0),
2 2 2

— tehat a paralelogramma D csucsa:

— D(-5,7,0).

— Egy paralelogramma akkor négyzet, ha két szomszédos oldala azonos hosszusagu és meréleges
egymasra. Tekintslik az AB és AD oldalakat.

L} . I A~—F %=

— AB=(6,2,-3) |[4B| =6*+22+(-3)* =7

L} . P,

- AD=(3,-6,2) [[AD|| =3 +(-6)°+2° =7

— Tehat a paralelogrammank két szomszédos oldala 7 egységnyi. Még a merélegességet kell igazolni.
Tudjuk, hogy ha két vektor meréleges egymasra, akkor a skalaris szorzatuk nulla. Ellenérizzik le:

e (4B, 4D =((6,2,-3),(3,—-6,2))=18—-12-6 =0.

— Ez azt jelenti, hogy két szomszédos oldal meréleges egymasra.

et Mivel olyan paralelogrammank van, amelynek két szomszédos oldala egyenl6é nagysagu és
egymasra merdleges, ezért ez a paralelogramma négyzet.

— Megjegyzés: A D cslcs meghatarozasa nélkil is dolgozhattunk volna. A négyzet olyan sikidom,
amelynek két egyenlé hosszusagu atloja van, amelyek merélegesen felezik egymast. Ezt a
tulajdonsagot kihasznalva is megoldhattuk volna a feladatot.

—_— 21. feladat: Egy téglatest két élvektora a = (4,3,1) és b = (-1, 0, 1). Hatarozzuk meg a harmadik c

élvektorat, ha tudjuk, hogy || ¢|| = 5.
s Megoldas:
—_— A téglatest élei merdlegesek egymasra, ezért a keresett ¢ vektor meréleges mind az a, mind ab
vektorra. Ha egy olyan vektort keresiink, amely két adott vektor mindegyikére meréleges, akkor

ahhoz a vektoridlis szorzatra lesz sziikséglink. Képezziik az a x b vektort.

e i j ok
axb=| 4 3 1 |=3i-5j+3k.

-1 1
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Ez az Uj vektor csak akkor lehet a keresett ¢ élvektor, ha a hossza5 egység.
llax bl = 3%+ (-5)%+3% = /43
Nekiink egy a x b iranyu, de 5 hosszUsagu vektorra van sziikséglink, ezért

5 5 15 25 15
€=z xb= ﬁ“‘”:(ﬁ"ﬁ'ﬁ}

A feltételeknek a most meghatarozott ¢ vektor ellentettje is megfelel, igy a feladat masik megoldasa:

G e [ 15 25 15

22. feladat: Mekkora az ABCD tetraéder D csucsbdl indulé testmagassaganak hossza, ha
A(1,2,1), B(2,2,2),C(4,4,3) és D(-5,10,9)?

Megoldéas: A megoldas soran a tetraéder térfogatat kétféleképpen fogjuk felirni, amelybél a keresett
magassag majd meghatarozhato lesz.

Hatarozzuk meg el6szor a tetraéder A cslcsabdl indulo élvektorait:
4B=(1,0,1) AC=(3,2,2) AD=(-6,8,8).

El6szor szamoljuk ki a tetraéder térfogatat a vegysszorzat segitségével.

ijk
ABxAC=|1 0 1 |=-2i+j+2k,
322

ABACAD = (AB x AC, AD) = (-2, 1, 2), (-6, 8,8)) = 36,

. |[ABACAD| _ 36

=6
! 6 6

A D csucsbol induléd testmagassag meghatarozasahoz hasznaljuk fel a tetraéder kézépiskolaban
tanult térfogatképletét, valamint azt, hogy a haromszdg teriletét fel tudjuk irni a vektorialis szorzat

hosszaként:

Lyvas 70 —
y = s Mp _ 21 4B X ACI - mp || 4B x AC]| - mp
! 3 3 6 '

A vektoridlis szorzatot mar korabban kiszamoltuk, igy:
||4AB x AC|| = 3.
Innen a keresett magassag:

3-mD
6

6= > mp=12.

23. feladat: Hatarozzuk meg z értékét ugy, hogy az alabbi harom vektor egy sikban legyen:
a=(2zz),b=(-2z3-4),c=(2z,-1,73).

Megoldéas: Ha harom vektor egy sikban van, akkor a vegyesszorzatuk nulla. Ezt hasznaljuk ki a
megoldas soran.

abc=<{axb,c)=0.

i j k
axb=| 2 z z |=-Tzi—-(-8+2)j+(6+2)k
-z 3 4

abc={axb,¢)=0 — {((-72,8-z,6+2),(22,-1,3))=0
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— . 1422 -(8-2)+3(6+2) =0
— . —142%244z410=0
| i
— i 3= 1 Zp = —;.
|!|
— | Ellenérzé kérdések
1l
| N
— I:l: 16. kérdés: Adott az ABC haromszég C(1, - 3,2) cslicsa, valamint az AC
1l N
Illlll oldal egy olyan P(g,—l,g) pontja, amelyre AP : PC =1 : 2. Az AB oldal
A > -
.:.: felez6pontja F(I,O,%j. Hatarozzuk meg a haromszog sulypontjanak
Il ~
i koordinatait!
I
I
Il
I §(1,0,1)
(
i S(1,-1,0)
(
A
.:.: [Fls@ -1
Il
| S(1,1,-1)
|:|: mehet
I
(l
A
— 1l -—
— (B > 17. kérdés: Kockat feszit-e ki a kévetkezé harom vektor? a(-8,2,4),
\ b(2,—4,8), ¢(—4,8,-2)
IIII
I|I||I igen
I
(l
I\ E nem
I
|:|: mehet
1l
IIII
Il
| A
p— .:.: 2 18. kérdés: Mekkora az ABCD tetraéder D csucsbél indulé
(| testmagassaganak hossza, ha A(-1,-1,-1), B(3,0,0), C(0,3,0) és D(0,0,3)?
I:I:
I|||
1l
IIII
I|||
1l
IIII
I|||
1l
IIII
I|||
1l
IIII
I|||
1l
IIII
I|||
— |
— |

2 19. kérdés: Hatarozza meg x értékét tgy, hogy az a, b, ¢, vektorok altal

kifeszitett paralelepipedon térfogata 62 egység legyen, ha a(x,—6, 8),
| b(=x,—1,— 4), ¢(X,—5, 3)!
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