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Tanulasi cél: megismerni a differencialhatosag fogalmat, begyakorolni az érinté f(x) felirast és a
linearizalt hasznalatat. Megismerkedni a derivalasi szabalyokkal és begyakorolni hasznalatukat a
derivalt fliggvény meghatarozasara.

Elméleti 6sszefoglalo

Azt szoktak mondani, hogy semmi sem allando csak a valtozas. Valdban, a minket kortlvevé
vilagban minden folyamatosan atalakul, minden sok minden massal kapcsolatban van, azoktdl fligg.
Ezeknek a viszonyoknak a felderitése a természettudomanyok f6 feladata. A kiilénféle fliggések
egyik matematikai modellje a fiiggvény fogalma. A valtozasok sok jellemzé&je kozll az egyik nagyon
fontos a valtozas "sebessége". A gyorsan valtozé folyamatok veszélyt hordozhatnak magukban
azadltal, hogy nem adnak id6t a reagalasra. A valtozasok gyorsasagat a matematika a derivalt
fogalmaval ragadja meg.

Az analizis fejlédése, amint az gyakran maskor is eléfordult, szorosan két6détt problémak
megoldasahoz. A mi esetlinkben az egyik ilyen probléma az érinté meghatarozasa volt.

' v =f(x)

A fenti abran egy fliggvény grafikonjat és annak a P(x, f (x)) pontban megrajzolt "érintéjét" latjuk.
Erezzilk, hogy az f'(x) fliggvény megadasa és a P pont lerégzitése meghatarozza az abran pirossal
jelolt egyenest. Ennek az egyenesnek is y = mx + b az egyenlete, csak az a kérdés, hogy az m
meredekség és a b konstans hogyan fligg az f'(x) fuggvénytél és a P(x, /' (x)) ponttol.

v A

Ez az abra azt mutatja, hogy az érint6 a szel6k hatarhelyzetének tekintheté: a P és Q pontokon
atmend szel6 egyre "kdzelebb" van az érintéhéz, ahogy a O pont egyre kdzelebb keril P-hez. Ezek

motivaljak a kdvetkezd definiciokat.

Legyena,x € Df az f fuggvény értelmezési tartomanyanak két kiilonb6zé eleme, és tekintsiik az f
flggveny grafikonjan a P(a, f(«)) és a Q(x, f (x)) pontokat.

Q= (x flx))
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Definicié: Aza € Df ésx e Df helyekhez tartozo kiilonbségi hanyados vagy differencia

hanyados a

4 _ f&)~f(a)

Ax x—a
tort.

Definicié: Haaza e Df helyen létezik és véges az a és x helyekhez tartozé kildnbségi

hanyadosnak a

0 -f(@)

li
X4 y_g

hatarértéke, akkor az f fliggvény differencialhaté az a Df helyen. Ekkor a fenti hatarérték értékét
f'(a) jeldli, és ezt az a € Dy helyhez tartoz¢ differencialhanyadosnak hivjuk, igy tehat

f!(a) = lim f(x) _.f(a).

Ha létezik f"(a), akkor a fenti hatarérték létezése miatt, és azért, mert /(@) is létezik, az a hely csak
belsd pontja lehet a D-nek.

Definicio: Azt az f” figgvényt, amelyik az f fuggvény értelmezési tartomanyanak azokban az a
pontjaiban van értelmezve, ahol az 1 fuggvény differencialhatd, és minden ilyen helyen az értéke az
a-beli f'(a) differencialhanyados, az f fuggvény derivalt fliggvényének hivjuk.

A derivalt figgvény értelmezési tartomany tehat részhalmaza az eredeti fliggvény értelmezési
tartomanyanak.

A differencialhanyados segitségével az érinté problémaja mar megoldhaté.

Definicié: Ha f differencialhat6 az f”(x) = cosx helyen, akkor az f* grafikonjahoz a P(a, f (a))
pontban hizhato érinté meredeksége f'(a), és az érinté egyenes egyenlete

y=r(a) (x—a)+/(@) = f(@) x+ [(@)—a [ "(@).
m b

Ebbél lathatd, hogy f”(a) = 0 esetén az érintd vizszintes, f'(a) > 0 esetén az érint6 emelkedd
egyenes, vagyis az a hely kdzelében a fliggvény névekszik, és f'(a) < 0 esetén pedig érinté
sullyed® egyenes vagyis az a hely kdzelében a fliggvény csokken.

Az érint6 egyenes tekinthetd egy linearis g(x) = f'(a)(x — a) + f (a) fuggvény grafikonjanak. Ezta g
fliggvényt hivjuk az ffiiggvény a-beli linearizaltjanak. Elég egy pillantast vetni egy fliggvényt és
annak egy érint6éjét mutatd abrara, hogy vilagos legyen: a linearizalt jol kozeliti az érintési pontban a
fliggvényt. S6t, barmilyen bonyolult is az f* fliggvény, egy nagyon egyszer lineéris fliggvény
szolgaltatja ezt a jo kdzelitést. Ez lehetéséget ad fliggvényértékek kdzelité meghatarozasara.

Tétel: Ha az f fuggvény differencialhaté a-ban, akkor folytonos is a-ban.

Sét, ennél tébb is igaz. Az a pontbeli differencialhatésag azt jelenti, hogy a fliggvény grafikonja sima
az a pont kdrnyékén, nincs szakadasa és nincs toréspontja. Ha kézelrél nézzik a grafikont, akkor az
egyenesnek tlinik. Az alabbi abrasor ezt szemlélteti egy a pontban differencialhato, és egy az a
pontban nem differencialhaté fiiggvény esetén:

y Y

] \a )

\ _/| — T 71 V1
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Az analizisben a f6 célunk, hogy egy fuggveényrdl a hozzarendelési utasitas ismeretében minél tébb

informaciét megismerjunk. Ki fog derlini, hogy ebben a f6 segédeszkéz a derivalt fliggvény. Az f7
derivalt fliggvény vizsgalataval az eredeti f fliggvény szamos, minket érdekl6 tulajdonsaga

felderithets. (Példaul a ndvekedés vagy fogyas, maximalis vagy minimalis értéket, a grafikon

gorbllésének jellege stb.)

és gyorsan el tudjuk allitani.

Tehat mindenek elétt arra van szlikség, hogy minél tobb fliggvény derivalt fliggvényét egyszeriien

Az analizisben olyan fliggvényekkel foglalkozunk, amelyek az elemi fliggvényekbdl éplilnek fel a

kildnb6z6 miveletek segitségével. Ebbdl is 1athatd, hogy a késbbbiekben az elemi fliggvények

derivaltjainak alapvetd jelent6ségiik lesz. A kdvetkez6 tablazatban megadjuk az elemi figgvények

derivaltjait.

&)

f(x) =c, ahol ¢ € R konstans
Dr=R

f(x) =x", n pozitiv egész
D=R

fx)=x",n pozitivegész
D= R\{0}

X 1
fx)= Py Dy=R\{0}
f(x) = wx, f(~2) = 1 péros pozitiv egész
Dy=[0.0)
f(x) = %/x, n paratlan pozitiv egész

Dr=R

f(x) =x% a € R, irracionalis
Df: (0,00)

SO)=x
Df: [0,00)

fl)=e" Dy=R

f(x)=Inx
Df: (0,00)

f(x)=a*,a>0
Dy=(0,0)

f&)=log,x,a>0
Dy=(0,0)

fx)=sinx, D;=R
f(x)=cosx, Dy=R

keZ}
JS(x) =ctgx
Dp=R\{kn | k  Z}

J)=tgr
D= R\{E +kn
- 2
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1)
f1(x)=0
Df’ ZR
f1() =nx""
fo ZR
f16)=—nx "t
D =R\{0}
f(x):—%, D =R\{0}
1

f'(X):n~dxni_l

Df' = (0,00)

1
S0 = ——
At
D= (~,0) U (0,0)

n

F(x) = ax®7?
Df' = (0,00)

) =
Sx) = NG
Df' = (0,00)

f'x)=e"Dp=R
re=1
Df' = (0,00)
f'x)=a"-Ina
Df: (0,00)
oy 1
f@)= x-Ina
Df: (0,00)

f'x)=cosx, Dy =R
f&)=-sinx, Dy =R
S0 =—

COS™x

keZ}

" 1
S (x):—#
SIN“x
Dfr:R\{kn\ke 7}

D,»r:R\{£+k7r
: 2
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f(x) =arcsinx Sf'x) = = >
D= [-1,1] 1-x
’ Df' = (—1, 1)
f(x) = arccosx S )=~ = >
Dy=[-1,1] 1-x
Dy =(-11)
£(x) = arctgr F0 =1
Df: R Df' - ﬁ;x
£(x) = arcctgr 0=
Df: R Df' _ R+x
F) = she = & —Ze—x £(x) = chr
Dy= Dp=R
f
f(x) =chx =€ +2€ f(x) = shr
D=R Dy =R
shx oy 1
Sx) =thx = pr /)= T
Dp=R Dp=R
f(x) =cthx := % f'x) =
Dy=R\{0} Df—R\{O}
f(x) =arshx = |n(x+\/x2+1) f'x)=
x“+1
Dy=R Dp=R

f(x) =archx = |n(x+\/x2—1) () = 21 -

Dy=[1,:) Dy = (1)
£(x) = arthy = —In(l ”) Fi) = —
X 1—x
Dp=(-1,1) Dy =(-11)
1 +1 1
£(x) = arcthr = —|n(" j )=
2 \x-1
Dy=(—»,-1) U (1,%) Dy= (-, 1) V) (1 o)
I -
— Kidolgozott feladatok
— 1. feladat: irjuk fel az f(x) = x? fliggvénynek az a = 1és az x € R helyekhez tartozé kiilonbségi
hanyadosat.
—_— Megoldas: Mivel az f fliggvény értelmezési tartomanya R, létezik a fenti klilonbségi hanyados, és:
I 2
= SO -f@)_ Pl D=1
x—a x—1 x—-1
s A kulénbségi hanyadosnak altalaban kiszamoljuk a hatarértékét, igy azt célszerl a legegyszeriibb
formaban felirni.
— 2. feladat: Szamoljuk ki az f(x) = +/x fiiggvény a = 4 helyhez tartozé differencialhanyadosat.
— Megoldas: Tudjuk, hogy Dy = [0,00), aminek a 4 belsé pontja, és
I
— lim f(-x) f(a) = lim \/f_\/z = lim (ﬁ_z) —
x=>a x_g r—)4 x—4 x=>4(/x +2)(vx - 2)
. 1 1
= lim ==,
x>4(/x +2) 4
L}
L]

igy tehat f'(4) = L
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— 3. feladat: Hol veszi fel a nulla értéket az f(x) =x —x? fuggveény derivaltja.
— Megoldas: El6szor elkészitjik a derivalt flUggvényt. Legyen a € Df tetsz6leges valds szam. Mivel
Dy =R ez egyben belsé pontja is D-nek. Ekkor
— _ x—-x°— (a -a )
xX—a xX—a xX—a xX—a
2 2
i GO ) g
xX—a x—a X—a x—a
= )!I_r;r}l(l (x+a)=1-2a.
— Mivel ez tetszéleges a szamra igaz, azt kaptuk, hogy f”(x) = 1 — 2x, és a derivalt figgvény is az
egész valds szamok halmazan van értelmezve.
L] ! 1 2 s - . - 1 n . .
f'(x)=0,hax= E tehat a derivalt figgvény egyedul az E helyen veszi fel a nulla értéket.
L} 1
— 4. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = — fliggvény derivalt figgvényét.
X
—_— Megoldas: A fuggvénylnk értelmezési tartomanya Dy= (=0, 0) L (0,00), aminek minden pontja
belsé pont. Legyen a € Df tetsz6leges, ekkor
—_ 11 a-x
f(a) f(x) j(d) ||m X a _ ||m ax —
x—a  XP4x_g I>ay_g
(- A 1
= lim (x—a) = I|m—:——2
X—a ax(x _ (l) X=a gy a
L} 1
— Ebbl az kdvetkezik, hogy f'(x) = ——, és D ;» = (—o0,0) U (0,:0), ugyan az, mint a D).
¥ .
— 5. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = v/ derivalt fliggvényét.
— Megoldas: Most a Dy = [0,0), aminek a 0 nem bels6 pontja, itt tehat 1 biztosan nem derivalhatd. Ha
azonban0#a e D/ azaz a pozitiv szam, akkor
= 1'(a) = f(x) f(“) Sl YA gy X oYa
T x>a x—a _)a(\/f+\/5)(\/7—\/ﬁ)
. 1 1
= lim =
mayx+Ja  2Ja
L} 1
f— Tehat f'(x) = ——és D ;= (0,0).
2% f
s Az el6z6 két feladatban szerepl6 fliggvények elemi fliggvények. Az elemi fliggvények derivaltjait
tartalmazo tablazatban 1évé derivaltak kdzul néhanyat hasonldan lehetne levezetni. A tdbbséghez
azonban tovabbi nevezetes hatarértékek tételek és egyéb tételek is sziikségesek lennének.
— 6. feladat: Irjuk fel az f(x) = x“ figgvény grafikonjanak érint6jét az a = 3 helyen.
— Megoldas: Hatarozzuk meg a fliggvény értékét az a = 3 helyen: f(a) = f(3) = 9. Az érintési pont
koordinatai tehat (3, 9).
— Meghatarozzuk f"(a) = f'(3) értékét: az a = 3 belsd pontja a Dy= R-nek, és
- f@-f@ _ o xmd L (ra)—a)
f'(a) = | = lim = lim |m(x+a):
—>a XxX—a xX—a xX—a x%a xX—a —>a
— A differencialhanyados értéke az a = 3 helyen, azaz a keresett érinté meredeksége:
— m=f'(3)=2-3=6
— Helyettesitsiink ezutan az érintét megadd y = f"(a)(x — a) +f (a) képletbe.
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— y=6(x—3)+9

— A miveletek elvégzése utan kapjuk, hogy az érint6 egyenlete: y = 6x — 9.

— 7. feladat: Irjuk fel az f(x) = x“ — 2x — 2 figgvény a = 2-beli érintéjének egyenletét.

— Megoldas: Helyettesitsiik a figgvénybe a megadott a = 2 értéket: f(a) =f(2) = 22-2.2-2.Az
érint6 tehat a (2, — 2) pontban érinti a fliggvény grafikonjat.

s A meredekség meghatarozasahoz sziikségunk van a derivalt fliggvényre. (Valéjaban most is elég
lenne f"(2) értéke, de azt kiszamolni nem sokkal egyszer(ibb, mint meghatarozni a derivalt
fliggvényt, és venni annak 2-ben a helyettesitési értékét.) Az a = 2 belsd pontja a Df: R-nek, és

o =) Fm 22 (- 2a-2)
f'(a) = lim; = lim -
X—a X—a
2 2)
(x —a“)—(2x - 2a) + —a)=2(x -
= lim i 86 =a)=2002a) gy —2) = 20-2.
xX—a x—a xX—a xX—a xX—a

—_— A derivalt fliggvény tehat f7(x) = 2x — 2.

— Helyettesitsiink ebbe a = 2-t, igy megkapjuk a meredekséget:

— m=f'(2)=2-2-2=2

— Részeredményeinket irjuk be az érinté y = f'(a)(x — a) + f (a) képletébe:

e y=2x-2)+(-2).

e Végezzik el a miveleteket, és igy megkapjuk az érinté egyenletének alabbi alakjat:

— y=2x-6.

—_— 8. feladat: irjuk fel az f(x) = Vx fiiggvény m = 2 meredekségi érintéjének egyenletét.

— Megoldas: Most az érintét nem azzal hatarozzuk meg, hogy melyik pontban érinti a grafikont,
hanem azzal, hogy mennyi a meredeksége. Mivel az érint6 felirasdhoz sziikség van az érintési pont
két koordinatajara, el6szor ezeket kell meghatarozni.

L} 1

— Tudjuk, hogy a derivalt figgvény f'(x) = N Azt az a > 0 szamot keressiik, amelyre a

X
meredekség, azaz f"(a) éppen 2. Ehhez megoldjuk az

— 1
2Ja

e . « 1 1 s 1
egyenletet a-ra: a fenti képletbdl /a = —, amibél a = 1— Tehat valdjaban az a = E—bell érintéré|

- 1 . e (101
van sz6. Mivel f| — | = —, az érintési pont két koordinataja | —, — |. Az érint6
16 4 16 4
y =f"(a)(x — a) + f (a) képletébe helyettesitve
L}
1 1
- y= Z(x - —) +—,
16 4

I

— rendezve

L] 1

f— =2x+=.

' 8
L} ; 1
f— 9. feladat: Irjuk fel az f'(x) = — fuggvénynek az y = 4x — 9 egyenesre meréleges érintéjének
X
egyenletét.
L}
L]

Megoldas: Az érint6t ismét nem az érintési pont elsé koordinatajaval adtuk meg. Azt kell el6sz6r
meghatarozni. Ismét az érinté meredekségérél van informacionk, hiszen, ha a keresett érinté
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merdleges a megadott m" =4 meredekségl egyenesre, akkor a meredeksége . Ehhez arra kell
emlékezni, hogy a sikon két egyenes akkor meréleges egymasra, ha a meredekségeik szorzata —1.

. 1
igy tehat azt az a # 0 szamot keressik, amelyre f'(a) = 7 Tudjuk, hogy f"(x) = ——;, igy az
x

alabbi egyenletet kell megoldanunk:

3

1.1
4

a

amibél a2 =4, azaz a = 2, két megoldast kaptunk, tehat két ilyen érinté is van.

1
Ha az érintési pont els6 koordinataja a = 2, akkor az érintési pont masodik koordinataja f'(2) = > és

ennek az elsé érintének az egyenlete

1 1
=—(x-2)+=
y 4(x ) >

X
=—+1
77y
Ha az érintési pont elsé koordinataja a = —2, akkor az érintési pont masodik koordinataja
1
f(=2)= — és ennek a masodik érintének az egyenlete:

y=-36-2)+(-3)

X
)
YTy
5 3

A fenti abran a fuggvénylnket és a két érintéjét lathatjuk.

10. feladat: irjuk fel az f(x) = x? figgveénynek azt az érint6jét, amelyik atmegy a Q(-1, — 3) ponton.

Megoldas: Ismét az érintési pont meghatarozasaval kell kezdenink. Tudjuk, hogy az érinté

egyenlete

y=["(a)x-a)+f(a)

szerkezet(, ha figyelembe vessziik f képletét is, akkor, mivel f”(x) = 2x,

y=2a(x—a) +a’

Azt az a szadmot, vagy azokat az @ szamokat keressiik, amelyekre ez az egyenes atmegy a Q
ponton. Elvégezve az x = —1, y = —3 helyettesitést és rendezve

Page 7 of 28
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L} 2

— -3=2a(-1-a)+a
-3=-2a-d°
a®+2a-3=0.

—_— Megoldva a kapott masodfokl egyenlete a-ra két értéket kapunk: a = 1vagy a = -3.

— Az a = I-beli érint egyenlete az y = 2a(x — a) + a“ képletbdl

—_— y=2(x-1)+1

y=2x-1

—_— Ugyanigy az a = —3-beli érint6 egyenlete

—_— y==6(x—(-3))+9=—6(x+3)+9

y=-6x-9.

L}

— A flggvényiinket és a két érint6jét mutatja az alabbi abra.

— \ 15

..\'\. 10 r
N\ y
54
b
. -
4 3 2 1 u i 2 3 H

51
104

— 11. feladat: Az f(x) = ¥/x fliggvény alkalmas linearizaltjat felnasznalva szamoljuk ki kdzelitéen
3/8.12 ertekét.

s Megoldas: A linearizalt az érintési pont kdzelében kozelit jol. A 8 kdzel van 8.12-h6z, ezért az
f(x) = ¥/x fuggvény a = 8-beli linearizaltjat fogjuk hasznalni 3/8.12 kdzelits értékének
kiszamolasara.

e Sziikségiink van az érintési pont masodik koordinatajara is: f(a) = f(8) = 3/8 = 2, az érintési pont

1y 2 1
tehat (8, 2). Mivel f'(x) = (¥/x)' = (xsj = —x 3 = ———, azt kapjuk, hogy a meredekség
3 3.32
1 1.
"(a) =f"(8) = ———=— = —. igy az a = 8-beli linearizalt
J'(a)=/"(8) g 12 ay
— 1 x 4
f— X)=—@x-8)+2="—+—
g(x) B (x—8) 513

— Ennek a figgvénynek a 8.12 helyen vett értékével kbzelithets 3/8.12 . Azt kapjuk, hogy:

— 812 4

— 3/8.12 ~g(8.12) = —— +—=2.01

12 3

e Ha ezek utan szamoldgéppel is kiszamoljuk 3/8.12-t, akkor a 2.009950413 értéket kapjuk. Lathato,
hogy a linearizalt felhasznalasaval kapott kozelitésiink meglehetésen pontos.

— 12. feladat: Alkalmas linearizaltat felnasznalva szamoljuk ki kdzeliten sin(33 ©) értékét.

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson9.xml 2018.09.14.



COEDU

Page 9 of 28

Megoldas: Az analizisben a trigonometrikus fliggvények argumentumat radianban kell megadni.

%Xfok képletet hasznalva. De mivel a 33 ©

radianban megadott értékéhez kdzeli a érték is kell, hogy fel tudjuk irni az ottani linearizaltat, az

Ezért el6szor a 33 °-ot atszdmoljuk radianra az x,,,; =

atirast a kdvetkezéképp csinaljuk:

33023004392 " (30+3) = L+ = = 1T _ o576,
180 6 60 60

(a radian mértékegységet nem irjuk ki). Innen mar latjuk, hogy, mivel (;T_O kicsi, az f(x) = sinx

figgvény a = %—beli linearizaltjat hasznalhatjuk a kézelitéshez. Mivel f(%) = sin(%j = %és

. 3
f"(x) = cos x, a meredekség f,(%j = COS(%) = % Ezutan mar felirhatjuk a linearizalt képletét:

6

X
2 2 2 12

g(x)=§(x ”)+1 V3 R

Ezutan a keresett kozelité érték:

=0.5453449841

6 6 2 6 2 12

. (117[) (117;) V3 1z 1 3.z
sinf| — |~ g|—|=— - —+

Ha szamologéppel szamoljuk sin(33 °)-ot, akkor a 0.544639035 értéket kapjuk. Lathato, hogy a
kozelitésiink most is elég pontos.

13. feladat: Hol metszi az f'(x) = x%—8x+19 fliggvény a = 5-beli érint6je az x tengelyt?

Megoldas: Elszor felirjuk az érinté egyenletét. Mivel f(a) = f(5) = 4, az érintési pont az (5, 4)
koordinataju pont. Szlikségiink van f"(5) értékére. Mivel f nem elemi fliggvény még nem ismerjik a
derivaltjat. Késébb a derivalt figgvény egy adott helyen vett értékét mindig ugy fogjuk kiszamolni,
hogy meghatarozzuk a derivalt fliggvényt, és vessziik annak a széban forgd helyettesitési értékét.
Ehhez azonban a derivalasi szabalyok ismeretére van szikség, ami a kdvetkezd fejezet témaja.
Ezért most a definiciot hasznalva szamoljuk ki 1" (5) értékét:

f/(5) _ Ilmf(x) _f(s) _

x—5 x-5

. x%-8x+19-4  x%_8x+15
= lim = lim =
x—5 x_5 x—5 x_5
- “mw: limG—3) =2,
x—5 x-5 x—5

igy az érint6 meredeksége m = f"'(a) = f'(5) = 2.
Ezek felhasznalasaval az érint6 egyenlete:

y=f@x-a)+f(a)=
=2(x-5)+4=2x-6.

Az y = 2x — begyenes ott metszi az x tengelyt, ahol az y = 0. A 2x — 6 = 0 egyenletbdl x = 3. Tehat
az f(x) = x2—8x+19 fliggvény a = 5-beli érintéje az (3, 0) koordinataju pontban metszi az x
tengelyt. Az alabbi abran a fliiggvénylinket és az érint6jét lathatjuk.
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i

14. feladat: Hol metszi az f(x) = vx + 3 fliggvény a = —2-beli érint6je az x és az y tengelyt?

Megoldas: Ugy, mint az el6z6 feladatban, az érinté egyenletének felirasaval kezdiink. Mivel

f(=2) =1, az érintési pont (-2, 1). Ezen kivil az érint6 felirasahoz f(-2) értékére van szikségunk,
amit most is a definicié alapjan hatarozunk meg. (f 6sszetett fliggvény, derivalasaval a kdvetkezd
fejezetben foglalkozunk.)

' L) -f(=2)
SED= = T
~ lim Vx+3-1 ~ lim (Wx+3 -1)(Vx+3 +1) _
x>2  x+2 =2 (x+2)(vx+3+1)
. (+2) . 1 1
= lim = lim ==.
=>2(x+2)(Wx+3+1) —>2(/x+3+1) 2

1
Az érint6 meredeksége tehatm = f"(a) = f'(-2) = > Ezeket felhasznalva az érint6 egyenlete

y=f(a)x-a)+f(a) =
1 X
= E(x—(—Z))+l: E+2'

Az y = 0 egyenletbdl, azaz az% + 2 = 0 egyenletbdl x = —4, vagyis az érint6 az x tengelyt a (-4, 0)

koordinataju pontban metszi. Az y tengellyel valé6 metszéspontot megkapjuk, ha az érint6 y = % +2

képletében az x helyére nullat irunk, igy y = 2 adodik, tehat az érinté az y tengelyt a (0, 2)
koordinataju pontban metszi. A fliggvényinket és az érintéjét mutatja az alabbi abra.
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Ellen6rz6 kérdések

o B2 . o 2 s g o
Wl -~ 1. kérdés: Mi az f(x) = = fliggvény X, = 2-beli érintdjének egyenlete?
X

I/ y:—%x+3

3
=—x+3
Il y 4x

A —_ x
I E /)= e +x

1 ——§x+_
I y 4

| I}
f— I'.l'. 2. kérdés: Mi az f(x) =e*+x filggvény X, = O-beli érintéjének egyenlete?
IIII
Il
IIII
IIII
I|I||I y=x+ 2
IIII
Illlll y= 2x-1
IIII
Il
it y=ex— 1
1
(l mehet
i
I:I:
Il
— |\
—_—

3. kérdés: Mi az f(x) = —; fiiggvény m = -2 meredekségii érintéjének
X

|:|: egyenlete?
I|||

I y=—x+2

(

i

| y=—x+2

| B =23
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[f y=-2x+4

i mehet

— I{
L] 1 1
| 4. kérdés: Hatarozzuk meg az f(x) = X fiiggvény X = 4-beli linearizaltjat,
Il X
| 1
i és ezt felhasznalva adjuk meg N koézelitd értékét.
It
ff A linearizalt y = —ix + E s ebbdl L ~ 0.46875.
( 4" 32 J5
i A linearizalt y = —lx + z s ebbdl i ~ 0.4375.
) 4" 16 J5
It ,
1l 1 5 1
| Alinearizalt y = ——x + —, s ebb6l —= ~ 0.46875.
( 16" 32 V5
I 1 3 x-1
Il Alinearizalt y = —x+ —, s ebbdl f(x) = —.
Lo T S0 ="
I-'l-' mehet
— II
f— | 5. kérdés: Hatarozzuk meg az f(x) = Inx fliggvény X, = e-beli linearizaltjat,
(l és ezt felhasznalva adjuk meg In 3 kozelitd értékét 4 tizedesre kerekitve.
L x 1 B
[f A linearizalt y = — + =, s ebb6l In 3 = 1.0518.
i 26 2
It
|| [F] Alinearizalt y = =, s ebbsl In 3 ~ 1.1036.
) e
'I'.
| L 2x .
il A linearizélt y = — — 1, s ebbdl In 3 = 1.2073.
[f e
I . . x 3 ,,
Il A linearizalt y = — + —, s ebb6l In 3 = 1.0259.
\ 46 4
I'Il'l mehet
— ~ Elméleti 8sszefoglalé
s : Amikor meghatarozzuk egy fliggvény derivalt fliggvényét ugy is gondolhatunk erre a folyamatra, mint
| egy yj figgvénymiiveletre, amelyik az eredeti f'(x) fliggvénybél elkésziti az f”(x) derivalt figgvényt.
| Es sokszor hasznos igy, fiiggvénymiiveletként gondolni a derivalasra. Persze ekkor rogtén adodik a
: kérdés, hogy ennek az uj figgvénymiveletnek mi a kapcsolata a korabban megismert
. fuggvénymiiveletekkel. Ezeket a kapcsolatokat megfogalmazé tételeket hivjuk derivalasi
. szabalyoknak. Ebben a leckében megismerkedink a derivalasi szabalyokkal, és begyakoroljuk a
: derivalt fliggvény ezeken alapulé meghatarozasat. Ez sokkal gyorsabb és egyszeriibb, mint a
definici6 alkalmazasa, és nagyon fontos lesz a késébbiek soran.
— : Tétel: Legyen ¢ tetsz6leges konstans, az f fuggvény pedig differencialhaté az x helyen, ekkor a
| c-ffuggvény is differencialhaté az x helyen, és
s - (e f@) =cfx)
s : Ugy szoktunk hivatkozni erre a tételre, hogy a konstans szorzé derivalaskor kiemelhetd.
—_— | Tétel: Legyen az f és a g fliggvény differencialhaté az x helyen, ekkor a az f+g fliggvény is
. differencialhatd az x helyen, és
—_— - ) +g()) =/"(x) + &' ().
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Ennek a tételnek a témdr megfogalmazasa az, hogy 6sszeg tagonként derivalhato. A tétel nem csak

két figgvény, hanem tetszbleges szamu, véges sok fliggvény 6sszegének derivalasakor is
érvényben marad: ha az f;, f,, ...f, figgvények mindegyike differenciélhaté az x helyen, akkor az
f1 +f2 +... +fn figgvény is differencialhaté az x helyen, és

(00 +£0) + o +£,00) =) +1,/ () + .+ £, ().

Ezekbdl a tételekbdl konnyen kovetkezik, hogy f és a g fliggvény differencidlhaté az x helyen,
ekkor a az f—g fuggvény is differencialhaté az x helyen, és

(F&x)—g(x)) =/f"(x) - g'x).
Sé6t, a legaltalanosabban ezek a tételek igy fogalmazhaték meg egy tételben: ha az fl', f2, fn

fliggvények mindegyike differencialhato az x helyen, cq, ¢5, ...c, pedig tetsz6leges konstansok,
akkorcy - fy + ¢ fo + ... + ¢y - f, fliggvény is differencidlhatd az x helyen, és

(c1 A6 +co fole) + ot ey £,(0)) =0y () + o fy () + o+ ¢y ) ().
Ezek a tételek egyutt azt jelentik, hogy a derivalas linearis miivelet.

Tétel: Legyen az f és a g fliggvény differencialhatd az x helyen, ekkor a az f* g fliggvény is
differencialhaté az x helyen, és

(&) gW)) =/"(x) - gx) +/(x) - g'(x)-
Ez a tétel is altalanosithatd, példaul harom tényez6 esetén igy néz ki:
(&) - g(x) - h(x)) =/"(x) - g(x) - h(x) +1(x) - &'(x) - h(x) +f (x) - g(x) - W' (x).

Figyeljuk meg, hogy mivel az 6sszeadas és a szorzas kommutativ mivelet, az eddigi képletek nem
valtoznak, ha azokban a fliggvényeket tetszéleges sorrendben irjuk.

Az osztds nem kommutativ mivelet, ezért a tortfliggvény derivalasara vonatkozé képlet nem is
szimmetrikus a szamlaléban és a nevezében.

/

Tétel: Legyen az f és a g fuggveény differencialhato az x helyen, és g(x) # 0, Ekkor a az —

fuggvény is differencialhaté az x helyen, és

[@J _ /W) 80~/ () &)
g() ()’

A legfontosabb derivalasi szabaly az dsszetett fliggvény derivalasi szabalya, ezt hasznaljuk a
leggyakrabban.

Tétel: Legyen az f fuggvény differencialhato az x helyen, a g fliggvény differencialhatd az 1'(x)
helyen. Ekkor a go f fliggvény is differencidlhato az x helyen, és

(@) =g'(F(x))-f"(x).
Természetesen ez is altalanosithato tobbtényez6s kompozicidkra. Harom tényezé esetén a tétel a
kovetkezé: ha az f fliggvény differencialhaté az x helyen, a g fuggvény differencialhat6 az f(x)

helyen, a f(1) = 1fuggvény pedig differencialhatd a g(f'(x)) helyen, akkor a /10 g o f* fliggvény is
differencialhaté az x helyen, és

(h(g(F M) =h(g(f &) - g'(f(x)) - f'(x)-
Ezt, és az el6z6 tételt is, lancszabalynak hivjak.

A figgvény inverzének a képzése is tekinthet6 fliggvénymdiveletnek, igy persze van az inverz
fuggvény derivalasara vonatkozo tétel is. A gyakorlatban azonban ezt ritkan alkalmazzuk, helyette
elkészitjuk az inverz fliggvényt, és alkalmazzuk a korabbi derivalasi szabalyokat.

Egy f flggvény /' derivaltja maga is egy fliggvény. Tekinthetjiik ennek a derivaltjat, amit /" fog
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jeldlni, és ezt f masodik derivaltjanak hivjuk. Ennek derivaltja / harmadik derivaltja, és igy tovabb.

Ezeknek a magasabb rendi derivaltaknak fontos szerepe van a fels6bb matematikaban.

Kidolgozott feladatok
A kovetkez6 feladatokban csak a derivalt fliggvény képletének az elballitasaval foglalkozunk, és
nem vizsgaljuk annak értelmezési tartomanyat. Fel fogjuk hasznalni az elemi fliggvények korabban

mar megismert derivaltjait.

15. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = 54 fliggveny derivalt figgvényét.

Megoldas: Az f fliggvény egy konstans és egy hatvanyfiiggvény szorzata, ezért a konstans szorzé
a derivalas mivelete élé kiemelhetd:

f'x) = (5x4)’ = 5(x4)’ = 5(4x3) =20x3.
16. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = x%+Inx fliggveny derivalt figgvényét.

Megoldas: Az f fliggvény kéttagu Gsszeg, amit tagonként derivalhatunk, igy:

1

X

() = (x2 + |nx)' - (xz)' +(Inx) =2v+
17. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = sinx — cosx fliggvény derivalt figgvényét.
Megoldas: f'(x) = (sinx)’ — (cosx)" = cosx — (-Sinx) = coSx + Sinx.

3
18. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = - 3yx +2e5+ 2 fliggvény derivalt fliggvényét.
x

Megoldas: Felhasznaljuk, hogy a derivalas linearis, a gyokot és a tortet pedig felirjuk hatvanyként,
igy minden derivalt kdnnyen felismerhetd elemi fliggvény derivaltja lesz:

&)= (xs — 3T +2¢" + %) = (%) - 3@%)' +2(ey +3(Y =

=3x%- S(Exf%) +2e% + 3(—{2) =
2

Derivalaskor gyakori, hogy a torteket és a gydkoket hatvanyokként kezeljik.
19. feladat: Hatarozzuk meg az f(¢) = (2t — 1)2 fliggveény derivalt figgveényét.

Megoldas: Végezziik el a négyzetre emelést. Ekkor kapjuk, hogy f(¢) = 47— 41 +1 Ezt
felhasznalva

70y = (82— 4+1) = 4?) - 4Gy + (1) =80-4.

Késo6bb ezt a fliggvény a szorzatfliggvény és az sszetett fliggvény derivalasi szabalyat
felhasznalva is derivalni fogjuk.

20. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =2*—In2 - Q/)T?’ fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Persze majd tagonként fogunk derivalni, de elészér a negyedik gyokét hatvanyként irjuk

1
fel. Azutan vegyiik figyelembe, hogy In 2 konstans, igy a derivéltja 0, és nem 7
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1= (2"— In2- “\/;73) - (@) -(n2) - [x%)' -

—2In2- 34,
4

felnasznalva az a™ és az x”* elemi fiiggvények derivaltjait.

Ellen6rz6 kérdések

2 6. kérdés: Mi az f(x)= 3 fliggvény derivalt fiiggvénye?

12x*,

B 122

343,

2 sint’
R
2 sin’t
1
= —tg.

> 9. kérdés: Mi az f(x) = x> —2-3*—4x?" fiiggvény derivalt fiiggvénye?

32— 2x. 31 g2yt

3% -2.3n3 g2t
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32 2.3 3 _goxtt

[Fl3x2-2.3I3 -8
mehet

10. kérdés: Mi az f(x) =2/X + % -x72 fliggvény derivalt fliggvénye?

mehet

Kidolgozott feladatok
21. feladat: Hatarozzuk meg az f'(¢) = (2t — 1)2 flggveny derivalt figgveényét.

Megoldas: A fiiggvényiink igy is irhaté: f(¢) = (2t — 1)(2¢ - 1). igy, a szorzatfliggvény derivalasi
szabdlya alapjan

ffO=@2t-1)2t-1)+2t-1)(2t-1) =22t -1)+ (2t -1)2 =
=8t-4.

22, feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = (xz + x)(l - 2x2) fiiggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: Mivel a fliggvénylink szorzatfiiggvény, alkalmazhatjuk a szorzatfliggvény derivalasi
szabalyat:

f'x) = (x2 +x),(l - 2x2) + (x2 +x)(1 - sz)' =

- (2x+ 1)(1 - 2x2) + (x2 +x)(—4x) -
= 1+2x—6x2 -8,

De eljarhatunk ugy is, hogy el6szér elvégezziik a fliggvényiinket definialé képletben a szorzast:
f(x)=x +x2—2x% - 2x* Ezutan derivalas szempontjabdl mar egyszeriibb a helyzet.

f'x) = (x +x2-28 - Zx4)’ =)+ (xz)’ - 2(x3)’ - 2(x4)' =

=1+2x—6x2—8x3,

Természetesen ugyanaz a végeredmény, mint az elébb. Latjuk, hogy gyakran el fog fordulni, hogy
egy derivalas tobb uton is elvégezhetd.

A tovabbiakban az 6sszegek derivaltjat, ha a tagok mar elemi fliggvények, a derivalasok kijeldlése
nélkil, kdzvetlenil felirjuk.

23. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = (3x — vx)(e* + 1) fiiggvény derivalt fliggvényét.
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Megoldas: Most nem célszer( elvégezni a beszorzast, mert a keletkezett szorzatok nem
egyszerUsithet6k, és igy kétszer is alkalmazni kéne a szorzatfliggvény derivalasi szabalyat.
1) =@x—vx) (e +1)+(Bx—vx)(e*+1) =

:[3— 2\15}(&+1)+(3x—\/f)e¥

Felmerdl, hogy az utols6 képletben el kell-e végezni a beszorzasokat. Amikor csak az a feladat,
hogy hatarozzuk meg egy fliggvény derivalt figgvényét, a derivalasok elvégzése utan nem fogjuk a
lehetséges 0sszevonasokat elvégezni. Ez igy gyorsabb és egyszerlibb. Késébb, amikor a derivalt
fuggvénnyel tovabbi szamitasokat fogunk végezni, mas lesz a helyzet.

24. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = (tgx + sin30 — x)(¥/x — 2) fiiggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: El6szor is a sin 30 egy konkrét szam, konstans, és a 30 radianban értend6; az
analizisben a trigonometrikus fiiggvények argumentuma mindig radian van megadva. igy
sin 30 ~ -0.9880316241, és nem 0.5, amennyi a 30 ° szinusza. Tehatsin 30 derivaltja nulla, tovabba

f'(x) = (tgx +sin30 — x)'(3/x — 2%) + (tgx +sin30 —x)(¥/x —2%)' =
1 * . 1 "
= (coszx - 1}(%/)? —2") + (tgx + sin30 —x)[3 . %/;2 -2 Inz] .

25. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = x2 - sh - lgx fliggvény derivalt fliggveényét.

Megoldas: A fliggvénylnk harom tényez&s szorzat, de mar ismerjik egy ilyen figgvény derivaltjara
vonatkozé képletet, az alapjan

1) = (2 - shx - Igw) = (xz)' shx - Igx + x2 - (shx)' - Ige + x2 - sh - (Igx)’ =
1
x-In10"

:2x-th-|gx+x2~chx~|gx+x2~shx-

26. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = (xe* + 1)(x + arctgx) fliggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: Ebben a feladatban elkerilhetetlen a szorzatfiggvény derivalasi szabalyanak tébbszori
alkalmazasa. Figyeljik meg, ahogyan el6szor csak kijeldljik a szikséges derivalasokat.

f'(x) = (xe* + 1) (x + arctgx) + (xe* + 1)(x + arctgx)’ =
= (xe)'(x +arctgx) + (xe™ + 1)(x + arctgx)’ =

= ((x)'e* +x(e"))(x +arctgx) + (xe* + 1) (x + arctgx)’ .

Ezutan mar kénnyen elvégezhetjlk a kijelolt derivalasokat, és azt kapjuk, hogy

f'(x) = (e* +xe¥)(x + arctgx) + (xe™ + 1)(1 + n 1 2]_
+x

Ellenorzo kérdések

Sinx + xCoS x.

cosx + 1+xCosx.

Sinx +x + xCcoSx

=) sinx +1 +xcosx.

mehet
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Z 12. kérdés: Mi az f(x) = (x2 - 2X)(1 - 3X2) fliggvény derivalt fiiggvénye?

—12x% + 18x% - 2¢ - 2.
NN o EEPFNET: N NP
I 123+ 18x% + 2v + 2.

| ~18x3 +12x% +2x - 2,
\ mehet

2 13. kérdés: Mi az f (x) = (Inx— x)(x - Inx) fiiggvény derivalt fiiggvénye?

(. o 2—2'%—2x+2|nx.

(
2—'”7"—2x+2|nx.

|||I mehet

= 15. kérdés: Mi az f(x) = (2x+ 1)X4(1 - xz) fiiggvény derivalt fiiggvénye?

Il 4x3 + le4 + 6x5 — 14x6.
I 43 £ 10x0% — 6x5 + 1408,
I 4x% 4 10x* — 6x° — 1445,

I'Il'l 4x3 —10x* — 6x° — 1448,

16. kérdés: Mi az f(x) = (3x—1)(xInx + 2) figgvény derivalt fiiggvénye?
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6xInx—Inx+5+2x

“) 6xInx—Inx+5+3x.

6xInx —Inx—5+3x.

6Inx—xInx+5+ 3x.

e et

Kidolgozott feladatok

27. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = fliggveény derivalt fuggvényét.

3x+1

Megoldas: A tortfliggvény derivalasi szabalyat kell alkalmazni:

pon (20 Y () @Br+1) - (20@x+1)
S 2(Bx+1l)-(20)3 2
S @ +1)? Gx+1)?

Figyeljuk meg, hogy a szamlaléban elvégeztiik az 6sszevonasokat, de a nevezében a négyzetre
emelést nem, ezt maskor sem fogjuk elvégezni, csak ha egytagu a nevezé, igy jobban kezelhetd a
kapott formula.

28. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = fliggvény derivalt fliggvényét.

Jx +1

Megoldas: A konstans szamlaldju torteket, mint hamarosan latni fogjuk, gyakran célszer(ibb
Osszetett flggvényként derivalni. De persze lehet tortként is, mint most is.

' 3 ) _ Q)(E+1)-3(x +1)
S'x) = = > =
Jx+1 (vx +1)
0-(VF+1)— 3% 3
() 2yE(VE D
Altalaban is

( 1 ]’: 8'(x)
gk)) g%
1 x+1

29. feladat: Szamoljuk ki f"(1) értékét, ha f(x) = —— + —;
x+1 X

Megoldas: El6szor meghatarozzuk f derivalt figgvényét, majd vesszik annak a helyettesitési
értékét azl helyen. Hogy ne kelljen kétszer alkalmazni a tort derivalasi szabalyt k6z6s nevezére
2 2 2
+(x+1 2+ 2x+1
Al 2) = ——— Most méar a derivalt
(x+1)x x7+x

hozzuk a fliggvényunk: f(x) =
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)= [2x2+2x+1] (Zx +2x+1)(x +x)—(2x2+2x+1)(x3+x2)’
X +x

2 2
(+®+x?)

) (4x+2)(x3+x ) (2x2+2x+ 1)(3x + Zx)
3

()

A £ 2x3 4 4 4 202 (6x +6x°3 4+ 3x% + 4x3 4 dx +2x)

(e

I 2 S S e S

Ha+1)? - e+ 1)°
= Ebbél pedig f'(1) = —%
= E . . o T r . 2x + 1
30. feladat: Szamoljuk ki g'(2) értékét ha (2) = -1, f'(2) =2, és g(x) = o
— Megoldas: A g derivaltjaval kezdunk:
= . (Zx ¥ 1) (2 + 1)) - 2x + 1/'() _ 2 ()~ @r+ f ()
| /() ) )
— Ebbdl pedig a keresett helyettesitési érték
—_— £(2) — 2f (x) - (2x+ D) _2AD-5-2_ .,
i 1) (-1)°
- 31. feladat: Legyen A(x) = féx; T . Szamoljuk ki 4'(1) értékét, ha f(1) =1, f'(1) =2és g(1) =-2
i glx
g)=-1
- Megoldas: Mivel /#'(x) = [gg;iﬂ S (g(x)(gzj) ({)(JZC) +1)-g'(x) , azt kapjuk, hogy
— o 2A9)-2¢1) 4
=L o
— n Ellen6rz6 kérdések
- I-,l-, & 17. kérdés: Mi az f(x) = Fi fliggvény derivalt fliggvénye?
(
| -2
( (r+1)°
( 2
':': x?+1
I:.l:. )
|:I|:I x*-1
) 2
I-Il-l n (x+ 1)2
I:'l:' mehet
— (

If 18. kérdés: Mi az f(x) = 3_ fliggvény derivalt fliggvénye?
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( _ 1

|:|: E Jx (1 _ ﬁ)z
(

) .
|:|: (1-v7)?

ff X

(l —r
(1- %)

':': .

( VE(L-VE)
':': mehel
(

i mehet

(- ' 20. kérdés: Mennyi g'(1)értéke ha f(1) =1, f'(1) =2, és g(x) = f(l;()x_')- -

f(X)+x

. Szamoljuk ki h'(1) értékét, ha f(1) =1,

21. kérdés: Legyen h(x) =

|:|: . g(x)+1
(| f'l)=2ésg(1)=2g'(}) =2

I:I:

I|||

I:I:

I'||'| i

IIII 9

I|||

I 4

I} —_

I||| g

I:I:

I||| —2

I:I: g

|||| mehet
1
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Kidolgozott feladatok

32. feladat: Hatarozzuk meg az /(t) = (2t — 1)2 fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Vegyik észre, hogy h(t) osszetett fliggvény: h(t) = g(f(¢)), ha f(f) =2t —1és g(t) = £

Ezzel a vélasztassal f'(¢t) = 2, g'(¢t) = 2t. Ezért az 6sszetett fuggvény derivalasi szabaly alapjan

W)= =g'(f@) ()=
=2-f(t)-2=2-(2t-1)-2=8t—4.

33. feladat: Hatarozzuk meg az /(x) = V1 —x? fliggvény derivalt figgvényét.

Megoldas: /(x) most is 6sszetett fliggvény, hiszen A(x) = g(f (x)), ha f(x) =1 —x% és g(x) =
1 .
Tudjuk, ho "(x) = —2xés g'(x) = ——. igy tehat
j gy /'(x) g'() N

HE) =) =g'(f(x)-f'(x) =
1 —2x x

_ - (=2x) = =
2\/f(x)( ) 2W1-x?  J1-x2

34. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) = Sin(x2 —x) fiiggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: i(x) ismét h(x) = g(f'(x)) szerkezetl 6sszetett fliggvény az f(x) = x2—x, g(x)=sinx
véalasztassal. Mivel f'(x) = 2x— 1és g'(x) = cosx, azt kapjuk, hogy

Hx)=(@(fx) =g'(fx) f'(x)=
= cos(f (x)) - (2x— 1)—cos(x —x) (2x-1).

35. feladat: Hatarozzuk meg az /(x) = In(x + /x) fuggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Mosth(x) =g(f(x)), ha f(x) = x+ X és g(x) = Inx. De mint tudjuk f'(x) =1+ #

tovabba g'(x) = —. Ezeket felhasznalva
X

H(x)=(g(f(x) =g'(f(x))-/'(x) =
=—0C" 1+ = 14+ .
1) 2V%) x4 4% 2%

36. feladat: Hatarozzuk meg az /(x) = % fliggveny derivalt figgveényét.
3 2

Megoldas: Ahogy emlitettiik, a konstans szamlaléju torteket célszeriibb dsszetett fliggvényként
derivalni. Ennek érdekében atirjuk a fliggvényiinket

h(x) = ﬁ :( 3_%)2

alakba. Innen leolvashato, hogy 4(x) = g(f'(x)) szerkezetl 6sszetett figgvény az f(x) = X - E
X

_ i 2 ~ 2
gx)=x 2 valasztassal. Ekkor f'x) = w2+ —, 858’ (x)=-2-x 3 ——5. Ezek alapjan
x x

K (x) = g’(/'(x)) Sx) =
_ 2,2
- (f(x))3 ( 2)
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12
37. feladat: Legyen A(x) = (x2 - Zx) . Milyen x-re lesz 4'(x) = 0?

Megoldas: Az dsszetett fliggvény derivalasi szabalyat addig célszerl gyakorolni, hogy a kompozicio
tényezdinek felirasara mar ne is legyen sziikség. Most példaul a kdvetkez6t kapjuk:

H(x) = ((x2 - 2x)12) = 12x?- 2x)11 (-2 =
- 12(x2 - Zx)ll J(2x-2).
Most még kicsit atalakitjuk /'(x) képletét, hogy a gydkeit kdnnyen leolvashassuk.
() = 12(x? - Zx)ll (2x-2) =

20cc-2)t-2- (x-1) =
=20 (-2 - 1).

Mivel egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezéje az, azt kapjuk, hogy #'(x) = 0, ha x = 0, vagy
x =2, vagy x = 1. Mivel a & fliggvény mindenitt értelmezve van, mind a harom szam megoldas. (A
nulla és a kettd tizenegyszeres gyok, az egy egyszeres.)

38. feladat: Legyen A(x) = |r12(x2 - 1). Milyen x-re lesz h'(x) = 0?
Megoldas: Kezdjik a derivalt figgvénnyel. Mivel

H(x) = 2|n(x2 - 1) : (x2 - 1)’ _
- 2|n(x2 - 1) 2x= 4x|n(x2 - 1) .

Tudjuk, hogy In1 = 0, igy ennek a szorzatnak harom gyéke van: a —\/5, anulla és a+/2. De aztis
tudjuk, hogy a derivalt fliggvény értelmezési tartomanya, a definicié alapjan, az eredeti fliggvény
értelmezési tartomanyanak részhalmaza. Akkor is, ha a derivalt képletének lehetséges legb&vebb
értelmezési tartomanya ennél bévebb.

Mivel a /i fliggvény nincs értelmezve a nullaban, ezért a feladat kérdésére az a valasz, hogy
H(x)=0 hax=+2.

39. feladat: Hatarozzuk meg az s(x) = \/ |n(1 - 2x3) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Ez a fliggvény egy haromszorosan osszetett fliggvény: s(x) = i(g(f(x))), ha i(x) = VX,
gx)=Inx,és f(x)=1 —x3 Ezeknek a derivaltja rendre:

W) = % ¢W=1r0=-32

A lancszabaly alapjan s'(x) = #'(g(f (x))) - g'(f (x)) - /" (x). Vegylk azt is figyelembe, hogy, leolvasva
az s képletérél, g(f'(x)) = In(l —xs). Ezek alapjan:

s'(x) = H((f (X)) - g'(F(x)) - f"(x) =

= # . i .f/(x) =
2Jg(f(x))  f(x)

i 2,17 )

Figyeljik meg, hogy az utolsé képletben zardjelbe tettik a -3x? tényezét. Ha ezt nem tettiik volna,
és a pontot sem irtuk volna ki, amit amigy nem is kotelezd, a képlet hibas lenne.

40. feladat: Hatarozzuk meg az s(x) = sin(\/ & —x) fiiggvény derivalt fiiggvényét.
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Megoldas: Most is egy haromszorosan dsszetett fliggvénnyel van dolgunk, persze Gjra a

lancszabalyt fogjuk alkalmazni. Mivel (sinx)' = cosx, (VX)' = ,és végill (e —x) =e* -1,

2Jx
kapjuk, hogy

s'(x) = COS(\/ e’ —x) . (ﬁ] (e -1).

3

41. feladat: Legyen f(x) = —2x +x% — 6x — 3 Hatarozzuk meg f"(x)-et.

Megoldas: El6szor meghatarozzuk az f'(x) derivalt faggvényt.

/) = (-2 +x?-6x-3) =
=—6x2+2x—6.

Ezt felhasznalva

ST&) = (")) =
= (-6x?+2v-6) =
=-12x+2.

42. feladat: Legyen f'(x) = xZCOS(Zx). Hatarozzuk meg f"(x)-et.

Megoldas: Most, a szorzat derivalasi szabalyat alkalmazva,

) = (xzcos(zx))' -
= (xz)'cos(Zx) +x2(cos(2x))' =
= 2xC0S(2x) + x2(~sin(2x) - 2) =
= 2xC0s(2x) — 2x2sin(2x) .

Ez alapjan, még kétszer alkalmazva a szorzat derivalasi szabalyat, és elvégezve a lehetséges
Osszevonasokat
F(x) = (ZxCOS(Zx) - zxzsin(zx))' -
— (2¢')cos(2x) + 2x(cos(2v)) — [(sz)'sin(z)c) + sz(sin(zx))’} -
= 2008(2x) + 2x(-sin(2x) - 2) - [4xsin(zx) + 2x%cos(2x) - 2} =

= 2¢05(2x) — 4xsin(2x) — 4xsin(2x) — 4xZCOS(2x) =
= (2 - 4x2)cos(2x) — 8xsin(2x) .

Ellen6rz6 kérdések

2 22. kérdés: Mi az h(x)=(1- 3x)3 fliggvény derivalt fiiggvénye?

] —9(1-3x)2

-9(1-3x)°

9(1 - 3x)?

~9(1 - 3x)

mehet
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i 23. kérdés: Mi az h(x) = \/x2 — 2x fiiggvény derivalt fiiggvénye?

I|I||I vV x2 —2x
]
I x—-1

(l mee
IIII
IIII
— I||| pa—
— Bl = 24. kérdés: Mi az h(x) = cos(1 —sinx) fiiggvény derivalt fliiggvénye?

Il (1 - cosx)sin(x —sinx)
(1 - cosx)sin(x + sinx)
| [E] (1 —cosx)sin(x - sinx)

I (1 + cosx)sin(x —sinx)

(
IIII
IIII
[
IIII
IIII
[
1 l
| 21t
(| 1y
1l X
IIII
[
1
1 | = _ l)
R
(| 1,
11 X
IIII
[
1 1
N
(| I
11 X
I'Il'l mehet
IIII
|I||
[
| i
— I

if 26. kérdés: Mi az h(x) = _712 fliggvény derivalt fliiggvénye?
X

—e¥—xe* +2x

) E (xex - xz)z

i e¥—xe¥+2x

2
1l (xex - xz)
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(t —e¥ —xe¥ - 2x
1 7 N2
i xe*—x?
u (re*=+7)
il —xe* +2x
I||I 2
.:.: (xex - xz)
I||| mehet
I:I:
I||I
= |
I||I
1
Il
1
I||I
11 3
IIII It _1, O
| |-
1
I 0,1, i
1 2
IIII
Il
|I|I _E, 0,1
IIII 2
I',l', mehet
1
I||I
— I = 2x
(W~ 28. kérdés: Legyen h(x) = — T Milyen x-re lesz h'(x) = 0?
I X+
1
Il
1
Il
I\ _1, o
IIII
I||I
1l 0,1
IIII
I||I
) -1,01
I'||'| mehet
IIII
I||I
— I - S 22 e
( 29. kérdés: Mi az s(x) = cos (X ) fliggvény derivalt fiiggvénye?
I:I:
il —4cos(x2)sin2(x) - x
I:I:
Il
~4cos’(v)sin(x?) - x
IIII
Il

:::: o] —4cos(x2)sin(x2) X
2):sin(xz) X

ff —2C0S

=

I||| 2

1l -1
I.Il.I X\ Xx 2_1
IIII

Il
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2_
o Fiaiii
x2—1
2
xe x-1

mehet

mehet

mehet
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