COEDU

Tanulasi cél: Olyan eljaras megismerése, melynek segitségével a fliggvények ndvekedés,
csOkkenés és szélséérték szempontjabol vizsgalhatok, valamint az eljaras alkalmazasa széveges
feladatokban minimum vagy maximum keresésére.

Motivacios példa
Egy telep Uresjarasi fesziiltsége Uj), bels6 ellenallasa R;,. Mekkora R, kiilsé ellenallast kell a telepre

kapcsolni, hogy a kiilsé ellenallas teljesitménye B, maximalis legyen? Mekkora ez a maximalis
teljesitmény?

A gyakorlati életben nagyon sok ehhez hasonlé problémaval taldlkozunk, amiben valamilyen fizikai,
kémia, kdzgazdasagi mennyiségnek maximumat vagy minimumat, azaz széls6értékét keressik, egy
masik mennyiség fliggvényében. Jelen esetben a F, teljesitmény fiigg a kiilsé ellenallastol, azaz R-
tol. A két mennyiség kozotti kapcsolat egy fliggvénnyel irhaté le. Ha sikerll megallapitanunk, hogy
ez a fliggvény mikor nd, és mikor csdkken, akkor azt is meg tudjuk mondani, hogy hol veszi fel a
legnagyobb értékét, tehat a maximumat. Az ehhez hasonlé problémak megoldasahoz fontos
szamunkra, hogy a fliggvényeket ndvekedés és csdkkenés, azaz monotonitas szempontjabdl tudjuk
jellemezni. Az alabbiakban olyan modszerrel ismerkediink meg, aminek segitségével el tudjuk
donteni, hogy egy fliggvény mely intervallumokon né, és mely intervallumokon csékken, valamint hol
és milyen tipusu szélséértéke van.

Elméleti 6sszefoglalo

Mivel a derivalt értéke minden pontban megadja a grafikon érint6jének meredekségét, ezért a
derivalt el6jelébdl kdvetkeztethetiink arra, hogy hol né és hol csékken a fliggvény, valamint hol van
széls6értéke. Szemléletesen ugyanis arra gondolhatunk, hogy ha egy pontban a derivalt pozitiv,
akkor ott az érinté meredeksége pozitiv, tehat az érinté ugymond felfelé halad, s mivel 6 jol kdzeliti a
fuggveényt, igy a fliggvény is névekedni fog. Erre latunk példat az alabbi abran.
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Hasonloan okoskodhatunk akkor, ha egy pontban a derivalt negativ. Ekkor az érintd nyilvan lefelé
halad, s ekkor a fliggvény csokkenni fog. Erre mutat példat az alabbi abra.
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Ha pedig egy figgvénynek valahol szélséértéke, azaz maximuma vagy minimuma van, akkor ott az
érintének vizszintesnek kell lennie, tehat meredeksége 0, s igy a derivalt értéke itt O kell legyen. Erre
lathatunk két példat is az alabbi abran.
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Hangsulyozzuk, hogy ez csak szemléletes okoskodas. A pontos megfogalmazas majd a most
kovetkezd definiciokban és tételekben szerepel majd. Elséként definialjuk pontosan a lokalis
ndvekedés és csokkenés, valamint a szélséértékek fogalmat.

Definicié: Az ffiiggvény az xg € thelyen lokalisan névekvé, ha létezik az xg-nak olyan
kérnyezete, amelybe esé minden x; < xg < x, esetén teljesiil, hogy f(xl) <f(x0) <f(x2).

Az ffiiggvény az xg € thelyen lokalisan csékkend, ha létezik az xg-nak olyan kérnyezete, amelybe
es6é minden x; < xg < x, esetén teljesiil, hogy f(xl) >f(x0) >f(x2).

Definicié: Az ffliggvénynek az xg helyen helyi, masképpen lokalis maximuma van, ha megadhaté
xg-nak olyan kdrnyezete, amelybe esé minden x esetén f(x) Sf(xo).

Az ffiiggvénynek az xg helyen helyi, masképpen lokalis minimuma van, ha megadhaté x-nak olyan
kérnyezete, amelybe esé minden x esetén f(x) Zf(xo).

Ezek utan kimondhaté az alabbi tétel, melyre a szemléletes okoskodassal utaltunk.

Tétel: Ha az f fliggvény az x( helyen differencialhato és f’(xo) > 0, akkor a fiiggvény az x helyen

lokalisan novekvé.

Ha az f fliggvény az xg helyen differencialhato és f’(xo) < 0, akkor a fiiggvény az xg helyen

lokalisan csokkend.

A tétel megforditasa azonban sajnos nem igaz. Gondoljunk ugyanis az f(x) = x3 fuiggvényre, amely
az xg = 0 helyen nyilvan lokalisan ndvekvé, azonban derivaltja ott nem pozitiv, hanem 0-val egyenlé.
Az alabbi abran lathato az f(x) = x° figgvény grafikonja, amirél teljesen egyértelmd, hogy a
fuggvény n6 az xy = 0 helyen.
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igy nem egészen megforditasként, kdvetkezé tétel mondhaté ki.
Tétel: Ha az f fiiggvény az x( helyen differencialhaté és ott lokalisan névekedd, akkor f’(xo) > 0.
Ha az f fliggvény az xg helyen differencialhaté és ott lokalisan csékkend, akkor f'(xo) <0.

A feladatok megoldasa soran a lokalis ndvekedés és csdkkenés helyett, az intervallumon névekedés
és csokkenés fogalmat hasznaljuk.
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Definicio: Az f fuggvény az (a, b) intervallumon névekvé, ha minden x € (a, b) esetén lokalisan
noévekvé.

Az f figgvény az (a, b) intervallumon csbkkend, ha minden x € (a, b) esetén lokalisan csékkend.
Ezek utan feladatokban leginkabb a tétel alabbi megfogalmazasra hivatkozunk.

Tétel: Ha f az (a, b) intervallumon differencialhat6 és minden x € (a, b) esetén f’(x) > 0, akkor f°
az (a, b) intervallumon névekvé.

Ha f az (a, b) intervallumon differencialhaté és minden x € (a, b) esetén f'(x) <0, akkor f az
(a, b) intervallumon csokkend.

A lokalis szélsGértékekre is tobb tétel mondhato ki. Az els6 a szélsdérték l1étezésének sziikséges
feltétele.

Tétel: Ha f differencialhaté az xg hely valamely kérnyeztében, és fnek xg-ban lokalis szélséértéke
van, akkor f"(x) =0.

Gondoljunk bele, a tétel nem azt mondja ki, hogy ahol a derivalt 0, ott szélséérték van. Ez a tétel

megforditasa lenne, és ez nem igaz. Példaként megint az f(x) = x3 figgveényt emlithetjik, amelynek
derivaltja az xg = 0 helyen 0-val egyenld, de ott nincs szélséértéke a fliggvénynek, mert ott lokalisan

névekvd. Tehat csak annyit mondhatunk, ahol a derivalt 0, ott kénnyen elképzelhetd, hogy van
szélséérték. Ezért van szikséglnk egy masik tételre is, ami mar elégséges feltétel a szélséérték
létezésére.

Tétel: Ha az f figgvény differencialhato az xg helyen és f’(xo) =0, valamint /" eléjele megvaltozik
az xg-ban, akkor fnek az xg helyen lokalis szélséértéke van.

A fenti tételek birtokaban a kévetkez6 modon vizsgalhatjuk majd a fliggvényeket ndvekedés,
csOkkenés és szélséérték szempontjabol.

Megvizsgaljuk, mi a legb&vebb halmaz, amelyen a fliggvény értelmezhetd.
Derivaljuk a fliggvényt.

Megoldjuk az f”(x) = 0 egyenletet. Ezzel megkapjuk azokat a helyeket, ahol
szélséérték lehet.

Az értelmezési tartomanyt a szakadasi helyekkel és a derivalt zérushelyeivel részekre
bontjuk, s a részeken vizsgaljuk a derivalt eljelét. Ezt példaul ugy hajtjuk végre, hogy
mindegyik részbdl valasztunk egy szamot, melyet a derivaltba helyettesitink.

Az értelmezési tartomany egyes részein a derivalt eléjelébdl kdvetkeztetlink a
novekedésre, csokkenésre.

Az utolso két pontban leirtakat célszer( egy tablazatban dsszefoglalni, mert akkor tomérebben
irhatjuk a dolgokat.

Kidolgozott feladatok

1. feladat: Vizsgaljuk meg névekedés és csdkkenés, azaz monotonitas, valamint szélséérték
szempontjabol az f(x) = w8 flggvényt.

Megoldés: A figgvény minden valés szamra értelmezhetd, azaz Df: R.
F1(x) = 1243 — 2452
ey 3 2 _
f'x)=0 < 12x°-24x“=0
Emeljink ki amit csak lehet, igy alakitsunk szorzatta.
12x%(x-2) =0

Szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezéje 0. Két eset lesz, vagy x2 =0, amibdl x = 0 kdvetkezik,
vagy x — 2 = 0, amibél x = 2 kdvetkezik. A derivalt zérushelyei tehat most a 0 és a 2.
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Készitstiink ezutan egy tablazatot. Az els6 sorban az értelmezési tartomany részeit tiintessuk fel. A
derivalt zérushelyei bontjak részekre a valés szamok halmazat. A zérushelyeknek is készitstink
kildén oszlopot, mert ezeket a helyeket kell vizsgalnunk, hogy van-e bennik szélséérték. A masodik
sorban majd azt jelezzlk, hogy az adott részen milyen el6jell a derivalt. A harmadik sorban pedig
majd azt, hogy azon a részen hogyan viselkedik a fliggvény. Most egyel6re azonban csak az elsd
sort téltsiik ki. igy az indulé tablazatunk az alabbi.

x (—o0, 0) 0 0,2) 2 (2, )
&)
S

Most vegylink egy szamot a (—o, 0) intervallumbdl, és helyettesitsiik be a derivaltba. llyen szam pl.
a—-1

F1(-1) = 12(-1)° - 24(-1)> = -36
Negativ szamot kaptunk, tehat a derivalt negativ értékeket vesz fel a (—oo, Q) intervallumon.

Most vegyiink egy szamot a (0, 2) intervallumbal, és helyettesitsiik be a derivaltba. llyen szam pl. az
1.

f)=12.-8-24.2=-12
Negativ szamot kaptunk, tehat a derivalt negativ értékeket vesz fel a (0, 2) intervallumon.

Végll vegylink egy szamot a (2, «) intervallumbdl, és helyettesitsiik be a derivaltba. llyen szam pl. a

f)=12-33-24.3=108
Pozitiv szamot kaptunk, tehat a derivalt pozitiv értékeket vesz fel a (2, o) intervallumon.

Toltslk ki ezutan a tablazat masodik sorat, beirva a derivalt el6jelét. A zérushelyeken természetesen
azt irjuk be, hogy a derivalt ott 0.

x (o0, 0) 0 0,2) 2 (2, )
S') neg. (-) 0 neg. (-) 0 poz. (+)
S )

Ezutan toltslik ki a harmadik sort is. Ahol a masodik sorban negativ a derivalt, ott a fliggvény
csOkken, ahol pedig pozitiv a derivalt ott a fliggvény né. Amelyik zérushelynél nem valt el6jelet a
derivalt, ott nincs szélséérték, de ahol megvaltozik a derivalt el6jele ott van. Ha negativbél pozitivba
valt a derivalt, akkor lokalis minimum van, hiszen a fliggvény a széls6érték el6tt csdkken, azutan
pedig nd. Mig ha pozitivbdl negativba megy at a derivalt, akkor lokalis maximum van, mert a
fuggvény a széls6érték el6tt nd, utdna pedig csdkken.

x (—o0, 0) 0 0,2) 2 (2, )
f'&) neg. (-) 0 neg. (-) 0 poz. (+)
Sx) | csokk. N\ nincs SZE. \y csokk. N\ lokalis minimum né

A fuggveény tehat csokken a (—oo, 2) intervallumon, né a (2, ) intervallumon, és lokalis minimuma
van az x = 2 helyen.

Az x = 0 helyen nincs széls6érték, mert ott nem valt el6jelet a derivalt, s mert a fliggvény elétte és
utana is csokken. Ebbdl kdvetkezik, hogy az x = 0 helyen is lokalisan csokkend a fuggvény.

A tablazat alapjan barmilyen ndvekedéssel, csdkkenéssel és szélséértékkel kapcsolatos kérdésre
valaszt tudunk adni.

A szélsbérték nagysagat is megkaphatjuk, ha helyét behelyettesitjik az eredeti fliggvénybe. Jelen
esetben tehat 2-t helyettesitiink az fbe.

f(2)=3-2%-8.2°=-16
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A figgvény minimumanak értéke tehat —16.

Az alabbi abran a fliggvény grafikonja lathato.

189

-104

1584

2. feladat: Vizsgaljuk meg novekedés és csdkkenés, azaz monotonitas, valamint szélséérték

1 1
szempontjabdl az f(x) = = + —; fliggvényt.
X x
Megoldas: A tortek miatt kikdtest kell tenniink, x = 0. Dy= R\ {0}

) = G + %} = (x_l +x‘2)' =(-1)-x2+(=2)-x 3= —% - %

1 2
'®)=0 & ——5-—5=0
S'&) 2 3

Célszer(i —1-gyel szorozni, és kézds nevezére hozni. igy az alabbit kapjuk:

x+2
x3

0.

Egy tort akkor 0, ha szamlaldja 0. igy az x + 2 = 0 egyenletet kapjuk, amibél x = —2.

A derivaltnak tehat most csak egy zérushelye van. A tablazat készitésekor azonban ne feledkezziink

meg arrdl, hogy 0-ban nem értelmezett a fiiggvény. igy a 0-t is vegylik be a tablazatba ugyanugy,
mint a derivalt zérushelyét. igy az induld tablazat a kévetkezé.

X (—o0, —2) -2 (-2,0) 0 (0, )
S (x) X
S &) X

A 0 oszlopaban az X-ekkel azt jeldltik, hogy ott a fliggvény nincs értelmezve.

Vegylink egy szamot a (—o, —2)-bdl, mondjuk a —3-at, s helyettesitsiik a derivaltba.

ey + 2 1
/) (-3 (-3° 27

Mivel negativ értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindendtt negativ lesz a derivalt, s igy itt
csOkken a fliggvény.

Vegyuink egy szamot a (-2, 0)-bdl, mondjuk a —1-et, s helyettesitsiik a derivaltba.

1 2

SIS

Mivel pozitiv értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindenditt pozitiv lesz a derivalt, s igy itt né a
fuggveény.

Végll vegylink egy szamot a (0, «)-bol, mondjuk al -et, s helyettesitsiik a derivaltba.
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L] ’
S =-F-F=-
2 P
s Mivel negativ értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindenutt negativ lesz a derivalt, s igy itt
csokken a fliggvény.
— Mivel —2 el6tt negativ a derivalt, utana azonban pozitiv, igy az x = —2 helyen a fliggvénynek lokalis
minimuma van.
I
— Toltslik ki ezutan egybdl a tablazat masodik és harmadik sorat is.
—_— x (~o0, —2) -2 (-2,0) 0 (0, %)
/') neg. (-) 0 poz.(+) | X neg. (-)
S) csdkk. N\ lokais minimum né X csokk. N\
— A fliggvény tehat csdkken a (-0, —2) és (0, ) intervallumokon, né a (-2, 0) intervallumon, és
lokalis minimuma van az x = —2 helyen.
—_— 1 1 1
— A minimum érteke [(-2) = ——+—— =——.
-2 (2 4
— Bar az x = 0 helyen megvaltozik a derivalt el6jele, ez mégsem szélséérték, hiszen itt a fliggvény
nincs értelmezve.
I
— Az alabbi abran a fliggvény grafikonja lathato.
L}
L]
1157
y o1
A7
3 2 AT e
%
-0.5-
— 3. feladat: Hol novekvé az f fiiggvény, ha derivaltia /'(x) = (x + 2)(x — 5)2? Az £ ugyanott
értelmezhets ahol f".
— Megoldas: Elsé lépésként meg kell vizsgalnunk, mi a legbévebb halmaz, amelyen f"értelmezhetd.
Mivel nem kell semmilyen kikétést tenniink D ;= R, s ugyanitt értelmezhetd fis.
— Mivel most ismerjik a fliggvény derivaltjat, igy az f"(x) = Oegyenlet megoldasaval folytatjuk.
L} 2
— (x+2)(x-5)=0
s Mivel szorzat csak ugy lehet 0, ha valamelyik tényezdje 0O, igy az egyenlet két egyszer(ibb
egyenletre bonthat6. Vagy x + 2 = 0, amib6l x = -2, vagy (x — 5)2 =0, amib6l x = 5.
— Készitsiik most tablazatot, aminek elsé soraban feltlintetjik az értelmezési tartomany részeit. Most a
derivalt két zérushelye a —2 és az5 bontja részekre a valés szamok halmazat.
— x (—o0, =2) -2 (-2,5) 5 (5, )
/')
S &)
—_— Vegyiink egy szamot a (—o0, —2)-bél, mondjuk a —3-at, s helyettesitsiik a derivaltba.
— f'(-3) = (-3+2)(-3-5)% = 64
L}
L]

Mivel negativ értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindendtt negativ lesz a derivalt, s igy itt
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csOkken a fliggvény.

Vegyiink egy szamot a (-2, 5)-bdl, mondjuk a 0-t, s helyettesitsiik a derivaltba. (Egy pozitiv és egy
negativ szam koz6tt mindig a 0-t célszer(i valasztani, mert azt a legegyszer(ibb helyettesiteni.)

/(0) = (0+2)(0-5)* =50

Mivel pozitiv értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindenditt pozitiv lesz a derivalt, s igy itt né a
fuggveény.

Végul vegyiink egy szamot az (5, «0)-bdl, mondjuk a10-et, s helyettesitsiik a derivaltba.

£'(10) = (10 +2)(20 - 5)? = 300

Mivel pozitiv értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindenditt pozitiv lesz a derivalt, s igy itt né a
fuggvény.

Mivel —2 el6tt negativ a derivalt, utana azonban pozitiv, igy az x = —2 helyen a fliggvénynek lokalis
minimuma van.

Az x = 5helyen nem valtozik a derivalt elGjele, és a fliggvény 5 el6tt és utan is n6, igy ezen a
helyen nincs szélsGérték. A fiiggvény az x = 5 helyen is lokalisan né.

X (=0, —2) -2 (-2,5) 5 (5, )
S neg. (-) 0 poz. (+) 0 poz. (+)
S&x) | csokk. N\ lokais minimum né nincs SZE. /" né /"

A kész tablazat alapjan mar csak valaszolnunk kell a kérdésre. Lathatd, hogy a fliggvény a (—2,00)
intervallumon né.

3—
4. feladat: Hol csokkené az f fliggvény, ha derivaltia f'(x) = —Z’? Az fugyanott értelmezhets ahol
X+

S

Megoldés: A feladat nagyon hasonlit az el6z6h6z, igy ugyanugy jarhatunk el. Els6 1épésként

hatarozzuk meg, mely halmazon értelmezhetd a fuiggvény derivaltja. A nevezd nem lehet zérus, igy
Dr=R \{-4}

Ezutan oldjuk meg az f"(x) = Oegyenletet.

3_2:0 = 3-x=0 = x=3

X+

Nézziik ezutan, milyen részekre kell bontanunk az értelmezési tartomanyt. Az el6zéekben szerepelt,
hogy a derivalt zérushelyei bontjak részekre az értelmezési tartomanyt, mert altalaban ezeken a
helyeken valtozik meg a derivalt el6jele. De nem csak zérushelyen valtozhat egy fliggvény el&jele,

1
hanem olyan helyen is, ahol nincs értelmezve. Gondoljunk pl. az — fliggvényre, amely nincs
X

értelmezve az x = 0 helyen. A negativ x értékekre negativ ez a fliggvény, a pozitiv x-ekre pedig
pozitiv. Nincs tehat zérushely a 0-ban, hisz a fliggvény itt nem is értelmezett, de a fliggvény eldjele

mégis valtozik. Amikor készitjuk a tablazatot, akkor tehat nem csak a derivalt zérushelyével kell
részekre bontani az értelmezési tartomanyt, hanem az értelmezési tartomanyban levé szakadasi
hellyel is. Készitsuk el most a tablazatot, egyelére az elsé sorat kitdltve. A szakadasi helyen
azonban a masodik és a harmadik sorban jel6lhetjik, hogy ott a derivalt nem értelmezett, igy a
fuggveényrél sem tudunk semmit mondani.

. (o0, —4) -4 (-4.3) 3 (3, )
/&) X
S ) X

Ezutan vizsgaljuk meg az értelmezési tartomany részein a derivalt eljelét, és ebbdl hatarozzuk
meg, né vagy csdkken ott a fliggvény.

Vegylink egy —4-nél kisebb szamot. Legyen pl. -5, s helyettesitsik ezt a derivaltba.
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L] 4
=" __3
/C9) -5+4

— Negativ értéket kaptunk, tehat x < —4 esetén negativ a derivalt, ebbdl kovetkezden itt csokken a
fuggveény.

— Vegylink egy —4 és 3 kozé es6 szamot. Legyen pl. 0, s ezt is helyettesitsik a derivaltba.

L}

— j"(O):S_O:E

0+4 4

—_— Pozitiv értéket kaptunk, tehat ha —4 < x < 3, akkor pozitiv a derivalt, s igy itt n6 a figgvény.

— Végil vegyiink egy 3-nal nagyobb szamot is. Legyen pl. 4, és helyettesitslik ezt a derivaltba.

I

— f,(4):3—4:_l

4+4 8

—_— Negativ értéket kaptunk, igy ha 3 < x akkor negativ a derivalt, tehat ekkor csdkken fliggvény.

— Mivel a derivalt értéke az x = 3 helyen el6jelet valt, igy ezen a helyen van lokalis szélséértéke a
fuggvénynek. Mert a derivalt pozitivbol negativba megy at, igy ezen a helyen lokalis maximum van.

L}

— Ezutan kitdlthetjik a tablazat masodik és harmadik sorat is.

= x (o, —4) | -4 | (43 3 (3,0)

J'(x) neg. (-) X poz. (+) 0 neg. (-)
S ) csokk. N\ X né lokalis maximum csOkk. N\

—_— A kit6ltott tablazat alapjan valaszolhatunk a feladat kérdésére. A fliggvény csokken a (—o, —4) és
(3, ) intervallumokon.

—_— 5. feladat: Hol és milyen jellegli szélséértéke van az f fliggvénynek, ha derivaltja
f'x)=kx- 2)2Inx? Az fugyanott értelmezheté ahol 1.

— Megoldas: Az el6z6 feladatok megoldasabol lathattuk, hogy egy fliggvény szélséértékeinek
meghatarozasahoz is azokra a Iépésekre van sziikség, mint a ndvekedés és a csokkenés
vizsgalatahoz. igy jarjunk el hasonléan, mint az elé6zéekben. Elséként vizsgaljuk meg, mely
halmazon értelmezheté a fliggvény derivaltja. Most a In x miatt ki kell kétniink, hogy x csak pozitiv
értékeket vehet fel, igy Dy=R" = (0, 0).

— Ezutan oldjuk meg az f"(x) = 0 egyenletet.

_— (x-2)%Inx=0

— Arra hivatkozunk, hogy szorzat csak akkor lehet zérus, ha valamelyik tényezsje 0. Igy az egyenletet
egyszer(ibb egyenletekre bontjuk.

e (x—2)2:0vagy|nx:0

— Az els6 egyenlet megoldasa nyilvan x = 2.

—_— A masodik egyenlet mindkét oldalat tekintstik ugy mint kitevét, s az e szamot emeljik fel ezen
kitevékre. igy a bal oldalon olyan kompoziciét kapunk, amiben egy fiiggvény és inverze szerepel, igy
ott egyszeriien x all.

— Inx=0 o ™= & x=1

— A derivalt zérushelyei tehat az1 ésa 2.

s Ezutan elkészithetjlik a tablazatot, egyelére csak az els6 sort kitdltve. Figyeljink oda, hogy az
értelmezési tartomany most csak a pozitiv valés szamok halmaza. igy az elsé részben nem a
(oo, 1) intervallum all, hanem ott a (0, 1) intervallumnak kell szerepelni.

L}

— X 0,1) 1 (1,2) 2 (2, )

J')
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Ezutan vizsgaljuk a derivalt eléjelét az egyes részeken, s ebbdl kdvetkeztessiink a ndvekedésre
vagy a csokkenésre.

A (0, 1) intervallumban talalhaté pl. az 0.5. Helyettesitsiik ezt a derivaltba.

£'(0.5) = (0.5-2)?IN0.5 ~ —1.56

A derivalt értéke itt negativ, tehat ezen az intervallumon csokken a fliggvény.

Az (1, 2) intervallumban talalhato pl. az1.5, amit behelyettesitiink a derivaltba.

£'(1.5) = (1.5-2)%In 1.5 ~ 0.101

A derivalt értéke ezen a helyen pozitiv, ebbdl kbvetkezden ezen az intervallumon né a figgvény.
Végll a (2, o) intervallumban van pl. az 3, amit a derivaltba helyettesitiink.
£(3)=(3-22n3~1.10

A derivalt pozitiv ezen a helyen, igy itt is n6 a fliggvény.

Az x = 1helyen a derivalt el6jele megvaltozik, igy itt a figgvénynek lokalis szélsGértéke van. Mivel a
derivalt negativbdl pozitivba megy at ezen a helyen, igy itt lokalis minimuma van a fliggvénynek.

Az x = 2 helyen a derivalt nem valt eldjelet, igy ezen a helyen nincs szélséértéke a fuiggvénynek.
Mivel el6tte és utana is névekvd a fliggvény, igy ezen a helyen is lokalisan névekvé a fliggvény.

Toltsiik ki ezutan a tablazat masodik és harmadik sorat is.

x (0,1) 1 1,2 2 (2, )
&) neg. (-) 0 poz. (+) 0 poz. (+)
S&) | esdkk. N\ lokalis minimum né nincs SZE. /" ng

A figgvénynek tehat csak az x = 1 helyen van lokalis széls6értéke, ahol lokalis minimuma van.

Ellen6rz6 kérdések

1. kérdés: Hol n6évekvo az f(x) = 3¢+ 12x° fliggvény?

A (—o0, =3) intervallumon.
A (=0, 0) intervallumon.
E A (=3,%0) intervallumon.

A (0,00) intervallumon.

mehet

2. kérdés: Hol csokkeno az f(x) =x+ % fliggvény?

A (-0, 1) és (1,00) intervallumokon.

A (=0, —1) és (0, 1) intervallumokon.

A (-1, 0) és (1,) intervallumokon.

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson11.xml

Page 9 of 29

2018.09.14.



COEDU Page 10 of 29

[f E A (-1,0) és (0, 1) intervallumokon.

i mehet

i 2 3. kérdés: Hol névekvé az f fliggvény, ha derivaltja f'(x) = (x— 1)3(x+ 8)? Az

f ugyanott értelmezhet6 ahol f'.

il E A (—o0, —8) és (1,%0) intervallumokon.
A (=00, 1) intervallumon.
( A (—8,) intervallumon.

(f A (-8, 1) intervallumon.

I mehet

e o = o = . X
Il 4. kérdés: Hol cs6kkend az f fiiggvény, ha derivaltja f'(x) = ( 2 ? Az f
X

+ 2)2

ugyanott értelmezheté ahol f'.

i E A (-0, -2) és (2, 5) intervallumokon.
I\ A (—o0, 5) intervallumon.
|\ A (-2, 5) és (5,) intervallumokon.

I\ A (—2,0) intervallumon.

/Bl 2 5. kérdés: Hol és milyen jellegii széls6értéke van az f fiiggvénynek, ha
\\ derivaltjia f'(x) = (x—7)%Inx? Az f ugyanott értelmezheté ahol f".

\ Az x = 1és x = 7 helyeken lokalis minimuma van.
il Az x = 1helyen lokalis minimuma, az x = 7 helyen lokalis maximuma van.
il Az x = 1és x = 7 helyeken lokalis maximuma van.

1\ E Az x = 1helyen lokalis maximuma, az x = 7 helyen lokalis minimuma van.

Il mehet

Elméleti 6sszefoglalé

Az eddigiekben megismertiik azt a médszert, mellyel fliggvényeket monotonitas és szélséérték
szempontjabdl vizsgalni tudunk. Most foglalkozzunk azzal, hogyan tudjuk alkalmazni ezt a médszert
a lecke elején vazolt problémakhoz hasonl6 esetekben, melyeket széveges szélséérték feladatoknak
nevezhetiink. Az ilyen feladatokban els6 l1épésként fel kell irnunk, egy altalunk valasztott fliggetlen
valtozo fliggvényében azt a mennyiséget, aminek a széls6értékét keressik. Ezutan meg kell
hatarozni a feladat feltételeibdl, hogy a fliggetlen valtozé milyen értékeket vehet fel. Az igy kapott,
szOveg szerinti értelmezési tartomanyon kell aztan megkeresniink a fliggvény szélséértékeit a
korabban megismert médon. A modszerrel az alabbi kidolgozott feladatokon keresztll ismerkedlnk
meg. Megoldjuk majd a lecke elején vazolt problémat is, de elébb egyszeriibb feladatokkal
foglalkozunk.
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Kidolgozott feladatok

6. feladat: Mekkoranak kell valasztani egy 20 cm kerlletl téglalap oldalait, hogy terlilete maximalis
legyen? Mekkora ez a maximalis tertlet?

Megoldas: Jeldljiik a téglalap egyik oldalat x-szel, a masikat pedig y-nal.

Ekkor a téglalap terilete: 7 = xy.

igy felirva a teriiletet, két valtozé mennyiség szerepel. Azonban a két valtozé kézétt kapcsolat van,
hiszen a keriilet 20 cm. irjuk fel a keriiletet az oldalakkal.

K=20=2x+2y
Ebbél az 6sszefliggésbél az egyik valtozo, pl. y kifejezhetd.
y=10-x

Ha pedig ezutan behelyettesitiink y helyére a terlletet leiré 6sszefliggésben, akkor mar egyvaltozos
fuggvényt kapunk. Ekkor mar jeldlhetjik azt is, hogy a terilet az x valtozo figgvénye.

T(x) =x(10-x) = 10x —x?
Ezzel olyan fuggvényt kaptunk, ami a terllet valtozasat irja le az egyik oldal fliggvényében.

Hatarozzuk meg ezutan, hogy milyen hatarok kozoétt vehet fel értékeket a valtozé. Nyilvanvald, hogy
az x > 0 feltételnek teljestilni kell, hiszen egy téglalap oldala csak pozitiv lehet. Az x-nek azonban 10
-nél kisebbnek is kell lennie, hiszen a téglalap masik oldala

10 — x, és ennek is pozitivnak kell lenni. [gy a valtozéra a 0 < x < 10 feltételt kapjuk. Ezen a
halmazon kell keresniink a fenti 7'(x) fliggvény maximumat. Ehhez allitsuk elé a fuggvény derivaltjat.

T'(x)=10-2x

Megoldjuk a T'(x) = 0 egyenletet.

10-2x=0 < «x=5

A derivaltnak a zérushelye a (0, 10) intervallumba esik, igy szoba jéhet, mint lehetséges maximum
hely. Annak eldontésére, hogy az x = 5 helyen valéban maximuma van-e a teriiletnek, célszer(
elkésziteni a szokasos tablazatot.

Az elsé sor kitoltésekor vegylk figyelembe a 0 < x < 10 feltételt.

A derivalt el6jelének vizsgalatat immar nem részletezzik, mert nyilvanvald, hogy melyik
intervallumon pozitiv ill. negativ a derivalt.

X (0,5) 5 (5,10)
T'(x) + 0 —
T(x) /! lok. max. Ny

Az x = 5 helyen tehat lokalis maximuma van a fliggvénynek. Sét ez a 0 < x < 10 feltétel mellett nem
csak lokalis maximum, hanem ezen a halmazon ez globalis maximum is, hiszen x < 5 esetén végig
né a fuggvény, x > 5 esetén pedig végig csokken.

A teriilet tehat akkor lesz maximalis, ha az egyik oldal 5 cm hosszUsagu. Persze ekkor a masik oldal
hossza is5 cm, azaz a téglalap ekkor négyzet.

A maximalis teriletet kell még meghataroznunk. Helyettesitsiik be a maximum helyét a fliggvénybe.
Thax = T(5) =5(10-5) =25
A teriilet maximumanak értéke tehat 25 cm?.

Megjegyzés: Az ilyen feladatokban nem egyértelmi, hogy mit lesz majd a legjobb fliggetien

valtozénak tekinteni. Jelen feladatban elég egyértelm volt, hogy a téglalap egyik oldalat célszeri
valasztani, de eljarhattunk volna mas modon is. Mivel a két oldal 6sszege 10, igy az egyik oldal
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ugyanannyival révidebb 5-nél, mint amennyivel a masik hosszabb 5-nél. Valaszthattuk volna
valtozénak ezt a mennyiséget is, amivel az oldalak az 5-t6| eltérnek. Természetesen ekkor masik

fuggvény irja le terlletet, és mas a szOveg szerinti értelmezési tartomany is. Ennek megmutatasa
végett megoldjuk most a feladatot masik modon is.

Jeldlje a téglalap két oldalat a és b. Tegyik fel, hogy @ a nem révidebb oldal, b pedig a nem
hosszabb oldal, azaz a > b.

Jeldlje x az oldalak hosszanak 5-t61 valo eltérését.

Ekkora=5+x,b=5-x.

A téglalap terllet: T = ab, amibe behelyettesitve a fentieket, egy fliggvényt kapunk, aminek valtozéja
x lesz.

T(x) = (5+x)(5-x)=25-x°

Ne feledkezziink el annak vizsgalatarol, hogy a szoveg milyen értékeket enged meg a valtozéra.

Jelen esetben 0 < x, hiszen egy eltérés nem lehet negativ, x < 5 merta b oldalnak, azaz 5 — x-nek
is pozitivnak kell lenni. Ez egyittesen 0 < x < 5, vagy x € [0, 5) formaban irhatd. Amint lathato,

most olyan intervallumon keresslk a maximumot, aminek egyik vége zart, masik vége nyitott.

Vegylk a tertletfliggvény derivaltjat.

T'(x) = —2x

Itt kell felhivnunk azonban a figyelmet arra, hogy a derivalt csak a T fliggvény értelmezési
tartomanyanak belsé pontjaiban értelmezhetd, igy a derivalt esetén mar 0 < x < 5, azaz x € (0, 5).

Ha megoldjuk a 7'(x) = 0 egyenletet, ami —2x = 0, akkor abbdl x = 0 kdvetkezik.

Ez azonban nem eleme T’ értelmezési tartomanyanak. Ennek ellenére olyan érzésiink tamadhat,
hogy ha van szélsGérték, akkor az most csak az x = 0 esetén lehet. Ennek igazolasara készitsiink
tablazatot. Az x = 0 értéket kezeljik kilon, és itt a derivalt soraban azt tuntetjiik fel, hogy az nem

értelmezett.

X 0 (0,5)
T'(x) nem értelmezett neg.(-)
T (x) maximum N\

A tablazatbdl leolvashato, hogy a fliggvény végig csdkken, s ebbdl kdvetkezéen a maximumat az
értelmezési tartomany alsé hataran, azaz x = 0 esetén veszi fel. Megkaptuk tehat most is, hogy
akkor van szélséérték, ha a téglalap négyzet.

Megjegyezziik, hogy ha a masodik megoldasunk soran nem éltiink volna az a > b feltevéssel, akkor
x negativ értékeket is felvehetett volna. Ekkor egyrészt a -5 < x feltételnek kellett volna teljestilni
amiatt, hogy az a oldalnak, azaz x + 5-nek pozitivnak kell lenni. Masrészt az x < 5 feltételnek kell
fennallni, mert a b oldalnak, azaz 5 — x-nek pozitivnak kell lenni. A kettéb6l egyuttesen kapjuk, hogy
-5 < x < 5,azaz x € (-5, 5). Ekkor ugyanugy az értelmezési tartomany belsé pontjaban kapjuk a

széls6értéket, mint az elsé megoldasunkban. A fentiekbdl jol 1athato, hogy a fuiggetlen valtozo
megvalasztasa nagyban befolyasolja a feladat megoldasanak tovabbi részét. Arra is felhivjuk a
figyelmet, hogy a szélséértéket nagyon sok esetben a derivalt alkalmazasa nélkil is
meghatarozhatjuk. Ha példaul a masodik megoldasunkban kapott terlletet leiré fliggvényt
T(x)=25- x2 vizsgaljuk, akkor egyértelmiien x = 0 esetén van maximuma a figgvénynek. Ennek
oka, hogy egy konstansbol vonunk xz-et, aminek legkisebb értéke a 0, az x = 0 esetben. igy amikor

x“ a legkisebb, akkor lesz 25 -x%a legnagyobb. Sok esetben viszont nem talalunk ilyen elemi
megoldast, s igy ilyenkor nem tudjuk elkerlini a derivalt alkalmazasat.

7. feladat: Egy téglalap alaku lemezbdl, melynek oldalai 30 cm és 40 cm hossztak, mindegyik
sarkanal négyzet alaku darabokat vagunk ki az abran lathaté médon. A megmaradt lemez fiileit

felhajtjuk, és az éleket 6sszehegesztve felll nyitott téglatest alaku dobozt kapunk. Mekkoranak
valasszuk a kivagott négyzetek oldalat, ha azt szeretnénk, hogy a doboz térfogata maximalis
legyen?
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— Megoldés: Jeldljik a kivagott kis négyzetek oldalat x-szel, és tekintsiik az alabbi abrat.
I
L]
x x D
E3 X
30-2x
EN 40-2x ¥
Y ¥
—_— Ezen lathatjuk, hogy dobozunk alapja egy 30 — 2x, és 40 — 2x oldalu téglalap, magassaga pedig x.
Téglatest térfogata a harom oldal szorzatabdl kaphato, igy felirhatjuk a doboz térfogatat az x valtozo
fuggvényében.
— V(x) = (30 — 2x)(40 — 2x)x = 1200x — 140x2 + 4x°
—_— Hatarozzuk meg, hogy milyen intervallumon beliil mozoghat x értéke. Egyrészt nyilvan 0 < x,
masrészt x < 15, mert a doboz alapjanak révidebb oldala, azaz 30 — 2x pozitiv kell legyen. A
flggveénylink szoveg szerinti értelmezési tartomanya tehat 0 < x < 15, azaz x € (0, 15). A
szélsbértéket csak ezen a halmazon keresstuk.
I
— Derivaljuk a fliggvényt.
L} , 2
— V'(x) = 1200 — 280x + 12x
— Oldjuk meg a V'(x) = 0 egyenletet.
—-— 2 2 _
— 1200-280x+12x“=0 < 3x°—70x+300=0
L}
— Ez egy masodfoku egyenlet, melynek gyokei az alabbiak.
I
— N _35++/325 35+5413 ~17.68
. _70i\/702—4~3-300_70i\/1300_ 1= 3 B 3 T
L2 2-3 6 35- 325 35-513
Xp = = ~ 5.66
3 3
L} Irvry
= A két megoldas koziil csak x, = w esik a (0, 15) intervallumba ezt kell vizsgalni.
I
— Készitsik el a szokasos tablazatot.
L}
— 0 35-54/13 35-5413 35-54/13 15
X T _— Ee—
3 3 3
V'(x) + 0 -
V(x) e lok. max. Ny
I
L]

AV'(x) soraban az eléjeleket példaul a kévetkezd modon kaphattuk meg. Valasztunk egy szamot a

[0 35—5@]
T3

intervallumbdl, mondjuk azl -et, mert azzal konnyt lesz szamolni. Ezt
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behelyettesitjiik V' (x)-be.
V'(1)=1200-280-1+12- ?=932>0

35-513 1

Hasonloan valasztunk egy szamot a ( 3 , } intervallumbol. Legyen ez mondjuk al10,

mert ezzel is kdnnyl lesz szamolni.
7'(10) = 1200 - 280 - 10 + 12 - 10% = —2800 < 0
-5413

35
Ezutan mar kijelenthetjik, hogy az x = f helyen lokalis maximuma van a V (x)

faggveénynek. A (0, 15) intervallumon ez nem csak lokalis, hanem globalis maximum is, hiszen
= 35-54/13 35-54/13
- 3

3 elétt végig né a figgvény, x =

utan pedig végig csokken.

8. feladat: Két pozitiv szam szorzata 100. Melyik ez a két szam, ha 6sszegiik minimalis? Mekkora a
minimalis 6sszeg?

Megoldas: Legyen a két szam x és y. Tudjuk, hogy xy = 100. Fejezzik ki ebbdl y-t.

_100

X

y

irjuk a két szam dsszegét ezutan x fliggvényeként.

f(x):x+@
X

Ennek a fliggvénynek kell keresniink a minimumat a (0, ) intervallumon.
Derivaljuk a fliggvényt.

, 100 _1y _ 100
f(x):(x+7] :(x+100x 1) =1+100(-1)x 2:1—?

Oldjuk meg az f"(x) = 0 egyenletet.

1-1%0 20 & 222100 & x=+10
X

Minimum szempontjabdl nyilvan csak az x = 10 esettel kell foglalkoznunk, hiszen most x > 0.

Készitsik el a mar jol ismert tablazatot.

x (0, 10) 10 (10, 0)
f/(x) - 0 +
JS&) Y lok. min. a

Az f"(x) soraban az el6jeleket példaul x = 1és x = 100 derivaltba torténé helyettesitésével
kaphatjuk.

f'(1)=1—1f—2°=—99<o

100
"(100) =1 - —— =0.99> 0
S00) 100°

Amint lathatd, a figgvénynek az x = 10 helyen lokalis minimuma van, ami pozitiv x-ekre egyben
globalis minimum is.

Hatarozzuk meg ezutan a masik szamot, tehat )+t is.

,_100 100
x 10
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= Az 6sszeg tehat akkor lesz minimalis, ha mindkét szam 10. Ekkor az 6sszeguk 20, ez a minimalis
Osszeg.

— 9. feladat: Adott egy 3 és 4 egység befogoju derékszogii haromszdg. Tekintsiik azokat a
haromszoégbe irhato téglalapokat, amelyeknek egyik csicsa a haromszég derékszoge, az ezzel
szemkozti csucs pedig az atfogora esik. A legnagyobb tertletl ilyen téglalapnak mekkorak az
oldalai?

L}

— Megoldas: Készitsiink egy abrat a haromszogrol és a belé irt téglalaprol.

I

L] i

%
T n)
Iy !
3

y
T
A T 4 B
—_— A téglalap x-szel és )-nal jel6lt oldala k6z6tt most hasonléséag alapjan lehet 8sszefliggést talalni. A

PT,B és CAB deréksz6gli haromszégek hasonloak, ezért

—_— y _3

4-x 4
— Rendezziik ezt j-ra.
— =—(@4-x)=3-—x

y=,0-%) 2
— Ezt felnasznalva felirhatjuk a téglalap teriiletét az x fiiggvényében.
I
- T(x):x(3—§x):3x—§x2

4 4

— Az x véltozé most nyilvan a (0, 4) intervallumba esik, igy ezen a halmazon keressiik a fliggvény

maximumat.
I
— Derivaljuk a figgvényt.
L} 3
— T'(x)=3——=x

2
— Megoldjuk a T'(x) = 0 egyenletet.
I 3
f— 3-—x=0 & x=2
2

— A szokasos tablazat segitségével megvizsgaljuk, hogy ezen a helyen valéban van-e maximuma a

fuggvénynek.
— x 0,2) 2 (2,4

T'(x) + 0 -
T (x) /! lok. max. N
— A masodik sorban 7" elgjelét példaul x = 1 és x = 3 helyettesitésével vizsgalhattuk.
L}
— T'(1)=3—§~1:§>0
2 2
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rE-3-3.3--3.9
2 2

Amint lathato, az x = 2 helyen lokalis maximuma van a fliggvénynek, ami egyben globalis maximum
is.

Mar csak a téglalap masik oldalat kell kiszamolnunk.

y:3—§x:3—§~2:g
4 4 2

3
A maximalis terliletl téglalap oldalai tehat 2 és E hosszusaguak.

10. feladat: Egy ember 3 km-re van egy csonakban az egyenes toparttol. Egy parton elhelyezkedd,
téle 5 km tavolsagban [évé helyre akar a lehetd legrévidebb id6 alatt eljutni. Evezni vy = 3km/h,
gyalogolni v, = 6 km/h sebességgel tud. Mennyi az a legrévidebb id6, ami alatt eljuthat a céljaba?

Megoldas: Készitsiink egy abrat!

_'"i

T P | B

Az ember helyét a csdnakkal a tavon 4 jeldli, az egyenes toparta 7 és B pontok altal
meghatarozott egyenes, melynek B pontjaba szeretne emberlink eljutni. Egy lehetéség a

B pontba jutasra, hogy emberiink az AB szakasz mentén egyenes odaevez B-be. De valodsziniileg
nem ez lesz id6ében a legrévidebb. Mivel a parton gyorsabban halad mint a vizen, varhatdan jobban

jar, ha a partnak valamilyen kdzelebbi P pontjaig evez, majd onnan gyalog folytatja az utat. A partra
érkezés helye, azaz a P pont a legrévidebb id6 esetén nyilvanvaléan a7’ és B pontok kozé esik.

Valasszuk fliggetlen valtozonak a P pont T-t6l vald tavolsagat, és jeldljiik ezt x-szel. Prébaljuk meg
ezzel kifejezni az A pontbol B pontba jutas idejét.

Els6ként hatarozzuk meg a 7B szakasz hosszat. Ez a Pitagorasz-tétel alapjan nyilvan 4 km. (A 3, 4,
5 a legismertebb pitagoraszi szamharmas.)

Bontsuk az utat két szakaszra, els6 az evezés, a masodik a gyaloglas.

Az elsO szakasz hosszat ismét a Pitagorasz-tételbd| kapjuk, amit az 4ATP derékszogli haromszogben
az AP atfogdra irunk fel. AP hosszat jeldlje s;.

51 = x2+3 =x%+9

Az ennek megtételéhez szlikséges id6t, amit jeldljink f,-gyel, megkapjuk, ha ezt osztjuk az evezés
sebességével.

Ezzel 6raban mérve kapjuk meg AP szakaszon végigevezés idejét.

Most nézziik az Ut masodik szakaszat. Az itt megtett tavolsag a PB szakasz hossza, amit jel6ljon sy,
nyilvan 4 — x km. Az ennek megtételéhez sziikséges idét jeldlje #,. Az Ut gyalogos részének

megtételéhez szilkséges id6 is az ut és sebesség hanyadosként kaphato, de nyilvan most a
gyaloglas sebességével kell osztanunk.
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A két id6t 6sszeadva felirhatjuk a teljes Ut megtételéhez sziikséges id6t az x valtozo fliggvényében.

x2+9 4-x
Bl

tx) =+t = z

Ennek a fliggvénynek keressiik a minimumat a 0 < x < 4 halmazon.

Allitsuk el6 a fiiggvény derivaltjat.

2 Y 1 '
£(x) = N¥T49 Aox) 1(x2+9)2+i—1x =
3 6 3 6 6

1
1l g2, 1 x 1
=< S(¥+9) 22 WA

Megoldjuk #'(x) = 0 egyenletet.

1 x _£:0c>

X 1
3Jx%+9 6 \/x2+9 2

4%=x2+9 o x?=3 & x:i\/§

P Zx:\/x2+9 =

A —+/3 hamis gyok, igy csak a J3-mal kell foglalkoznunk.

Elkészitjiik a szokasos tablazatot.

x (0,43) V3 (+3,4)
1'(x) - 0 +
t(x) AV lok. min. Vs

A masodik sorban az eldjeleket példaul x = 1és x = 2 helyettesitésével kapjuk.

=2t 1. 006<o0
3Ji2+9 6

r@=2—2 1. 001850
34249 6

A flggvénynek tehat lokalis minimuma van az x = J3 helyen, ami egyben globalis minimum is a
(0, 4) intervallumon.

Még a legrévidebb idét kell kiszamolnunk.

2
tmin:t(\/g): (\/53) 9 + 4_6\/5 ~ 153

Tehat emberiinknek az A pontbdl B pontba eljutas legalabb 1.53 éraig tart.
Vazlatosan megoldjuk a feladatot egy masik uton is.

Valasszuk most fliggetlen valtozoénak az ATP derékszdgl haromszog 4 csucsnal 1évd szogét, és
jeldljuk ezt a-val.
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3
A TP szakasz hossza, ami az evezéssel megtett Gt, ekkor s; = ——. Az ennek megtételéhez
cos a

3

o S 1
szilkséges idé f = -L = €0S& — _—

vw 3  cosa

A PB szakasz hossza, ami a gyalogolva megtett Gt, ekkor . (Az x tavolsag az ATP derékszogi
haromszdgbdl kifejezhetd, s .)

A gyaloglésra forditott idé 7, = 2 = 2=3t0¢ _ 2 _ Ly,
V2 6 3 2

Az Ut megtételéhez sziikséges teljes id6 az alabbi:

1 2 1
t(a)=t1+t2=ﬁ+§—§tga

4
Az ¢ radianban mért szog nyilvan 0 és a TAB <« = arctg 3 ~ 0.93kozé esik. Ezen értékek kozott

keresstuk a #(a) fliggvény minimumat.

Derivaljuk a fliggvényt.

, 1 2 1Y 0-cosa—1(-sine) 1 1
fa)=]——+%-Ztgal| = AL s =
cosa 3 2 (cosa) 2 (cosa)
. 1
_ sihe 1 1 Sie—5
(cosa)® 2 (cosa)®>  (cosa)?

. 1
Ebbdl kévetkezik, hogy ¢'(a) = 0 akkor teljesdil, ha sin o = > amibél o = %k(’:’»vetkezik.

A megoldas befejezéshez el kell késziteni a tablazatot, amelybdl megallapithatd, hogy ezen a helyen
valéban minimuma van a fliggvénynek, majd kiszamolhato a legrovidebb id6 is. Ezeket a Iépéseket
mar nem hajtjuk végre, hanem az olvasoéra bizzuk. Természetesen igy is ugyanarra az eredményre
jutunk.

Ellendrz6 kérdések

6. kérdés: Egy t6 egyenes partjan szeretnénk elkeriteni egy téglalap alaku
telket. Ehhez 200 m drétfonat all rendelkezésiinkre. A legnagyobb teriileti
téglalapot szeretnénk elkeriteni Gigy, hogy a t6 fel6li oldalon nem lesz
kerités.

TO

Ha a téglalap tépartra merodleges oldalat valasztjuk valtozéonak, és x-szel
jel6ljiik, akkor az alabbi fiiggvénnyel irhato le a teriilet:
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( T(x) = 200x — x2
| B T(x) = 200x - 2¢2
f T(x) = 200x + x2

\ T(x) = 200x + 2x2

Bl = 7. kérdés: Az el6z6 kérdésben a maximalis teriiletii telek oldalai az
(t alabbiak:

(l A partra mer6leges oldal 40 m, a parttal parhuzamos oldal 120 m.
I E A partra meréleges oldal 50 m, a parttal parhuzamos oldal 100 m.

Il A partra meréleges oldal 55 m, a parttal parhuzamos oldal 90 m.

2 2
I A partra meréleges oldal % m, a parttal parhuzamos oldal % m.

Il mehet

Il #2 8. kérdés: Két pozitiv szam 6sszege 1. A szorzatuk maximumat keressiik.
\ Ekkor a kovetkez6 fiiggvényt kell vizsgalnunk:

I||| f(x) = (x_ 1)x

Iullul E flx)=x —x?
i 2
| s[5

|:|: flx)=x*- %

|||I meh et

I = 9. kérdés: Az el6z6 kérdésben a két szam szorzatanak maximuma az
alabbi:

|| 0. kérdés: A [0, 1] intervallumot egy belsé pontjaval két részre bontjuk, és
mindegyik rész folé négyzetet emeliink. A négyzetek teriiletésszegének

I minimumat szeretnénk meghatarozni. Melyik fiiggvényt kell vizsgalnunk,
(t ha fiiggetlen valtozonak az egyik szakasz hosszat valasztjuk?
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) =x2-2v+2
flx)=2x2-2x+2
] ) =2n-2v+1

o) =2x2+1

11. kérdés: Egy egységnyi befogojl, egyenloszara derékszogii haromszog
atfogojara téglalapot irunk Ggy, hogy két cslicsa az atfogora, a masik két
csuicsa pedig egy-egy befogora esik.

Keressiik a legnagyobb teriiletii ilyen téglalapot. Ha a téglalap atfogora
meroleges oldalat valasztjuk fiiggetlen valtozonak, és jeloljiik x-szel,
akkor melyik fiiggvényt kell vizsgalnunk?

J@)=1-x)x
S @) =(1-2x0)x
) =2 —xpx

0 /() = (V2 —2x)

mehet

12. kérdés: Az el6z6 kérdésben a téglalap maximalis teriilete:

1
4
1
3
N2
4
N2
3

Tovabbi kidolgozott feladatok

x2

11. feladat: Vizsgaljuk meg monotonitas és szélséérték szempontjabol az f(x) = ( 1)2
X+

fliggvényt!

Megoldas: Amikor egy fliggvényt valamilyen szempontbdl vizsgalunk, akkor elséként mindig az
értelmezési tartomanyt kell meghataroznunk. Jelen esetben ki kell kétniink, hogy a nevezé nem
lehet 0, s ebbdl az kovetkezik, hogy x # —L A fiiggvény értelmezési tartomanya tehat: Dy = R \ {—1}
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A monotonitas vizsgalata azt jelenti, hogy meghatarozzuk, hol ng, hol csékken a fliggvény. Ehhez
el6 kell allitanunk a figgvény derivaltjat. Alkalmazzuk a tértekre vonatkozo derivalasi szabalyt.

L2 (412 —x% . 2(x + 1)
- 2
(@+nﬂ

J'®)

Ez ilyen formaban nagyon csunyan néz ki, ezért probaljunk alakitani rajta. Emeljlink ki a
szamlaléban, amit csak lehet, a nevez6t pedig irjuk egyetlen hatvanyként.

2x(x+ D)[(x+ 1) —x]

S@= (c+ 1)

Ezutan egyszerisitsink, és a szdgletes zarodjelen belll vonjunk dssze.

2x

f'(x):m

A derivalt minél egyszeriibb alakra hozasa azért fontos, mert ezutan meg kell oldanunk az f'(x) =0
egyenletet, valamint vizsgalnunk kell majd a derivalt eléjelét. Ha a derivalt bonyolult alakban van
felirva, akkor mind az egyenlet megoldasa, mind az el6jel vizsgalata nehézségekbe Utkdzik.
Altalaban elmondhatjuk, hogy ha lehet6ség van kiemelésre, akkor ezzel a lehetéséggel élni kell, s
tortek esetében egyszerlsitslink, ha erre lehetéség van.

Most oldjuk meg az f”(x) = 0 egyenletet, hogy megkapjuk, hol lehet szélséértéke a fuggvénynek.

Zx p—
(c+1)°

Tort csak ugy lehet egyenld 0-val, ha szamlaldja 0, igy egyszerlibb egyenletet kapunk.

2x=0 < x=0

Ezutan a szokasos modon tablazatot készithetlink. Elséként csak az els6 sort toltsiik ki, melyben
feltintetjuk az értelmezési tartomany részeit, melyeken belll mar nem valtozik a derivalt eléjele. Az
értelmezési tartomanyt a derivalt zérushelye és az értelmezési tartomanyban levé szakadas bontja
részekre. A szakadasi hely oszlopaban X-ekkel jelélhetjik, hogy ott a fllggvény nem értelmezett.

X (~o0, -1) -1 (-1,0) 0 (0, 0)
/(%) X
S &) X

Most vizsgéljuk meg a derivalt eléjelét az egyes részeken. A derivalt tort, igy kilén vizsgalhatjuk a
szamlalo és a nevezb elbjelét, amibdl kdvetkeztethetlink a tort eléjelére.

Ha x < —1, akkor a szamlald, azaz 2x negativ, és a nevezd, azaz (x + 1)3 is negativ, igy a derivalt
ekkor pozitiv. Ebben az esetben tehat né a fiiggvény.

Ha -1 < x < 0, akkor 2x negativ, de (x + 1)3 pozitiv, igy negativ lesz a derivalt. A fliggvény tehat
ekkor csokken.

Ha 0 < x, akkor 2x is pozitiv, és (x + 1)3 is pozitiv, azaz pozitiv lesz a derivalt. Ebb&l kovetkezéen itt
né a figgvény.

Az x = 0 helyen a derivalt el6jele megvaltozik, igy itt szélséértéke van a fuggvénynek. Mivel a
derivalt negativbdl pozitivba megy at ezen a helyen, igy itt lokalis minimuma van a fliggvénynek.

Készitsik el a teljes tablazatot.

x (o0, 1) -1 (-1,0) 0 (0, )
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') + X - 0 +
fx) a X N lok. min. ya
s A tablazattal igy megadtuk, hogy hol né, és hol csdkken a fliggvény, valamint hol, milyen jellegi
szélséértéke van. Mar csak egyetlen feladatunk van, megadni a szélséérték nagysagat.
Helyettesitslk be a fliggvénybe azt a helyet, ahol széls6értéke van.
= P
(0+1)?
— A lokalis minimum értéke tehat 0.
I
— A flggvény grafikonja az alabbi abran lathato.
s 8
o
)
]
_4 y
F3
2
E1
£ 32 UTs
H
— s i s oas _ 2 2 g .
— 12. feladat: Vizsgaljuk meg monotonitas és szélséérték szempontjabol az f'(x) =x“e = fuggvényt!
— Megoldéas: Hatarozzuk meg a legbdvebb halmazt, amin értelmezhetd a fliggvény. Nem kell kikdtést
tennlnk, igy D= R.
— Derivaljuk a figgvényt. Alkalmazzuk a szorzatra vonatkozo derivalasi szabalyt, és ne feledkezziink
el arrdl, hogy szorzat masodik tényezdje 6sszetett fliggvény.
— () = 2xe Z +x%e7% . (-2)
I
— Emeljuk ki amit lehet.
- () =2 (1 -x)
—_— Oldjuk meg az f"(x) = 0 egyenletet.
= 2xe_2x(1 -x)=0
— Egy harom tényezds szorzat egyenld 0-val, ami csak gy lehetséges, ha valamelyik tényezé 0. igy
harom egyszerlibb egyenletet kapunk.
x =0, vagy e =0, vagy (L -x) =0.
—_— Az els6 egyenlettel semmit sem kell tenni, a harmadiknak pedig x = 1 megoldasa.
s A masodik egyenletnek nincs megoldasa, mert exponencialis fliggvény csak pozitiv értékeket vesz
fel, azaz =% > 0 minden x esetén, igy e 2* = 0.
— A derivalt zérushelyeinek ismertében készitslk el a tablazatot, egyelére csak az elsé sort kitdltve.
= x (=0, 0) 0 (0,2) 1 (1,0)
S')
S&)
I
— Vizsgaljuk meg a derivalt el6jelét az egyes intervallumokon.

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson11.xml 2018.09.14.



COEDU

(=0, 0): £'(~1) = 2(-1)e XD - (-1)) = —4e? < 0

(0,1): £/(05)=2-05¢2%51-05)=05¢1>0

(1,00): f/(2) =2-2e2%(1-2) =-4e* <0

Megjegyezziik, hogy a derivalt eléjelét a szorzat egyes tényezdinek el6jelébdl is kdnnyen
vizsgalhatjuk. Példaul a (—oo, 0) intervallumon x nyilvan negativ, az e mindig pozitiv, az1 — x
szintén pozitiv. Mivel a harom tényez6bdl csak egy negativ, igy negativ lesz a szorzat is.

Hasonloan jarhatunk el a masik két intervallumon is.

Most toltsiik az egész tablazatot.

X (-, 0) 0 0,1) 1 (1, )
f'x) - 0 + 0 -
fx) Ny lok. min. e lok. max. N

A tablazatbol lathatd, hogy a fliggvény a (—oo, 0) és (1, «) intervallumokon csdkken, a (0, 1)
intervallumon pedig né. Az x = 0 helyen lokélis minimuma, az x = 1 helyen pedig lokalis maximuma
van.

Hatarozzuk meg a minimum és maximum értékét is.
A lokalis minimum értéke: £(0) = 0% 20 =0.
A lokalis maximum értéke: £(1) = 2e 21 = ¢72 ~ 0.135.

Az alabbi abran a figgvény grafikonja lathaté.

080 o5 1 15 235 3
X

13. feladat: Vizsgaljuk meg monotonitas és szélséérték szempontjabol az f'(x) = len(xz)

fuggveényt!

Megoldéas: Hatarozzuk meg a legb&vebb halmazt, amin értelmezhetd a fliggvény. A logaritmus miatt

kell kikétést tennlink. Mivel csak pozitiv szamoknak létezik logaritmusa, igy kikétjuk, hogy x2 >0.Ez
minden 0-td] killdnbdz8 szam esetén teliesil, igyD,= R \{0}.

Eléallitjuk a figgvény derivaltjat. Szorzatot derivalunk, melynek masodik tényezbje 6sszetett

fuggvény.

/') = 2xIn(x) +x2%2x = 2xIn(x?) + 2x
Emeljik ki amit lehet.

/) =2x(infx?) +1)

Oldjuk meg az f"(x) = 0 egyenletet.
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Zx(ln(xz) + 1) =0
Vizsgaljuk kilén a szorzat tényez6it, hogy mikor egyenlék 0-val.

Elsé tényez6: x = 0. Ez nem eleme a fliggvény értelmezési tartomanyanak.

Masodik tényezo: In(xz) + 1 = 0. Ez atrendezve In(xz) =—1lesz.
A —1-et irjuk fel In(e_l) formaban, igy az In(xz) = In(e_l) egyenletet kapjuk.

A logaritmus fliggvény szigori monotonitasa miatt elhagyhatjuk az egyenlet két oldalardl a

logaritmust. igy kapjuk x% = ¢ = =.
e

Ennek megoldasai: x = ii.
Je

Most készitsiik el a szokasos tablazatunkat. Ez most egy kicsit hosszabb lesz mint az eddigiek,
hiszen a derivaltnak két zérushelye is van, és a fliggvény értelmezési tartomanyaban is van
szakadas. Egyel6re csak az elsé sort toltsik ki, és a szakadast jeldljuk.

=% F =Y e bE F (E
x —o0, —— -— -—.0 0 0, — — —
Je Je Je Je Je Je
f'&) X
f&) X

Hatarozzuk meg /" eléjelét az egyes intervallumokon.

(—oo, _%} =2 (—1)(In((—1)2) + 1) — 2(0+41)=-2<0

)= oo
o2 G- 2o 2o

(% oo]: r@=2-1{mn(#)+1)=20+1)=2>0

Most toltsiik ki a teljes tablazatot.

1 1 1 1 1 1
x —0, 0] 0o | |0,— — —, ®
Je e Je Je Ve Je
f'x) - 0 + X - 0 +
f(x) N lok. min. ya X N lok. min.
A tablazatbol lathatd, hogy a fliggvény csokken a | —co, ——— | és| 0, — |intervallumokon, né a
Je Ve
1 (1 . LA 1
———, 0|és| —, oo |intervallumokon. Két lokalis minimuma van az x = £+—— helyeken.
Je Je Je

Hatarozzuk meg a lokalis minimumok értékét is.

A () 22 e
G222 o=t oo
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L}
— A két minimum értéke megegyezik.
— Az alabbi abran a fliggvény grafikonja lathaté. Az origéban az Ures karika jelzi a figgvény
szakadasat.
I
L] 1 -
0.8
0.61
¥
0.4
0.2
15 05 15
b
0.4 1
— 14. feladat: Egy 10 cm sugart, 20 cm magassagu egyenes korkipba hengert irunk Ggy, hogy
forgastengelye megegyezik a kup forgastengelyével, alapkdre a kup alapkoérére esik, fedékore pedig
érinti a kup palastjat. Mekkora legyen a henger sugara és magassaga, hogy térfogata maximalis
legyen? Mekkora a maximalis térfogat?
— Megoldés: Jeldljlik a henger sugarat r-rel, magassagat pedig /-val. Ekkor a henger térfogata,
aminek szélséértéke kell, hogy legyen, az alabbi médon irhato fel:
I 2
f— Vhenger =mr‘h
s Ebben két valtozé van, hiszen ha valtozik a henger sugara, akkor a magassag is valtozik. Amint azt
korabbi feladatban tettik, itt is 6sszefliggést kereslink a két valtozé kézo6tt. Ehhez sziikséglink lesz
egy abrara. Képzeletben vagjuk el a kupot és a hengert egy a kozds forgastengelyre illeszkedd
sikkal, és a sikmetszetrél készitslink abrat. Ezen metszeten a kup nyilvan egyenlé szaru
haromszognek latszik majd, a henger pedig egy olyan téglalapnak, amely ezen haromszégbe van
irva ugy, hogy két csucsa az alapra, masik két csucsa pedig egy-egy szarra esik.
L}
L] C
K
20
k
k) f0-r
4 K 10 B
— Az abrardl nyilvanvald, hogy a KBC derékszdgli haromszég hasonlé a DBE derékszogi
haromszdghoz, igy a két haromszdgben megegyezik a befogok aranya. irjuk ezt fel.
= ho_20_,
10-» 10
—_— Fejezziik ki ebbdl A-t az r-rel.
— h=20-2r
—_— Helyettesitsik be ezt a henger térfogataba, s igy olyan fliggvényt kapunk, amiben mar csak r lesz a
véltozo.
— V() = 27420 - 2r) = 20772 - 2773
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Ennek a fliggvénynek kell keresniink a maximumat. A valtozéra nyilvan a 0 < » < 10 feltételnek kell
teljestlni. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy szigor egyenlétlenségek vannak, mert egyenléség

esetén a henger elfajulna. Az » = 0 esetben egy szakassza, a kiip magassagava valna a henger, az
r = 10 esetben pedig egy korlappa, a kiup alapkorévé valna.

Ezutan a szokott médon hatarozzuk meg a szélséértéket. Allitsuk el6 a térfogatfiiggvény derivaltjat.
V'(r) = 407r — 671
Oldjuk meg a V'(r) = 0 egyenletet. Ehhez célszer(i a derivaltat szorzatta alakitani.

V'(r) =2mr(20-3r) =0

. 20
Igy nyilvanvalo, hogy az egyenletnek két megoldasa van, az egyik » = 0, a masik pedigr = ? Az

r = 0nem felel meg a 0 < r < 10 feltételnek, igy csak a masik zérushellyel kell foglalkoznunk.
Készitsuk el a megszokott tablazatot, melyet téltsiink most ki egybdl teljesen. A derivalt eléjelét

példaul a kévetkezé mddon kaphatjuk meg a két intervallumon.

(o, 2—3?); V'(1) =40 - 16712 =347 >0

(2—:, 10): V'(8) = 407 - 8 — 67 - 82 = —641 < 0

ey @ 2
V'(x) + 0 -
V(x) e lok. max. Ny

20
Lathato, hogy azr = ? helyen lokalis maximuma van a fliggvénynek, ami a 0 < r < 10 feltétel

mellett globalis maximum is.
. . S 20
A henger térfogat tehat akkor maximalis, ha r = ?

Ekkor a henger magassaga a kdvetkezd:

h=20-2.20_20
3 3

Végil a maximalis térfogat:

2
oo V(@j _ H(QJ (20 _ 8000 g3084,
3 3) 3 "

Utolsé feladatként pedig, amint azt korabban igértiik, visszatériink a lecke elején vazolt probléma
megoldaséhoz.

15. feladat: Egy telep Uresjarasi feszliltsége Uy, belsé ellenallasa R;,. Mekkora R, kiils6 ellenallast
kell a telepre kapcsolni, hogy a kiilsé ellenallas teljesitménye B, maximalis legyen? Mekkora ez a

maximalis teljesitmény?

Megoldas: Amint az a kdzépiskolai fizika anyagbol ismert, az Ry, kiils6 ellenéllas teljesitménye a raja
atfolyé aram er6sségének négyzete szorozva az ellenallassal, azaz P = Isz.

Az aram erésségét az Ohm-torvénybdl kapjuk.

1=
Rk+Rb

Ezutan a kilsé ellenallas teljesitménye:
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2
P:[ % JszUOZ;R"

2
Rk + Rb (Rk + Rb)

—_ Mivel Uy és R;, konstansok, ebben csak az R, kiilsé ellenallas a valtozo, azaz a fenti 6sszefliggés
pontosan a teljesitményt irja le az R;, figgvényében. Ezt jelélésben is hangstilyozzuk.

L}

_2 B
= P(Ry) = Us )
(Re+ Ry)

— Az Ry kuls6 ellendllas nyilvan a (0, o) intervallumba esik, igy itt keressik ennek a fliggvénynek a
maximumat.

— Mivel a feladatban most nem szerepelnek konkrét szamadatok, kicsit jobban kell figyelniink arra,
hogy melyik betl jelenti a valtozét az 6sszefiiggésben, és melyek konstansok. Ha valakit zavar ilyen
formaban a jel6lés, akkor valtoztassa meg, és kdzelitse a szokdsos matematika jelélésekhez. A R,
helyett hasznaljon x-et, P(Rk) helyett f(x)-et, az Uy és R, konstansok helyett pedig a-t és b-t. igy a
kovetkezét kapja: f(x) = az( xb)Z' Mi most nem kivanunk élni ezzel, hanem szeretnénk az eredeti

X+
jeldléssel végigvinni a megoldast.

e Derivaljuk most a P(Rk) flggvényt az R, véltozo szerint. A konstans szorzo6t emeljiik ki a derivalas
soran, s alkalmazzuk a tortekre vonatkozé derivalasi szabalyt.

I ' ,

' 2 k 2 k
P(Rk): W 7 =l 7| =
(Re+ Ry) (Re+ Ry)
, 2 2\
, R (Ri+ Ry)” Ry ((Rk+Rb) )
=40 2 2 -
((Rk + Rb) )
2
B U21 . (Rk+Rb) _Rk . Z(Rk+Rb)
=U5 7
(Rk + Rb)

—_— Emeljiink ki a szamlaloban (R + Ry}, és egyszersitstink.

I

— , 2 (Re+ Rb)((Rk +Ry) - 2Rk) > Ry—R,

P'(R) = Us 7 = 3
(Rk + Rb) (Rk + Rb)

—_— Ezutan hatarozzuk meg, hogy a P’(Rk) derivalt mikor 0.

I R _ R

— U—L""5 =0 & Ry-R=0 & R=R,

(Re+ Ry)

—_ A megszokott tdblazatunk segitségével ellendrizzik le, hogy ezen a helyen a P(Rk) fuggvénynek
valéban maximuma van. Toltsuk ki egybdl a teljes tablazatot. A masodik sorban az eldjeleket példaul
az alabbiakbdl kaphatjuk.

— Ry 1 1 9

- ok P Re Usz_?_zin_zERb_Aon
(0. Ry) YT 30 3—027R3—ER2>

B R AW AR
2 2

— Ry —2R R R 1 Gy?

— . pr 2 Kp— el 2_ "% 2 1Y% 0
(Ry, ) P'(2Ry) = Us 3=WU 3=U0 3="57,2<0

(2R, + Ry) (3Rs) 21Ry Ry
L}
— R (0.Ry) R, (Ry, )
P'(Ry) + 0 -
P(Rk) Ve lok. max. N
I
L]

Amint lathatd, amikor a kilsé ellenallas megegyezik a belsé ellenéllassal akkor valéban maximuma
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lesz a kulsé ellenallas teljesitményének.

A maximalis teljesitmény a kdvetkez6:

2
Ry 2 Ry U
7 =U =

— = 2 =
Pmax—P(Rb) UO (Rb+Rb) 0 4Rb2 4Rb-

Ellen6rz6 kérdések

i : 13. kérdés: Hol n6 az f(x) = = :4 fliggvény?

Il A (-0, —2) és (0, 2) intervallumokon.
I A (-2, 0) és (2, ) intervallumokon.
Il A (=2,0) és (0, 2) intervallumokon.

fl E A (=00, —2) és (2, ) intervallumokon.

1l mehet

ey A AR bx . o
! 14. kérdés: Hol van szélséértéke az f(x) = — 5 fliggvénynek?
X+

| Az x = —2 és az x = 2 helyeken.
Il Az x = —+/2 és az x = 0 helyeken.
Il Az x =0és az x = /2 helyeken.

I E Azx=—/2ésazx=+/2 helyeken.
\ mehet

15. kérdés: Hol és milyen szélséértéke van az f(x) = xe* fliggvénynek?

1
Il E Az x = ) helyen minimuma van.

1
| Azx = _E helyen maximuma van.

I Az x = 2 helyen minimuma van.

i Az x = 2 helyen maximuma van.

it mehet

16. kérdés: Hol csokken az f(x) = xln(xz) fiiggvény?

i 1 1
| A (—oo, ——j és (—, oo) intervallumokon.
e e

Illlll E A (_%, 0) és (0, %) intervallumokon.

il A (=0, —e) és (e, o) intervallumokon.
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I A (—e, 0) és (0, e) intervallumokon.

i mehet

I
— I'Il'l 17. kérdés: Tekintsiik a koordinatarendszerben azt a téglalapot, melynek
\ csucsai: A(0; 0), B(a; 0), C(a; b), D(0; b). AC csiicson athalado6 egyenessel
if derékszogili haromszoget vagunk le az elsé siknegyed sarkanal. (AEF
I.Illl haromszég)
IIII
I
i
1l
IIII
I
i
1l
IIII
I
i
1l
IIII
I
i
1l
IIII
I
i
1l
IIII
I
IIII
fl Azt szeretnénk, hogy a haromszég teriilete minimalis legyen. Ha az AE
il oldal hosszat valasztjuk fiiggetlen valtozénak, és x-szel jeldljiik, akkor az
| alabbi fliggvényt kell vizsgalnunk széls6érték szempontjabol:
(l
i 2
L W=t
(l —b
IIII
IIII ( b)
[f a(x—
L rw=3E
IIII
II|I
1l X
|||I E f(x) -5
II|I
1l
IIII b ( )
\ Sw)=2=t
IIII
Il mehet
i -
I:I:
I
| I|I|
L] I/

 18. kérdés: Az el6z6 kérdésben a minimalis teriileti hAromszbég AE
Il oldalanak hossza:

I||| \/i(a + b)

I||| 2((1 + b)

i mehet
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