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Tanulasi cél: Megismerni a hatarozatlan és hatarozott integral fogalmat. Elsajatitani az
alapintegralokat, és az egyszer(ibb integralasi tételeket, valamint a Newton-Leibniz-formulat. Ezen
ismereteket alkalmazni terliletszamitasi és forgastestek térfogatara vonatkozo feladatokban.

Motivacios példa: Egy haz /g magassagban lévé ablakan kinyulva elhajitunk egy testet
fliggblegesen felfelé vy kezdeti sebességgel. Adjuk meg a test sebességét és talajtdl valo tavolsagat
az id6 fuggvényében. A légellenallast hanyagoljuk el, tekintsik ugy, hogy csak a gravitaciés er6 hat
a testre.

A megoldas soran Newton Il. térvényébdl indulhatunk ki, mely szerint F' = ma. Mivel a testre most
csak a gravitacios erd hat, igy F' = mg. Ezt felhasznalva mg = ma, amibél kapjuk, hogy a = g, azaz a

gyorsulas allando, és értéke minden pillanatban a gravitaciés gyorsulassal egyenlé. igy 1ényegében

egy fliggvénylink van, ami a gyorsulast irja le az id6 fiiggvényében. Fizikai tanulmanyainkbdl tudjuk,
hogy a gyorsulas-idé fliggvény a sebesség id6 fliggvény derivaltja. Ha tehat a gyorsulas
ismeretében szeretnénk leirni a sebességet, akkor olyan fliggvényt kell keresnlink, aminek az ismert
gyorsulas-id6 fliggvény a derivaltja. Ha sikerdl ilyen fliggvényt talalnunk, akkor tovabbléphetink,
mert azt is tudjuk fizikabodl, hogy a sebesség-id6 fliggvény az elmozdulas-id6 fliggvénynek a
derivaltja. A sebesség-idé fliggvény ismeretében tehat olyan fliggvényt kell keresnlink, aminek a
sebesség id6 fliggvény a derivaltja. Amint lathato, kétszer is olyan problémaval talaljuk magunkat
szembe, melyben ismerilink egy fliggvényt, és olyan fliggvényt kell keresniink, aminek ez az ismert
fuggvény a derivaltja. Az alabbiakban ezzel a problémaval foglalkozunk majd.

Elméleti 6sszefoglalé

Definicio: A F(x) fliggvényt a f(x) fliggvény primitiv fliggvényének nevezzik, ha F'(x) = f (x).

Egy f(x) figgvénynek nem csak egy primitiv figgvénye van. Tekintsiik példaul a f (x) = cosx
flggveényt. Ennek nyilvan primitiv fliggvénye a F(x) = sinx fliggvény, hiszen (sinx)’ = cosx. De
primitiv fliggvény lesz a Fj(x) = sinx + 1fuggvény is, mert

(sinx+1) = (sinx) +1 =cosx+0 = cosx.

S6t, ha ezt igy meggondoltuk, akkor azt mondhatjuk, f(x)-nek végtelenil sok primitiv fliggvénye
van, mert barmilyen konstanst hozzaadhatunk sin x-hez, mindenképpen olyan fliggvényt kapunk,
aminek derivaltja c0S x, hiszen a konstans derivaltja O lesz. Ezek alapjan az alabbi tételt

fogalmazhatjuk meg.

Tétel: Ha az f(x) fliggvenynek primitiv figgvénye a F (x) fliggvény, akkor barmely F(x) + ¢
flggvény is primitiv fliggvénye, ahol ¢ € R.

Felvetédik azonban a kérdés, hogy ilyen médon megkaphatunk-e minden olyan fiiggvényt, ami
primitiv figgvénye f(x)-nek? A vélasz erre igen, ezt is megfogalmazhatjuk egy tételben.

Tétel: Ha Fi(x) és F>(x) is primitiv figgvénye f(x)-nek, akkor F{(x) — F5(x) konstans fuggveny.

Amint lathatjuk, egy f(x) fliggvény primitiv fliggvényei egy halmazt alkotnak, s ezen halmaz barmely
két eleme csak egy konstansban tér el egymastol. Elég tehat egy elemet ismerniink ebbdl a
halmazbdl, mert akkor az 6sszes elemet megkaphatjuk ezen elembdl kilénbdzé konstansok
hozzaadasaval. Mivel a primitiv fliggvények halmazat ilyen egyszerlien megkaphatjuk, ezért egy
fogalmat definialunk.

Definici6: Az f(x) fuggveény primitiv figgvényeinek halmazat az f'(x) fliggvény hatarozatlan

integraljanak nevezzik, ésjf(x) dx-szel jeloljik.

Ha F(x) egy primitiv figgvénye f'(x)-nek, akkor_[f(x) dx = F(x) + ¢, ahol ¢ tetszleges konstans.

Amint a fentiekbdl lathatd, a hatarozatlan integralas vagy masképp a primitiv figgvény keresés a
derivalas megforditasanak tekinthet6. Ezért a tovabbiakban ugy haladhatunk, hogy tekintjik az
alapderivaltakat, és azokat megforditva az ugynevezett alapintegralokat kapjuk. Példaul azt az

alapderivaltat, hogy (sinx)" = cosx azj COS x dx = sinx + ¢ formaban forditjuk meg, és irjuk
alapintegralként. Néhany esetben a megforditason egy kicsit alakitunk. Példaul ha a (cosx)’ = —sinx

alapderivaltbdl indulunk ki, akkor az egyszer( megforditésj—sinx dx = COSx + ¢ lenne, de ezt

inkébb_[sinx dx = —C0S x + ¢ formaban irjuk, hiszen nyilvan (—cosx)" = sinx is igaz. Hasonloan a
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1
——— dx = —Ctg x + ¢ alapintegralt kapjuk.
sin“x

1
(ctgx)' = ———— alapderivaltbdl az.[
SIn“x
Vannak olyan elemi alapfiggvényeink, melyeknek derivaltja csak el6jelben kilénbézik. llyen példaul
. 1 1
az (arcsinx)’ = ——— és az (arccosx)’ = ——————. llyenkor nem sziikséges mindkett6t
Vi-x2 V1-x?
1 .
megforditanunk, hanem elég csak az egyiket. Az_[ ———— dx = arcsin x + ¢ alapintegral mellé nem
V1- x?

o ] 1 . . . , 1
sziikséges még az| —————— dx = arccosx + c is. Ugyanigy elegendé az (arctgx)’ = 5
J1-x2 1+x

1 1
és (arcctgx)' = 2 alapderivaltak megforditasabol azj 7 dx = arctgx + c alapintegralt
+x +x

irni.

Az igy kapott alapintegralokat egy tablazatban foglaljuk 6ssze. Ez Iényegében az alapderivaltak
tablazatanak megforditasa, olyan aprébb valtoztatasokkal, amikrél fentebb irtunk.

Az alapintegralok tablazata:

xa+l
jkdx:kx+c, ke R jxadx: +¢, a € R{-1}
o+1
X
fexdx:ex+c J'axdx: 4 ye
Ina
_[sinxdx:—cos;c+c jcosxdx:Sinx+c
_[ ——dx = —Ctgx+c _[ 12 dx=1tgx+c
SIN“x COS™x
J.;dxzarcsimwc _[—1 >dx = arctgx +c
\/l—x2 1+x
1
_[—dlen x|+ ¢
X
J.thdxzchx+c J.Chxdx:shx+c
J.dex:—cthx+c J.izdx:thx+c
shx chx

dx =arshx +c dx =archx+c¢, x>1

1 1
J-\/xz+1 J‘\/xz—l
f 1 _{ arthx+c, ha f<1

L -

—x arcthx+¢, ha x| >1

Néhany alapintegrallal kapcsolatban szeretnénk megjegyzést tenni. Az egyik a hatvanyok
a+1
1 +c¢, a e R {-1}alapintegral. Itt arra hivjuk fel

integralasra vonatkozéJ.x“dx =
o+
nyomatékosan a figyelmet, hogy a —1-edik hatvany kivétel. Bar a hatvanyokat altalaban ugy
integraljuk, hogy a kitevét eggyel megnoveljik, és osztunk az Uj kitevével, a —1-edik hatvany esetén
nem ez térténik. Mivel x * = = a természetes alapu logaritmus, azaz In x derivaltja, ezért az
X

1
J. —dx = Inx + ¢ alapintegralt kapjuk. Ez csak pozitiv x-ekre igaz, hiszen a logaritmus csak ekkor
X
1
értelmezhetd. Belathatd azonban, hogy negativ x-ek eseténJ. —dx =In(—x) + cigaz, s ezt
X

1
egyUttesenJ. —dx = In |x| + ¢ formaban foglalhatjuk Gssze. Ez igy mar pozitiv és negativ x-ekre is
X

igaz.

arthx+c¢, ha |x] <1

, azért ilyen bonyolult, mert az arth x-
arcthx+c¢, ha x| >1 y y x

1
Az utolso aIapintegréIJ. 1—2dx = {
—X

1
nek és arcth x-nek megegyezik a derivaltja, mindegyiknek 1 5 A két fliggvény azonban mashol
-X
értelmezhetd, ezért szerepel az integralas eredményében x értékétél fliggéen vagy az egyik, vagy a
masik fliggvény. Szerencsére ez a bonyolult alapintegral ki is kertlhet6. A késébbiekben
megismerink majd egy olyan modszert, aminek segitségével masképp tudjuk integralni ezt a
fuggveényt.
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Az alapintegralok megismerése utan jé lenne, ha ahhoz hasonl6 szabalyokat is
megfogalmazhatnank, mint amilyenek a derivalasnal szerepeltek, mert akkor az alapintegralokbol
muiveletekkel képezett fliggvényeket is tudnank integralni. Nézzik milyen szabalyok igazak a primitiv
fuggvényekre.

Tétel: Ha az f(x) fliggvénynek létezik primitiv fliggvénye, akkor a k- f(x), k € R fliggvénynek is
létezik primitiv fliggvénye, ésfk fx)dx=k- _[f(x) dx.

Bizonyitas: Legyen F(x) egy primitiv figgvénye f(x)-nek, azaz F'(x) = f'(x), vagy masképp
J‘f(x) dx = F(x) + c. Ekkor nyilvan k - F'(x) = k - f (x), ami azt jelenti, hogy k - F'(x) egy primitiv
figgvénye k - f'(x)-nek, azazJ.k fx)dx=k-F(x)+c=k- jf'(x) dx.

A tétel masképp ugy fogalmazhatd, hogy integralas soran konstans szorzé kiemelhetd az integralbol.

Tétel: Ha az f(x) és g(x) fliggvényeknek létezik primitiv figgvénye, akkor az 1 (x) + g(x)
fliggvénynek is létezik primitiv fliggvénye, ésJ.f(x) +g(x)dx = jf'(x) dx + J.g(x) dx.

Bizonyitas: Legyen F(x) az f(x) és G(x) a g(x) egy-egy primitiv figgvénye, tehat F'(x) = (x) és

G'(x) = g(x), vagy_[f(x) dx=Fx)+c ésjg(x) dx = G(x) + c. EKkor nyilvan
(F(x)+G(x)) =F'(x) + G'(x) =f (x) + g(x), azaz F(x) + G(x) primitiv figgvénye f(x) + g(x)-nek,

tehétff(x) +gx)dx=F(x)+Gx)+c= J.f(x) dx + J.g(x) dx.

Ezt a tételt fogalmazhatjuk meg ugy is, hogy fliggvények 6sszegét tagonként integralhatjuk.

A fenti két tételbdl nyilvan az is kdvetkezik, hogy figgvények kilonbsége esetén

[re)-gtyar=[r@ac-[ gty av.

A derivalasnal ezutan az kovetkezett, hogy a fuggvények szorzatara, hanyadosara és az dsszetett
fuggvényekre is sikerilt derivalasi szabalyt talalnunk. Ezek a derivalasi szabalyok barmilyen szorzat,
tort vagy Osszetett figgvény esetén alkalmazhatdak voltak. Sajnos az integralasnal ilyen szabalyok
nincsenek. Nem lehet kimondani olyan dsszefliggést, amelynek segitségével barmilyen figgvények
szorzata, vagy hanyadosa, vagy kompozicidja integralhaté lenne. A késébbiekben megismerink
majd szabalyokat, melyek segitségével figgvények szorzatat integralhatjuk, de ezek a szabalyok
nem alkalmazhatok barmilyen fliggvények szorzata esetében, csak bizonyos specialis esetekben.
Megismerlnk majd olyan szabalyt is, amit figgvények hanyadosanak integralasara hasznalhatunk,
de csak bizonyos specialis tortekre alkalmazhatd. Specialis dsszetett fliggvényekre is lesz majd
integralasi szabaly, de azt sem lehet &ltalanosan alkalmazni minden &sszetett fliggvényre. Eppen
ezért az integralas tobb talalékonysagot igényel majd, mint amire a derivalasnal sziikség volt.

Kidolgozott feladatok

1. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = 3x* - 2sinx + 8¢* fliggvény hatarozatlan integraljat, azaz
[3x4 —2sinx + 8™ dx-et!

Megoldas: Mivel fliggvények dsszegét illetve kiilbnbségét kell integralnunk, ezért tagonként
végezhetjiik el az integralast. igy harom integralt kapunk.

J.3x4—25inx+86xdx:J.3x4dx—.|.28inxdx+.|.86xdx

Az egyes integralokbdl a konstans szorzokat kiemelhetjuk.

J.3x4dx—J.25inx dx+J.86xdx = 3J.x4dx—2_.-sinx dx+8J.exdx

Mar csak alapintegralok szerepelnek, melyeket egyszerlien behelyettesitiink. Az elsé részben egy
o+l
1 +¢, a € R{-1}alapintegrélra

hatvanyfliggvényt kell integralnunk, igy itt azjx“dx ==
o+
hivatkozva eggyel megnoveljik a kitevét, s osztunk az Uj kitevével. A masodik részben az

_[sinx dx = —C0S x + ¢, a harmadikban pedig azj e*dx = e* + c alapintegralra hivatkozunk.

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson14.xml 2018.09.14.



COEDU

Nem irjuk ki mindegyik rész integralasanal kilén-kilén a ¢ integracios konstanst, mert ¢ barmilyen
valds értéket felvehet. Ha tobbszor szerepelne, akkor a konstansok 6sszege is egy konstans lenne,
ami barmilyen valds értéket felvehetne. Ezért elég mindig csak egyetlen konstanst irnunk a primitiv
figgvény utan.

2. feladat: j?‘l/? dx

Megoldés: Elsé Iépésként a konstans szorzot emeljik ki az integralbol.

_[7% dx = 7'[ x dx

Az alapintegralok k6zott a kiilonb6z6 gydkok a hatvanyokban szerepelnek. A derivalasnal is az

tortént, hogy a gyokoket tortkitevds hatvanyként irtuk, és hatvanyként felirt alakot derivaltuk. Most
ugyanigy jarunk el az integralas soran is.

7ji/fdx: 7jx% dx

a+1
Ezutan mar hivatkozhatunk azjx“dx =2 1 +¢, a € R{-1}alapintegralra.
a+
1 5
1 1+l 4 28 5 2
7J.x4dx:7x +c:7xT+c:—8x4+c ?84x5+c
4

e
4
Az eredményt irhatjuk tortkitevés hatvanyként, vagy gyokds formaban is.

3. feladat: _[ % dx
X

Megoldéas: Kezdjik most is a konstans szorzo6 kiemelésével.
6 1
—dx=6] —<dx

.[ 5 .[ 5

Az integralandé fliggvényben, amit integrandusnak is szoktak hivni, most egy hatvany reciprokat
latjuk. Ezt felirhatjuk negativ kitevés hatvany formajaban, s igy ismét csak egy hatvanyt kell majd
integralnunk. Ugyanigy jarhattunk el az ilyen fliggvények derivalasakor is.

efisdx: 6[xSax
X

A hatvany integralasakor most is néveljik eggyel a kitevét, és osztunk az Uj kitevével.

—5+1 —4
6J.x75dx:6x +c:6x—+c:£x74+c:—§i4+c
S+1 -4 -4 2 x

Az eredményt most irhatjuk negativ kitevs hatvany, vagy tort formajaban is.

4. feladat: J.5w/x- Jx dx

Megoldas: Az integralast ebbdl az alakbdl nyilvan nem tudjuk végrehaijtani, ezért elészor atalakitjuk
az integralando figgvényt. A gyokoket irjuk at tortkitevés hatvannya, amint azt egy korabbi
feladatban tettlk.

J. §x- VX dx = J(x . x%)%dx

Végezzik el a zardjelen belll a szorzast. Azonos alapu hatvanyok szorzasa esetén egyetlen
hatvanyt kapunk, melyben a kitevék 6sszeadddnak.
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I .xa)%dx _ J(xu%fdx _ J(xz)%dx

s Most egy hatvanyt tovabb hatvanyozunk. Ha ezt egyetlen hatvanyként irjuk, akkor a kitevék
szorzédnak.

— 1

3)\5 3.1 3
I(xzj dx = Ixz S5dx = jxlodx

= Az integrandust siker(lt egyetlen hatvannya alakitunk, igy végre tudjuk hajtani az integralast.

— 3 13

— 3 10+l 10 13
J.xﬁdx: ); +c:xl—3+c:£xﬁ+czgmx13+c

=2 +1 = 13
10 10

— Az eredmény most is tébb alakban irhat6. Hagyhatjuk tortkitevés hatvanyként, de irhatjuk gyokds
forméaban is.

— A feladatbdl lathato, hogy az integrandus megadott alakjabol nem lehet elvégezni az integralast. De
az atalakitasok utan mar olyan formaban kapjuk meg a flggvényt, ami egyetlen alapintegral. Az
integralasi feladatokban nagyon sokszor nem az okozza a fejtorést, hogy magat az integralasi lépést
hogyan hajtsuk végre, hanem hogyan készitstik el az integralast, azaz milyen médon alakitsuk at
az integrandust az integralas el6tt. Az atalakitasok soran nagyon gyakran olyan azonossagokra
hivatkozunk, amelyek a kdzépiskolabdl ismertek. Kiléndsen szeretnénk kiemelni a hatvanyozas
azonossagait, mert a hatvanyok gyakran fordulnak el6, s atalakitasukra tdbb azonossagot is
ismerunk.

I

— 5. feladat: _[\/E(Sx—5§/?) dx
Megoldas: Az integrandusunk most egy szorzat. Amint az korabban szerepelt, ilyen esetben nincs
altalanosan alkalmazhato integralasi szabaly. At kellene ezért alakitanunk gy a fiiggvényt, hogy
mar ne szerepeljen szorzas. Amint a korabbiakban, irjuk at most is a gyokoket tortkitevés hatvannya,
majd végezzik el a szorzast, azaz bontsuk fel a zardjelet.

— 1 1 1 11

- J‘\/Y(Sx—SQ/Y) dx :J.xf(Bx—Sxé)dx:j8x§x—5x§x§ dx

— Az integrandus mindkét tagjaban azonos alapu hatvanyok szorzata all, melyeket egyetlen
hatvanyként is irhatunk. A kitevék ekkor 6sszeadddnak.

1 11 1.4 1.1 3 5
8x2x —5x2x3dx = |8x2"" —5x2" 3 dx = | 8x2 — 5x6 dx

s Sikertlt elérniink, hogy mar nincs fliggvények szorzasa, hanem csak kuldnbsége. Ekkor tagonként
integralhatunk. Az egyes tagokbdl a konstans szorzokat kiemelhetjuk.

—_— 3 5 3 5 3 5

— J.Sxf—5x€dx=f8x§dx—_[5x€dx=8.[x7dx—5_[x§dx

— A két hatvanyt immar kiilon-kalon integraljuk.

— E [ 3 X6 16 5 30 11 16 530401

2 2 X X 2 1l 5 6/ 11
8|x2dx—-5)x6dx=8%= -5 +c=—x2—-——x6 +c=—x" ——x +c¢
5 Tu 5 11 5 11
2 6

e Mivel tortkitevés hatvanyokat integraltunk, az eredmény most is irhatd hatvanyként és gyékos
alakban is.

— 4x-9/x +6

— 6. feladat: j%dx

X

I

L]

Megoldas: Az integralandé fliggvény most egy tort. Sajnos a tértekre sincsen minden esetben
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hasznalhat6 integralasi szabaly. A figgvényt ezért ismét atalakitjuk az integralas elétt. Elsé
|épésben a gyokot irjuk hatvanyként.

dx

[ar-9vr+6, 7J'4x—9x%+6
2 X = 2

Mivel a tort szamlaldjaban dsszeg illetve kiildnbség all, a tortet tdbb tortre bonthatjuk ugy, hogy az
egyes tagokat kilén-kildn osztjuk a nevezdvel.

1 1
dx—-9x2+6 Ax 9x2 6
[aoodes  [a, el 6,
X X X X
A konstans szorzokat ezutan kiemelhetjik az egyes integralokbal.
4 ox? 6 1 1
X X X X
J.—de—J.—de'FJ.—de :4_.-—2dx—9.|.—2dx+6j.—2dx
X X X X X X

Az elsé két tagban azonos alapu hatvanyok hanyadosa all, amiket egyetlen hatvannya alakithatunk.
Ekkor a kitevok kilonbségét kell venniink. A harmadik tagban egy hatvany reciproka szerepel, amit
negativ kitev8s hatvanyként irhatunk.

4J%dx—9jx—idx+6.|.i2dx:4jx1_2dx—9J.x%_2dx+6_.-x_2dx =
X X X
= 4J‘x71dx—9J‘x7% dx+6j)f2 dx

Mar csak egy-egy hatvanyt kell integralnunk. Vigyazzunk azonban, mert az elsé tagban éppen xt
all, aminek integralasa kiilénbézik a tdbbi hatvany integralasatél. Eppen ezért, ez ne is irjuk

1
hatvanyként, hanem inkabb — alakban.
X
1 _3 _
4J.—dx—9_‘-x 2 dx+6.|.x 2 dx
X

Most hajtsuk végre az integralasokat.

3
3 -5+1 -2+1
4jldx—9jx7dx+6jx*2dx=4|n\x|-9x3 +6 +e=
X _E+1 -2+1
bt 1 18 6
:4|n‘x|—9x—1+6x—+c:4|n|x|+18x_?—6x_1+c:4|n|x|+___+c
5 -1 VX oox

Mint altalaban az ilyen feladatoknal, az eredmény most is tdbb alakban adhaté meg.

Most pedig térjiink vissza ahhoz a motivacios példahoz, amivel a lecke indult, és adjunk valaszt az
abban feltett kérdésekre.

7. feladat: Egy haz iy magassagban lévé ablakan kinyulva elhajitunk egy testet fliggélegesen
felfelé vy kezdeti sebességgel. Adjuk meg a test sebességét és talajtol valo tavolsagat az idé
fuggvényében. A légellenallast hanyagoljuk el, tekintsiik ugy, hogy csak a gravitaciés er6 hat a
testre.

Megoldas: Amint azt a korabbiakban megallapitottuk, a test gyorsulasat az id6 fliggvényében az
a(t) = g konstans fuggveény irja le. A fizikai példaban a megszokott jelolésekhez képest annyi az
eltérés, hogy a fliggvényt nem f jeldli hanem a, a valtozét pedig nem x jeldli hanem .
(Természetesen ha valakit ez zavar, akkor hasznélja az f'(x) = g jelolést.) Mivel a gyorsulas a
sebesség id6 szerinti derivaltja, igy ezt integralnunk kell a sebesség-idé fuggvény
meghatarozasahoz. Az integralas soran ¢ lesz a valtozo, igy most nem dx szerepel majd az
integralban hanem df.

v(t) = Ia(t) dt = J.g dt
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Mivel g konstans, hivatkozunk asz dx = kx+c, k e R alapintegralra, s igy az alabbit kapjuk:

I gdt=gt+c
Megkaptuk tehat a sebességet idben leiro fliggvényt, mely v(¢) = gt + ¢ lett.

Ez azonban nem egyetlen fliggvényt jelent, hanem végtelen sokat, hiszen a ¢ integraciés konstans
barmilyen valds értéket felvehet. Ez igy nyilvan nincs rendben, hiszen mi egy konkrét fliggvényt

kereslnk most, ami ennek a konkrét mozgasnak a sebességét irja le.

Itt ne feledkezziink el arrdl, hogy a test sebessége adott a mozgas kezdetén, azaz tudjuk, hogy a
t = 0 idépillanatban vy a sebesség felfelé. Ezt Ugy is irhatjuk, hogy v(0) = —v,. A negativ elSjel azért
van, mert amikor azt mondtuk a gyorsulas g, akkor hallgatélagosan kijeldltiik a mozgas leirasaban a

pozitiv iranyt. Mivel a gyorsulast vettik pozitivnak, ami lefelé mutat, igy a felfelé irany negativ lesz.
Ezért a felfelé iranyuld vy nagysagu kezdeti sebességet —vyp-ként kell irnunk.

Helyettesitsiink a sebességet leird fliggvénybe ¢ helyére 0-t.

v(0)=g-0+c=c

Tegyik egyenlévé a kétféle modon kapott v(0)-t, s kapjuk ¢ = —v.

Ezutan felirhatjuk azt a konkrét fliggvényt, ami az adott mozgas sebességét leirja.
v(t)=gt—v

Egy kozépiskolabdl ismert 0sszefliggést kaptunk, melyet ott a figgbleges hajitdsok kinematikaja
soran ismertiink meg.

Ha most tovabbmegylink, és le szeretnénk irni a test talajtdl valo tavolsagat is az id6 fliggvényében,
akkor ezt a fliggvényt is integralnunk kell, hiszen a sebesség az elmozdulas id6 szerinti derivaltja.

s(t) = _[v(t) dt = jgt— Vo dt

Az integralast természetesen tagonként hajtjuk végre, s az els6 tagbdl a konstans g szorzé
kiemelhetd.

gt—wydt=g|tdt— vodt:gﬁ—v0t+c*
RPN PN N

2
t *
Megkaptuk tehat az elmozdulast az idSben leiro fuggvényt, ami s(¢) = g? —vpt+ ¢ lett.

Ebben is szerepel azonban egy integraciés konstans, amit most c*-gal jeloltunk, hogy
megkildnboéztessik az el6z6 konstanstdl. Nyilvan most ennek a konstansnak is konkrét értéke kell
legyen. Tudjuk, hogy kezdetben /g magassagban van test, azaz ennek a fliggvénynek ¢ = 0 esetén
hq az értéke. Jeldlésben s(0) = hq. De s(0)-t ugy is megkaphatjuk, hogy az s(t) fliggvényben ¢
helyére 0-t helyettesitlink.

02
s(O):g7—v0-0+c*:c*

Tegyiik egyenlévé a kettét, s azt kapjuk: ¢* = hg.

Ezek utan felirhatjuk azt a konkrét fliggvényt, amely az adott mozgas soran a test helyét irja le az
id6 figgvényében.

t2
s(t) = g? —vot +hg

Ismét olyan &sszefiiggést kaptunk, ami mar a k6zépiskolabol ismert.
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[ Ellenérzé kérdések
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\ —VXx +c

| mehet

5. kérdés: | x(5% + 4) dx
(l n 2\/)F+2x2+c

':': %\/xig +2x%+¢

2\/; +ax 4 c

) %Jx’swxhc

1| mehet

J'x3+6x—3

6. kérdés: P dx

2
i ﬂ%+3ln|x|+%+c

| mehet

Motivacios példa

Mennyi munkat kell végezniink ahhoz, hogy egy m tomegt (rhajét 2 tavolsagra juttassunk a Fold
felszinétdl?

Egy latszdlag egyszerii feladattal allunk szemben, hiszen a munkat, amint azt k6zépiskolaban
fizikabol tanultuk, az er6 és az er6 iranyaba es6 elmozdulas szorzataként szamolhatjuk. Ezért
elészor arra gondolhatunk, hogy meghatarozzuk az Grhajéra haté gravitacios erét, és ezt
megszorozzuk A-val, hiszen a gravitaciés erével parhuzamos elmozdulas pontosan az, amennyivel
az (irhajo eltavolodik a Fold felszinétdl. De van egy kis gond, ami miatt ez mégsem ilyen egyszerd.
Mivel & nagy, ezért az (irhajora hato gravitacios eré nem tekinthet6 allandonak, hanem valtozik a
Fold kozéppontjatol vald tavolsag fliggvényében. Marpedig a munkat csak akkor szamolhatjuk a
fenti egyszerli modon, ha az erd allando. Valtozé er6 munkajardl kdzépiskolaban azt tanultuk, hogy
az er6-elmozdulas grafikon alatti alakzat teriilete adja meg az ilyen eré6 munkajat. Ennek jol ismert
esete a rugé nyujtasa. Ekkor tudjuk, hogy a rugé nyujtasahoz sziikséges eré egyenesen aranyos a
rugé megnyalasaval. Ezt irfja le az F, 06 = D - Al 6sszefliggés, melyben D a rugdallando, 41 pedig a
rugé megnyulasa. Ha abrazoljuk az er6t megnyulas figgvényében, akkor egyszer( linearis
fliggvényt kapunk.

F
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—_— Ha a rugot nyuijtatlan allapotbdl 4l-lel megnyuijtjuk, akkor a kozben végzett munka az abran kékkel
jelzett alakzat teriilete. Ez most kdnnyen meghatarozhato, hiszen egy derékszdgl haromszég
teruletét kell kiszamolni.

—_— 1 1 1 2

— W:Eﬂugéﬂl:E(D~Al)~Al:ED~AI

s Az (irhajé esetén azonban a Fold altal az lrhajora kifejtett gravitacios eré nem linearis a tavolsag
figgvényében, hanem a Fold kdzéppontjatdl mért tavolsag négyzetével forditva aranyos. A
gravitacios erére az alabbi térvény ismert:

L] Mm

- Fgrav = k—2'

p

= 11 mS 24

Ebben & a gravitacios allando | k = 6.67 - 10~ el M a Fold tomege (M: 6-10 kg), m az
g s

irhaj6 témege, r az lrhajonak a Fold k6zéppontjatol mért tavolsaga. Most r tolti be a valtozd

szerepét, azaz a gravitacios erd r-nek a fliggvénye. Jeldlésben ezt az alabbi médon fejezhetjlik ki:

L} Mm

- Fray = Fgrav(r) = k?-

s Ha most abrazoljuk az er6t a Fold k6zéppontjatdl mért tavolsag fliggvényében, akkor az alabbit

kapjuk.

1l
-

|
R R+h r

Ezen az abran a kékkel jelzett alakzat terlilete adja meg azt a munkat, ami ahhoz sziikséges, hogy
az (irhajo a Fold felszinétl 1 magasséagra tavolodjon el. Most egy olyan alakzat teriiletét kell
meghataroznunk, melyet egyik oldalardl a vizszintes tengely egy szakasza, két masik oldalardl a

figgdleges tengellyel parhuzamos szakaszok, negyedik oldalarél pedig egy fuiggvény grafikonja
hatarol. Mivel példaul valtozé eré munkajanak szamolashoz sziikség volt ilyen alakzatok teruletének
meghatarozasara, ki kellet dolgozni egy modszert, amivel ilyen gorbe vonalu alakzatok terilete
egzakt moédon meghatarozhaté. Ez vezetett el a hatarozott integral fogalmahoz, amivel az
alabbiakban ismerkediink meg.

Elméleti 6sszefoglald

Induljunk ki tehat abbol, hogy adott egy [a, b}n értelmezett folytonos f'(x) fliggvény, melyre f'(x)>0
teliestl az [a, b]-n, és szeretnénk meghatérozni az y =f(x), az y =0, az x = a és az x = b gbrbék
altal hatérolt alakzat teriiletét. Ez az alakzat lathato az alabbi abran.

%)

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson14.xml 2018.09.14.



COEDU

Osszuk fel az[a, b]intervallumot n részre valamilyen F,= {xo, Xy X2y vy xn} halmazzal, amelyre
a=xg <x¥ < Xxp < - <x,=bteljesll. Ezt az F, halmazt az[a, b] intervallum egy felosztasanak

nevezzuik. Egy-egy részintervallum hosszat a szomszédos osztopontok kulénbségeként kaphatjuk
meg. Az i-edik részintervallum hossza példaul x; — x;_1, melyet Ax;-vel is jelSlink. (A

részintervallumok nem feltétlenll egyforma hosszuak.) A felosztas finomsaganak nevezzik a
leghosszabb részintervallum hosszat, azaz max 4x-t. Valasszunk ki mindegyik [xl-,l, xl-]
részintervallumbél egy &; szamot. Emeljiink mindegyik részintervallum f6lé f(g“i) magassagu
téglalapot.

-

s ssssssnsssss s ==

Xn

Ezen téglalapok teriletének 6sszegével kdzelitjik a meghatarozandé teriletet. Ezt az 6sszeget az
adott felosztashoz tartozo6 kdzelitd 6sszegnek nevezzik, és o,,-nel jeldljik. irjuk fel ezt az dsszeget.
Az elsd téglalap teriilete: 7; :f(fl) . (xl —xo) :f(:fl) - Axy, a masodik téglalap terlilete
7, =f(§2) . (x2 —xl) :f(fz) - Ax,, az i-edik téglalap terilete 7; =f(£l~) . (x[ —xl»,l) :f(fl) - Ax;. Ezek
alapjan a kozelité 6sszeg a kdvetkez6:

0, = 7i+ T2+ R = 7;1 :f(él) . (xl—xo) +f(52) . (xz—x1)+ +f(f,) . (xn—xn_l) =

=f(&) - an +1(&) dxp+ ... +£(&) - 4x,,.

Ugyanezt révidebben is irhatjuk:

Noveljik a felosztasban a részintervallumok szamat, igy Ujabb és Ujabb felosztasokat kapunk. Ha az
osztépontok szamat minden hataron tul ndveljik akkor igy felosztasoknak egy sorozatat kapjuk.
Vérhat6éan az egyre tobb osztéponttal rendelkezd felosztasok egyre pontosabban fogjak kdzeliteni
az alakzatot, melynek terlletét meghatarozni szeretnénk. Ez azonban csak akkor lesz igaz, ha a
felosztas az osztépontok szamanak névelésével egyre finomodik is, azaz nem marad benne sehol

tul hosszu részintervallum. Ezt fejezzUk ki azzal, hogy olyan felosztassorozatot készitlink, amiben a
felosztas finomsaga nullahoz tart, azaz max 4x; — 0. Nem térténhet meg olyan a
felosztassorozatban, hogy az [a, b] intervallum egyik részén egyre siirisédik a felosztas, de valahol
mashol benne marad egy hosszabb részintervallum. Az ilyen felosztassorozatokat végtelenil
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finomodo felosztassorozatoknak nevezzik. Az alabbi abrakon ilyen egyre finomodé felosztasok
lathatok.

Definicio: Azt mondjuk, hogy az [a, b]-n értelmezett f'(x) fliggvény Riemann-integralhaté az [a, b}
n, ha a g, kozelitd 6sszegek sorozata minden végtelendl finomodo felosztassorozat estén
konvergens, és ugyanahhoz a szamhoz tart. Ekkor ezt a szamot az f'(x) figgvény [a, b]-n vett

b

Riemann-integraljanak, vagy hatarozott integraljanak nevezzik ésJ.f(x) dx-szel jeldljik. Ez
a

révidebben az alabbi jeldlésekkel irhato:

b n n
[roa= im0 (-x)= fim 2
max 4x;—0 max 4x;—0

Itt kell megjegyeznunk, hogy az egyszerliség kedvéért az elején olyan figgvényrdl beszéltiink, ami
az[a, b]-n pozitiv értékeket vesz fel. Ekkor a fenti definicié valoban a figgvény grafikonja és az x-
tengely k6z6tt elhelyezkedd alakzat teriiletét adja meg az [a, b]-n. Ha azonban a fliggvény negativ
értékeket is felvehet, akkor a téglalapokkal torténé kozelitésben f(f:,) is lehet negativ, igy az ]'(@)Axi
szorzat az i-edik téglalap teriletét eléjelesen adja meg. Ha f(zf,») > 0, a kozelitésben a téglalap az x-
tengely felett helyezkedik el. Ekkor ]'(@)Axi pozitiv, tehat valéban a téglalap tertletét kapjuk. De ha

f(zf,») < 0, a téglalap az x-tengely alatt helyezkedik el. Ekkor f(g})z]x,- negativ, s a téglalap teriletének
—1-szeresével egyenld. Ebbél kdvetkezéen, az integral a fliggvény grafikonja és az x-tengely kozott
elhelyezked6 alakzat teriiletét eléjelesen adja meg. Ha a fliggvény pozitiv, azaz grafikonja az x-
tengely felett halad, akkor valéban teriiletet kapunk, de ha a figgvény negativ, akkor a terilet —1-
szeresét kapjuk. Ezért kapjuk azt, hogy ha egy fliggvény el6jele megvaltozik az [a, b] belsejében, és
a pozitiv illetve negativ részen egyenlé nagysagu a terllet a fliggvény grafikonja és az x-tengely
koz6tt, akkor nulla a fuggvény integrélja az [a, b] intervallumon. Erre példa mondjuk az f'(x) = cosx
faggveény a [0, 7 ]-n.

Amint az dbran lathato, a pirossal illetve kékkel jeldlt alakzatok szimmetria miatt egyenld teruletliek,

de mig a piros az x-tengely felett, a kék az x-tengely alatt helyezkedik el. Az integralas igy a piros
alakzat teriiletét, a kék alakzat teriiletének pedig —1-szeresét adja. Igy a fliggvény integrélja a teljes
[0, 7] intervallumon ezek &sszeg, azaz nulla lesz.

A Riemann-integral hosszadalmas definicidja utan felvetédik az a kérdés, hogy milyen fliggvények
integralhatéak. Ezzel kapcsolatban két tételt mondunk ki bizonyitas nélkul.
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Tétel: Ha az f(x) fuggvény integralhato az [a, b] intervallumon, akkor f(x) ezen az intervallumon
korlatos. A korlatossag tehat szlikséges feltétele az integralhatosagnak. (Nem minden [a, b]n
korlatos fuggvény integralhaté [a, b]-n.)

Tétel: Ha az f(x) fuggvény folytonos az [a, b]intervallumon, akkor integralhaté is [a, b]n.

A hatarozott integralra vonatkozdan sok tétel bizonyithatd. Ezeket szoktak a hatarozott integral
tulajdonsagainak nevezni. Vannak kéztiik olyanok, melyek hasonléak, mint a hatarozatlan integral
tulajdonsagai.

Tétel: Ha f(x) és g(x) integralhatéak az [a, b]-n, k pedig tetszbleges valos szam, akkor a
k-f(x), f(x)+g(x)és f(x)—g(x) fuggvények is integralhatdak [a, b]-n, és

b b

J;k-f(x) dx = k~J;f(x) dx

b b b
Jre+swyar=] reyact | gy

b b b
[ -gae=[ reyas-] g ax

Tehat amint a hatarozatlan integralnal, ugy a hatarozott integralnal is konstans szorzé kiemelhet6 az
integralbdl, valamint dsszeget és kllénbséget tagonként integralhatunk. A kilénbségre vonatkozé
allitds a masik kett6bdl mar egyszeriien kdvetkezik.

A hatarozott integralnak vannak olyan tulajdonsagai is, amelyekben az integralasi intervallumnak
fontos szerepe van. A hatarozatlan integralnal ilyen tulajdonsagok nyilvan nem voltak.

Tétel: Ha f(x) integralhato a-tol b-ig, akkor integralhat6 b-t6l a-ig is, és

a b
J;)f(x)dx:—J;f(x)dx.

Azaz ha felcseréljik az integralasi hatarokat, az integral —1-szeresét kapjuk.
Tétel: Ha f(x) integralhat6 az [a, b]-n, akkor integralhato [a, b] barmely részintervalluman is.

Tétel: Ha f(x) integralhaté az[a, b}n, ésa < ¢ < b, akkor

b c b
J;f(x) dx = _Lf(x) dx + J;f(x) dx.

Ezt fogalmazhatjuk gy is, hogy az integralas az [a, b]-n részletekben is végrehajthatd. Pozitiv
értékl figgvény esetén szemléletesen arrol van szé, hogy a fliggvény grafikonja és az x-tengely
kozti teriilet az [a, b]-n tgy is meghatarozhatd, hogy vessziik a teriiletet az [a, c]-n, és hozzaadjuk
ateriletet[c, b]}n. (Az[a, b]intervallumon a teriilet a piros és kék alakzat teriiletének 6sszege.)

Tétel: Ha f(x) integralhatd az [a, c] és[c, b]intervallumokon, akkor integralhaté az [a, b]
intervallumon is, és
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b c b
J;f(x) dx = J;f(x) dx + J;f(x) dx.

— Tétel: Ha f(x) integralhaté az [a, b]-n, és f(x) > 0 minden x € [a, b] esetén, akkor

= b
_[ f(x)dx>0.

a

L}

— Ha nem negativ figgvényt integralunk, akkor az integral sem negativ.

—_— Tétel: Ha f(x) és g(x) integralhatéak az [, b]-n, valamint ' (x) > g(x) minden x € [a, b] esetén,
akkor

— ? ?

J‘f(x) dx > _[ g(x)dx.
a a

s Mas megfogalmazasban azt mondhatjuk, hogy a nem kisebb értéki fliggvény integralja sem kisebb.

—_— Tétel: (Az integralszamitas kdzépértéktétele) Ha f'(x) folytonos az [a, b}n, akkor létezik legalabb
egy ¢ € [a, b], melyre igaz, hogy

= b
[r@yar=r@ ¢-a

—_— Pozitiv értékii figgvény esetén szemléletes arrdl van szd, hogy az f(x) fliggvény grafikonjat tudjuk
metszeni olyan vizszintes egyenessel, ami alatt az [a, b}-n pontosan akkora teriletii téglalap van,
mint a fliggvény és az x-tengely kozti alakzat terilete az [a, b]-n. Az abran kékkel jelolt téglalap
tertlete f(&) - (b — a), mely megegyezik a figgvény grafikonja és az x-tengely kozti terllettel.

I

L]

Six)
fig)
a g b

— Tétel: (Newton-Leibniz-formula) Ha f(x) integralhaté az [a, b}n, és F(x) egy tetszéleges primitiv
fuggvénye f'(x)-nek, akkor

= b
J;f(x) dx = F(b) — F(a).

— Az F(b) - F(a) kiilénbség révidebb irésara gyakran hasznalatos az [F (x)]" jelslés.

s Ezt a tételt gyakran nevezik az integralszamitas alaptételének is, mert a hatarozott integral és a
primitiv figgvény kozotti kapcsolatot mondja ki. Ezzel lehetévé teszi szamunkra a hatarozott integral
pontos kiszamolasat olyan esetekben, amikor a definicié alapjan ezt nem tudnank elvégezni.
Marpedig a definicié alapjan csak nagyon kevés esetben szamolhaté ki pontosan a hatarozott
integral, s altalaban akkor is nagyon nehézkes.

I -

— Kidolgozott feladatok

= 8. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = x2 fuggvény grafikonja és az x-tengely kozotti alakzat teruletét
a[0, 2] intervallumon.

I

— Megoldés: Készitsiink egy abrat az alakzatrdl.
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E B
5 4
1
3 m
2 4
1 B
050 s 1 18 2 2k
X

— Amint athatd, egy olyan haromszéghdz hasonl6 alakzat teriilete a kérdés, amit feltlrél az f(x) = x?
fuggveény grafikonja, azaz egy parabola hatarol. Mivel a fuggvény a [0, 2] intervallumon nem vesz
fel negativ értéket, igy a terliletet megkapjuk, ha a fliggvényt integraljuk ezen az intervallumon.

—_— 2
T= I x% dx

0

— Meg kell hataroznunk £'(x) egy primitiv figgvényét, igy elészor hatarozatlanul integralunk.

s Hatvanyt integralunk, tehat eggyel noveljik a kitevét, és osztunk az uj kitevével.

I 3

- J.xz dx = X +c

3

—_— Mivel csak egy primitiv fliggvényre van szikséglink, igy c-t tetsz6legesen megvalaszthatjuk.

3
Legegyszeriibb a ¢ = 0 valasztas. Igy kapjuk, hogy f(x) = x? egy primitiv figgvénye F(x) = %

— Ezutan helyettesitiink a Newton-Leibniz-formulaba.

— 2 3 B 0¥ g
T:szdx— — ===

0 3 3 3 3

I 8

— A kérdezett terilet tehat E egységnyi.

s A késbbbiekben az ehhez hasonlé feladatok megoldasat révidebben irjuk majd. A primitiv figgvényt
nem hatarozzuk meg kiilén, hanem a hatarozott integral utan egybdl irjuk a primitiv figgvényt[]-ben,
feltiintetve a zardjel utan az integralasi hatarokat. igy a megoldas lényegében csak az utolsé sorbdl
all majd. Ha a primitiv fliggvény meghatarozasa nem ilyen egyszer{ mint most, akkor célszeri lehet
kildén elvégezni a hatarozatlan integralast, és utana visszatérni a hatarozott integralhoz.

= 4
9. feladat: Hatarozzuk meg azJ. X+/X dx hatarozott integralt!

1

— Megoldéas: A megoldas soran elészor primitiv fliggvényt kell keresniink, amihez alakitsuk at az
integrandust ugy, hogy egyetlen hatvanyt kapjunk.

— 4 4 4 4

f— 1 1+1 3

xJXdx=|x-x2dx=)x"2dx=)x2dx
1 1 1 1

— Adjuk meg a primitiv fliggvényt, hivatkozva a hatvanyok alapintegraljara, azaz néveljik eggyel a
kitevét, és osztunk az Uj kitevével. A primitiv figgvényt tegyiik a[]-be, és tiintessiik fel mégétte az
integralasi hatarokat. A primitiv fliggvényt irjuk minél egyszeriibb alakban.

] 4

- ¢ 3 3 2 4
J.xﬁ dx :J.xf dx = XT —[—\/x5:|
1 1 = 5 h

24

L}

L]

Helyettesitsik be a primitiv fliggvénybe a felsd integralasi hatart, majd vonjuk ki bel6le az alsé hatar
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helyettesitési értékét, és végezziik el a milveleteket.
4

4
Ixﬁdx:[éf} 2«/— ZJ— 32—§~1:%:12.4

1

8
10. feladat: J.
1%

S\H

Megoldas: Jarjunk el igy mint az el6z6 feladatban, azaz irjuk hatvanyként az integralandé
fuggveényt.

8
J‘i I %dx
1

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt, s hozzuk minél egyszeriibb alakra.

%’

8 8
1 _1 x3 _ §3 2
J‘1_3x Ix 3dx = % —|:2Vx :|1

1

Helyettesitslik be az integralasi hatarokat, és vegyuk a két helyettesitési érték kulonbségét. A felsé
hatar helyettesitési értékébdl vonjuk az alsé hatar helyettesitési értékét. A miveleteket ezutan
végezzik el.

8 8
o332 Z33fg2 332 _3 4.3 ,_23_
J‘lwdx—[zx/x_l e S BERT

Ha a primitiv fliggvényben szerepel valamilyen konstans szorzd, mint jelen esetben a E akkor azt

hatarok behelyettesitésekor rogtén kiemelhetjlk, igy nem kell kétszer leirnunk.

11. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = cos x fliggvény grafikonja és az x-tengely kozotti alakzat

terlletét a [%, 71:| intervallumon.
Megoldas: Készitsiink abrat a fliggvényrél és a kérdéses alakzatrol.

1.

0.5

Amint lathato, a fliggvény a megadott intervallumon negativ értékeket és a 0-t veszi fel, igy az
alakzat terlilete a fliggvény integraljanak —1-szerese lesz. Persze ezt gy is mondhatnank, hogy az
integral abszolut értéke lesz a terulet.

cosx dx| = CoSx dx

~
I
R

N|§‘—->-:

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.

T= €oS x dx = —[sin x]”

m\n'—-a
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s Helyettesitsik a felsé integralasi hatart, majd vonjuk ki bel6le az alsé hatar helyettesitési értékét, és
végezzik el a miveleteket.

L} T

f— T =—[sinx]% =—(sin7r—sin —):—(O—l):l

2 2

I

— A kérdezett terilet tehat pontosan 1 egységnyi.

= 12. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = X flggvény grafikonja és az x-tengely k6z6tti alakzat
tertletét a[-2, 1] intervallumon.

I .

— Megoldéas: Most is egy abraval célszer(i kezdeniink a megoldast.

I

L] W

-2 1.5 -1 05 Dj/]/

1]

-2

-4

a]

-3

r-10

— Amint lathato, a fliggvénynek az x = 0-nal zérushelye van, s a [-2,0) intervallumon negativ, a (0,1]

pedig pozitiv. A terlletet igy két részletben kell szamolnunk. Integraljuk egyrészt a fliggvényt a
[-2, O] intervallumon, és ennek az integralnak vessziik az abszolGt értékét, mert itt a fliggvény
negativ vagy 0. Ezzel megkapjuk a fliggvény és az x-tengely kozti terliletet [-2, 0] intervallumon.
Valamint vesszik a fuggvény integraljat a [0, 1] intervallumon, ami megegyezik itt a fliggvény és az
x-tengely kozti terllettel, mert a fliggvény itt pozitiv vagy 0. A teljes terliletet pedig a két terilet
osszegeként kapjuk.

— 0 1 0 1

L]

T= I xSdx +J.x3dx = —I xsdx+fx3dx
- 0 -2 0

L}

— Hatarozzuk meg a primitiv fuiggvényt.

— 0 1 AP et
T= —J. xsdx+jx3dx: 17 + T

-2 0 2 0

— Mindkét esetben helyettesitsiik az integralasi hatarokat, és felsé hatar helyettesitési értékébdl vonjuk
ki az als6 hatar helyettesitési értékét. A szamolasokat ezutan végezziik el.

= AT [T (o 2% (* o 1 17
T=—| +|—| =——-—"——|+|——— :—(O—4)+(——Oj:—:4.25

4 4 4 4 4 4 4 4
-2 0

— A kérdezett teriilet tehat 4.25 egység.

— 13. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = 2x —x2 fuggvény grafikonja és az x-tengely kézotti alakzat
terlletét a[-1, 4] intervallumon.

— Megoldas: Most is célszer(i abrazolni a fliggvény adott intervallumba es6 részét. Mivel masodfoku
fuggvényt kell abrazolnunk, célszerli meghatarozni a zérushelyeket. Emeljink ki x-et, mert igy azt
kell vizsgalnunk, hogy egy szorzat mikor egyenlé nullaval.

L}

L] 2 x= 0
2xx-x“=0 © x(2-x)=0 < vagy

2-x=0 & ¥=2
—_— A zérushelyek tehat x; = 0 és x, = 2. Ezek ismeretében mar kénnyen abrazolhatd a parabola. Mivel

x2 egyltthatdja negativ, ezért konkav parabolat kell rajzolnunk.
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A kérdéses alakzat most harom részbdél all, mivel a fliggvény két helyen is metszi az x-tengelyt az
adott intervallumon beliil. Az els6 rész a[—1, 0] intervallumhoz tartozé rész, a masodik a [0, 2]
intervallumhoz tartozo rész, s a harmadik a [2, 4] intervallumhoz tartozé rész. Mivel az elsé és a

harmadik részen a flggvény nem pozitiv, igy a terlilet meghatarozasahoz ezeken a részeken a
fuggvény integraljanak abszolut értékét kell venni.

0 2 4 0 2 4
T= I 2x —x% dx +J;2x—x2dx+ J.ZZx—xzdx :—I Zx—xzdx+.L2x—x2dx—J;2x—x2dx
1 -1

Hatarozzuk meg a primitiv fuiggvényt.
0 2 4 0 2 4
3 3 3
T:—J. Zx—xzdx+J.2x—x2dx—J.2x—x2dx: P B PV ()
-1 0 2 3 -1 3 0 3 2

Helyettesitsiik mindharom estben az integralasi hatarokat a Newton-Leibniz-formulanak
megfeleléen, majd hajtsuk végre a miveleteket.

R Ee
L e )
SIS EYECNE RREC R

Amint lathaté, minél tdbb helyen metszi a fiiggvény grafikonja az adott intervallumon belil a x-
tengelyt, annal tébb részben kell szamolnunk a teriletet. Mindig figyeljiink oda arra, hogy mely

részintervallumokon halad a fliggvény grafikonja a x-tengely alatt. Ezeken a részeken az integral
abszolut értékét kell venniink, azaz szorozni kell az integralt —1-gyel.

Ezek utan térjunk vissza ahhoz a motivacios példahoz, ami a hatérozott integrél bevezetése elétt
szerepelt.

14. feladat: Mennyi munkat kell végezniink ahhoz, hogy egy m témeg Urhajoét /i tavolsagra
juttassunk a Fold felszinétél?

Megoldéas: Amint az korabban szerepelt, az Grhajora a Fold altal kifejtett gravitaciés erd hat, amit

&
fliggvényében. A munka az Fgmv(r) figgveény grafikonja alatti tertlet az [R, R + /] intervallumon.

Mi
Foray = Fgmv(r) = kr—;n Osszefliggéssel irhatunk le a Fold kozéppontjatol mért tavolsag

Amint az egy korabbi abran lathaté volt, a fliggvény pozitiv értékeket vesz fel, igy a terllet a
fliggvény ezen intervallumon vett integraljaval egyenld. A valtozé szerepét most r tolti be, igy »
szerint integralunk.

R+h M
w= [ KMm g
R r

Mivel k, M, m konstansok, igy kiemelheték az integralbol.
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W = kMm ldr

Az integrandust ezutan irjuk negativ kitevés hatvany formajaban. igy mar kénnyen meghatarozhatd
a primitiv fliggvény, amit hozzunk minél egyszer(ibb alakra.

R+h 1 R+h 1 R+l
W = kMm _[ r 2y = kal:—} = ka[——]
R

Helyettesitsiik be ezutan az integralasi hatarokat, s vegylk a két helyettesitési érték kilonbségét.

R+h
W= ka[—i} - ka[—L - (_ED - ka(i _ 1 )
rlg R+h R R R+h

Ezzel olyan &sszefliggést kaptunk a munkara, amibe csak az (irhaj6 tdmegét és a felszintdl vald

eltavolodasat kell behelyettesiteni. Ha ezeket az adatokat ismerjik, a munka pontosan
kiszamolhato.

Ellen6rz6 kérdések

2! 7. kérdés: Hatarozzuk meg az f(x) = ¥/x fiiggvény grafikonja és az x-

tengely kozotti alakzat teriiletét a [0, 8] intervallumon.

mehet
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mehet

2 10. kérdés: Hatarozzuk meg az f(x) = sinx fiiggvény grafikonja és az x-

tengely kozotti alakzat teriiletét a [% g} intervallumon.

1
2
1
72
1
3
1
V3

mehet

’ 11. kérdés: Hatarozzuk meg az f(x) = 4—x? fiiggvény grafikonja és az x-

tengely kozotti alakzat teriiletét a [0, 3] intervallumon.

12. kérdés: Hatarozzuk meg az f(x) =x%+3¢ fiiggvény grafikonja és az x-

tengely k6zo6tti alakzat teriiletét a [-5, 1] intervallumon.

12

15

mehet

Elméleti 6sszefoglalé

A hatarozott integral nem csak olyan alakzatok terlletének meghatarozasat teszi lehetévé, melyek
egy flggvény grafikonja és az x-tengely kdzo6tt helyezkednek el, hanem mas gorbékkel hatarolt
alakzatokeét is. Ha példaul a folytonos f(x) és g(x) fliggvények grafikonjai nem metszik egymast az
[a, b]intervallum belsejében, akkor a fiiggvények grafikonjai, valamint az x = a és x = b egyenesek
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altal hatarolt sikrész teriilete, vagy maképp fogalmazva a fliggvények grafikonjai kozti teriilet az
[a, b]intervallumon a kévetkezd:

L} b

L]

T= J;f(x)—g(x)dx .

— Ha tudjuk, hogy az [a, b]-n f(x) > g(x), akkor az abszolut érték elhagyhatd, hiszen f(x) — g(x) nem
negativ értéki figgvény az [a, b]-n. Az dllitas helyességét az egyszeriiség kedvéért f(x) és g(x)
[a, b]-n pozitiv fliggvények esetén az alabbi dbra segitségével lathatjuk be.

I

- 3 Fix]

= :

Ezen lathatd, hogy az_.-f(x) dx megadja a pirossal és kékkel jelolt alakzatok teriiletének dsszegét,
5 a
azJ. g(x) dx pedig csak a piros alakzat teriiletét. A kékkel jeldlt sikrész teriilete igy a kettd
¢ b b
kilénbsége, tehat: 7' = J.f(x) dx —J. g(x) dx. A hatarozott integral tulajdonsagai k6zétt szerepelt,
a a
hogy azonos intervallumon vett integralok kilénbsége megegyezik a fliggvények kilénbségének
integraljaval, azaz:

s Két fliggvény grafikonja kozti terlletet tehat ugy kapjuk, hogy a nem kisebb fliggvénybdl kivonjuk a
nem nagyobbat, s kildnbséget integraljuk.

— Ha a két fliggvény grafikonja metszi egymast az [a, b]intervallum belsejében, akkor a grafikonok
kozti teriletet részletekben szamolhatjuk. Az alabbi abran lathato, hogy az f(x) és g(x) figgvények
grafikonjai metszik egymast a ¢ helyen.

L}

— —d ) glx)_~

al T M T IEJ 1

— Az[a, c]intervallumon f(x) > g(x), igy ezen a részintervallumon f'(x) — g(x)-et integraljuk, mig a
[e, b]intervallumon g(x) > f'(x), igy ezen a részintervallumon g(x) — 1 (x)-et integraljuk. A terlilet
tehat a kdvetkezé:

= ¢ b
r=[r@-gw v+ [ o) -reax

— Amennyiben nem szeretnénk vizsgalni, hogy az egyes részeken melyik fliggvény vesz fel nagyobb
értékeket, akkor megtehetjiik azt is, hogy tetszélegesen vesszik a két fliggvény klldnbségét, azt
integraljuk az egyes részeken, s az integraloknak vesszik az abszolut értékét. Ezt az alabbi médon
irhatjuk.

I

L]
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b
e -gea

r= ‘I /() -5 v

Ha a figgvények grafikonjai nem csak egy helyen metszik egymast, akkor természetesen tobb
részletben kell szamolnunk.

Lényegében ugyanigy jarhatunk el, ha két fliggvény grafikonja altal kdzrezart sikrész terllete a
kérdés. Az ilyen alakzat a grafikonok metszéspontjai kdzott helyezkedik el, amint az alabbi dbran
lathato.

llyenkor el6szor meg kell oldanunk az f'(x) = g(x) egyenletet. Ezzel kapjuk meg a metszéspontok
helyét, azaz a-t és b-t. Ezek utan az[a, b]-n nem kisebb fliggvénybdl kivonjuk a nem nagyobbat, s
kulonbséget integraljuk [a, b]n.

A gorbe vonallal hatarolt alakzatok teriiletének szamolasa a hatarozott integral legkézenfekvébb
alkalmazasa. De a hatarozott integral nem csak erre j6. Az alabbiakban a forgastestek térfogatanak

meghatarozasara ismeriink meg egy alkalmazast.

Tekintsiik az [a, b] intervallumon nem negativ, folytonos f'(x) figgvényt. Az f'(x) grafikonja, az x-
tengely, az x = a és x = b egyenes altal hatarolt alakzatot forgassuk meg az x-tengely korl, igy egy
forgastestet kapunk. Ez lathat6 az alabbi abrakon.

f
—
0 | o 0 x

Hatarozzuk meg ennek a forgastestnek a térfogatat. Hasznaljuk ehhez azt az eljarast, amit a terlet
meghatarozasakor alkalmaztunk. Osszuk fel az[a, b] intervallumot n részre. Az intervallum

felosztasa a forgastestet vékony rétegekre bontja.

¥ ¥
( 1,.//
)j-j,
_,_,-'-'-"‘f "
|R, R, R, R ! Si[Sa) - [ Sl o1 ISa
Ol x,=a x x / e, =b Mt 0 .r
X1 Ty

A vékony rétegekben hatarozzuk meg kozelitleg a térfogatot ugy, hogy lapos hengerrel kdzelitlink.
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Tekintsiik a k-adik részintervallumot, melynek szélessége Ax;. Valasszunk a részintervallumbdl egy
szamot, legyen ez ¢;. Hanyagoljuk el a fliggvény valtozasat a részintervallumon, és tekintsiik gy,

mintha az egész részen az f(ck) értéket venné fel a fliggvény. A forgatas soran igy az ivelt oldalu
rétegbdl egy lapos henger lesz, melynek sugara f(ck)-val egyenl6, magassaga pedig 4x;. Ez lathato
az alabbi abran.

Hajtsuk végre ezt a kdzelitést minden részintervallumon, igy a forgastestet egymas melletti lapos
hengerek sokasagaval kdzelitjik.

irjuk fel, hogyan szamolhato ki egy ilyen lapos henger térfogata. Mivel a k-adik henger sugara f(ck),
magassaga pedig 4x; a térfogata az alabbi:

Vi = n‘fz(ck)Axk.

Osszegezziik ezutan a hengerek térfogatat, ezzel egy kdzelitést kapunk a forgastest térfogatara.

n
N _ 2
V~ & Vk 1;1”] (ck)Axk

Ebben az 6sszegben felismerhetd, hogy a ﬂfz(x) fuggvény integralkozelité 6sszege.

A kozelités nyilvan anndl pontosabb lesz, minél laposabbak a hengerek. Noveljuk ezért az

osztépontok szamat, s vegyiik a fenti 6sszeg hatarértékét n — oo esetén, mikézben a felosztas
finomsaga egyre kisebb lesz, azaz max 4x; — 0. Ha létezik a hatarérték, megkapjuk a pontosan a

test térfogatat. A kdzelité 6sszeg hatarértéke pedig nem mas, mint a 7rf2(x) fuggvény hatarozott
integralja az [a, b] intervallumon.

b

n n
: : 2 2
V= lim V,= lim 7 f“(cp)Ax) :jn x) dx
n—»o 1;1 k n—o kz=:1 f ( k) * a f ( )
max 4x;—0 max Ax,—0

A konstans & kiemelhetd az integralbdl, s igy a forgastest térfogatara az alabbi 6sszefliggést kapjuk:

V=nr fz(x) dx.

S

Ezzel olyan képlethez jutottunk, amibe egy konkrét feladat esetén csak be kell helyettesiteniink az
adott fliggvényt és az intervallum hatarait, majd végre kell hajtanunk az integralast.

A fenti eljaras segitségével sok mas dologra lehet olyan képletet levezetni, amiben integral szerepel.

llyenek példaul a gérbe ivhossza, forgastest palastjanak felszine, kiterjedt test tomegkézéppontja és
tehetetlenségi nyomatéka.
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Kidolgozott feladatok

1
15. feladat: Mekkora az f'(x) = 4x ~x%+16s g(x) = — figgvények grafikonjai kozotti teriilet az
X

[1, 4] intervallumon.

Megoldéas: Készitslink egy abrat a két fliggvényrél a megadott intervallumon. Ha kiszamoljuk a két
fuggvény értékét az intervallum végpontjaiban, akkor a gérbék jelleg alapjan kdnnyi elkésziteni az
abrat.

fQ)=4-1-P+1=4

f@)=4-4-411=1
gW-1-1

d®-7

Az f(x) grafikonja egy konkav parabola, g(x) grafikonja pedig hiperbola. llessziink ilyen gérbéket a
meghatarozott pontokra.

Amint lathato, a megadott intervallumon beliil nem metszi egymast a két fiiggvény. igy egyszeriien
vennlnk kell a két figgvény kuldnbségét, s azt kell integralnunk a megadott intervallumon. Mivel
tudjuk, hogy az adott intervallumban f'(x) > g(x), igy ha az f(x) — g(x)kilénbséget vessziik, akkor
nincs sziikség abszolut értékre.

(4x—x2+1)—1dx

X

T=

RN

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.
4

4
T:J.l(4x—x2+l)—%dx:{bz—%3+x—lnx}

1

Helyettesitsik be az integralasi hatarokat, és vegyuk a helyettesitési értékek kilonbségét, és

végezzlk el a miveleteket.

2 X ’ ) & ) B
T:2x—?+x—|nx =|2-4 —?+4—In4—2~1—€+1—ln1:

1
=(32—6—;+4—|n4)—(2—%+1—0):12—|n4:10.61

A kérdéses teriilet tehat kozelitéleg10.61 egység.

16. feladat: Hatarozzuk meg az f'(x) = e* és g(x) = 2 —2x+ 1fliggvények grafikonjai kozti
terlletet a[—1, 1] intervallumon.

Megoldas: Készitsiink most is abrat a két fliggvényrél. Célszer(i most is meghatarozni a fliggvények
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értékét a megadott intervallum végpontjaiban.

= rety=et=troar
— fQ)y=et=e~272
— g(-1)=(-1)?-2-(-1)+1=4

— g)=1%-2.1+1=0

—_— Az f(x) exponencidlis fliggvény, g(x) pedig masodfokd tehat parabola. A gérbék jellege alapjan igy
mar kénnyi abrazolni a fliggvényeket.

L}

L]

Six)
—
A8 - 050 05 1 15

— Az abrardl gy latszik, a két grafikon x = 0-nal metszi egymast. Ezt a fliggvényekbe helyettesitéssel
kénnyen ellendrizhetjik.

— F0)=e=1

— g(0)=0%-0-1+1=1

—_— Mindkét fuiggvényl -et vesz fel, tehat az x = 0 helyen valéban metszik egymast. Mas metszéspont
nincs.

— A kérdezett terliletet a metszéspont miatt most két részletben integralva tudjuk meghatarozni.

_— Az els6 részen —1és 0 koz6tt g(x) > f(x), igy itt a g(x) — 1 (x) fuggvényt integraljuk, a masodik
részen 0 ésl kozott f(x) > g(x), ezért itt az f(x) — g(x) fliggvényt integraljuk, majd a két integralt
dsszeadjuk. igy nem sziikséges az abszollt értékét venni egyik integralnak sem.

— 0 1
T:_[ (x2—2x+1)—exdx+jex—(x2—2x+1)dx

-1 0

L}

— Hatarozzuk meg a primitiv figgvényeket.

_— 3 0 3 1
T=|| 2 —x?4x|-e"| +|e" -] —x%+x

3 3
-1 0

s Helyettesitsiik a Newton-Leibniz-formulanak megfeleléen az integralasi hatarokat, és hajtsuk végre a
miveleteket.

— 0 5 o] (1° 2 2 o 0o 0°

T=|—-0240-e0 |- | =L - (-1)?+ (D) —eH|+| - =+ P—-1|- |- —+0%-0|=
3 3 3 3
1 1 1 1
= (—l)—(———Z——]+( ——)—(1) =e+—~3.09
3 e 3 e
— A kérdéses teriilet tehat kdzelitéleg 3.09 egység.
— 17. feladat: Mekkora terilet(i sikrészt zarnak kozre az f(x) = x2—1és g(x) = 1 —x fuggvények

grafikonjai?
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Megoldas: Mivel két gérbe altal kdzrezart sikrész terllete a kérdés, ezért meg kell hataroznunk a
metszéspontjaikat. Oldjuk meg tehat az f'(x) = g(x) egyenletet.

2

¥¥ol=1-x & x?4+x-2=0 = X 0=

“1+P-4-1-(-2) _{ 1
2.1 ] -2

A kérdezett terliletet ezutan ugy kaphatjuk, hogy a két fliggvény kilénbségét integraljuk a két
metszéspont koz6tt, azaz a[-2, 1] intervallumon, s vessziik az integral abszolut értékét. Ha
azonban el tudjuk dénteni, melyik fliggvény nagyobb az intervallum belsejében, és a nagyobb értéki
fuggvénybdl vonjuk ki a kisebb értékit, akkor nincs sziikség az abszolut értékre. Ha készitiink egy

abrat, akkor arrél ezt le tudjuk majd olvasni. Az intervallum végpontjaiban a két fliggvény most
ugyanazon értékeket veszi fel. Mivel g(x) az egyszeriibb, igy ebbe célszeri helyettesiteni.

f(2)=g(-2)=1-(-2)=3
f)=g)=1-1=0

Az f'(x) masodfoku fuggveny, grafikonja konvex parabola, g(x) elséfoku, grafikonja egyenes. Ezek
utan mar kdnnyl egy jé abrat késziteni.

A[-2, 1] intervallum belsejében lathatéan g(x) > f'(x), ezért a g(x) — 1 (x) figgvényt integraljuk, s
igy nem lesz sziikség abszolut értékre.

1 1

T:_[ (1—x)—(x2—1)dx:j 2—x—x%dx
-2 -2

Hatarozzuk meg a primitiv figgvényt.

1 2 31
T:.[ 2-x—xldx=|2m- X
) 2 3 i

Helyettesitsik a hatarokat, és vegyik a helyettesitési értékek kilénbségét, és végezzik el a
muveleteket.

T—{Zx_x_z_x_g}l _[2,1_£_£]_(2.(_2)_ﬁ_£j_
2 3

2 3
:( _E—EJ—(—4—2+§):4.5
2 3 3

A két grafikon altal kozrezart teriilet tehat 4.5 egység.

18. feladat: Forgassuk meg az x-tengely koril az f'(x) = 3/x fliggveny [0, 8] intervallumhoz tartozéd
ive és az x-tengely kozotti sikrészt, és hatarozzuk meg a keletkez6 forgastest térfogatat.

Megoldéas: A megadott fliggvényt és intervallumot helyettesitsiik be a forgastest térfogatanak
képletébe, amit az elIméleti 6sszefoglaloban ismertiink meg.

b 8
V= njfz(x) dx = nj(%)zdx
a 0
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Alakitsuk at az integrandust egyetlen hatvannyda, majd hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.
8

8 8 8 5 8

1 2 3 3

Vzn_[)(%)zdxzn_[)(wj dx=7rjx3 dx =1 % =g7r[3 xs}

0 =
3o

Helyettesitsiik a fels6 hatart, és vonjuk ki bel6le az alsé hatar helyettesitési értékét. Azutan
végezzik el a miveleteket.

8
V= En[%/x_s} - gn(i@ - %/@) - %(32—0) - %nz 60.32
0

5

A keletkez6 forgastest térfogata tehat kozelitleg 60.32 egység.

Jx+1

tartozo ive és az x-tengely kdzotti sikrészt, és hatarozzuk meg a keletkez6 forgastest térfogatat.

19. feladat: Forgassuk meg az x-tengely koériil az f'(x) = figgvény [1, 5] intervallumhoz

Megoldas: Mint az el6zé feladatban, most is behelyettesitiink a forgastest térfogatanak képletébe.

b 5 ——\2
V=mr fz(x)dxznf( x+1J dx
a 0 X

Végezzik el a négyzetre emelést.

Bontsuk fel a tortet két tort 6sszegére, és végezzik el kiildn-kildn az osztast.

5 5 5
1 1 1 _
V=n'J‘x+2 de=n'J‘12+—2dx=n'J.—+x 2 dx
0 x 0x° x 0X

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.

2 4P 1P
4 =ﬂj—+x_2dx=7r[|nx+x—} =7r|:|nx——:|
0x 1

Helyettesitsiik az integralasi hatarokat a Newton-Leibniz-formula szerint, és végezziik el a
muveleteket.

oo 3 ) o0

= n'(lnS + ij ~ 7.57
5

A forgastest térfogata kozelitéleg 7.57 egység.

Ellen6rz6 kérdések

13. kérdés: Mekkora az f(x) = e* és g(x) = 2x—x+2 fiiggvények grafikonjai

kozti alakzat teriilete a [0, 1] intervallumon?

5
——e
3
5
—+e
3
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11

—=-e
3

11

—+e
3

mehet

2 14. kérdés: Mekkora az flx)= x% és 2(x) =2—x fiiggvények grafikonjai
kozotti sikrész teriilete a [0, 2] intervallumon?

2 15, kérdés: Mekkora teriiletii sikrészt zarnak kdzre az f(x) = x° és g(x) = 3¢

fiiggvények grafikonjai?

mehet

16. kérdés: Forgassuk meg az x-tengely koril az f(x) = = fiiggvény [1, 4]
x

intervallumhoz tartozo ive és az x-tengely kozotti sikrészt. Mekkora a
keletkez6 forgastest térfogata?

mehet

72 17. kérdés: Forgassuk meg az x-tengely kériil az f(x) =x/x— 1 fiiggvény

[1, 2] intervallumhoz tartozé ive és az x-tengely kozotti sikrészt. Mekkora a
keletkez6 forgastest térfogata?
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17
T
12

ek et

Tovabbi kidolgozott feladatok

cos2
20. feIadat:J.—)f dx
COSx —SInx

Megoldas: Egy csunya tortet kellene integralnunk, és a tértek integralasra nincs altalanos integralasi

szabaly. Ezért at kell alakitanunk valahogy az integrandust. K6zépiskolabdl ismert a

€08 2x = COsx — Sin’x azonossag. Hasznaljuk fel els6ként ezt.
.[ €0S 2x J‘ cos?x — sinc
- dx
COSx—SInx CoSx —Sinx

A szamlaldban felismerhetjik, hogy egy a2 - b2 tipusu kifejezés, amiben a szerepét most cosx, b
szerepét pedig Sin x tolti be. Mivel a? - = (a — b)(a+ b), a szamlalot szorzatta tudjuk alakitani.

J‘COSx sm2x J‘(COSx smx)(c05x+smx)

coSx —sinx coSx —Ssinx

Ezek utan pedig egyszerUsithetjiik a tortet COS x — Sin x-szel.

J‘ (cosx —sinx)(cosx + smx)

= J.COSx+sinx dx
coSx —sinx

Ezzel nincs tdbbé tort, hanem csak két alapintegral 6sszege szerepel, melyeket tagonként
integralunk.

_[c03x+sinx dx :jCOSx dx+jsinx dx =sinx —cosx+c

in2
—SIn
21. feladat: | 42"dx
- SIN“x

Megoldas: Mivel a szamlaldban egy kiildnbség all, a tortet felbonthatjuk két tort kiilonbségére.

J' x% —sin’x .[ x2 sin’x
X = -
*2 - sin’x x%.sin’x  x?-sinfx

dx

Mindkét tort egyszerlsithetd, az els6é xz-tel, a masodik sin’x-szel.

I x? sm x J‘ 1
2 2. 2
X< -sin‘x - sin® x sinx x?

A masodik tértben egy hatvany reciproka all, amit irjunk inkabb negativ kitevés hatvanyként.

1 1 _
'[smx x? :Isinzx -t

igy mar csak alapintegralok kiildnbsége szerepel, melyeket kiilén-kiilén integralunk.
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-1
I 12 —xfzdx:—ctgx—x—1+c:E—Ctgx+c

sin“x - X

L}

+2
- 22. feladat: I 51
ix + 1

— Megoldéas: Az integrandus egy elég bonyolult tort, azonban észrevehetd, hogy a szamlalé olyan
osszegre bonthatd, melynek egyik tagja a nevezd egyik tényezdjének, masik tagja pedig a nevezd
masik tényezdéjének a szam szorosa.

et 3x2 2

5x +2 xS+ 2(x +1
7 dx = I T3 dx
x? ( + 1) x° - (x + 1)

— Ez azért j6, mert igy a tortet két tort 6sszegére bonthatjuk, és a keletkez6 térteken belll
egyszerUsithetlink.

— Ix“+2(x“+1 3x2 2(x2+1 3 2
I 2 (2 dx = I 2 (2. 2 I

x~(x +1) x~(x +1) x~( ) x+1 x?

— Az 8sszeget természetesen tagonként integraljuk, a konstans szorzék pedig kiemelheték.

— 3 2 3 2 1 1

f— J.2—+—zdxZJ.Z—dX‘FJ.—de:sJ-Z—dX‘FZJ.—ZdX

x“+1 x x“+1 X x“+1 X

e Az elsé tag alapintegral, a masodik tagban pedig a reciprok helyett irjunk inkabb negativ kitevés
hatvanyt.

L}

1

— 3j dx+2_[ dx = 3_[ 1dx+2j

— Ezutan mar csak be kell helyettesitentink a megfelel6 alapintegralokat.

— 1 - xt 2
SJ. i dx+2J.x dx = 3arctgx + 2— + ¢ = 3arctgx — — + ¢

x“+1 -1 X

— 23. feladat: Hatarozzuk meg azon véges sikrész teriiletét, melyet a koordinatarendszer két tengelye
ésaz f(x) = -8 flggveény grafikonja hatarol.

— Megoldas: Készitsiink egy abrat a fliggvényrél, hogy lathassuk, hogyan is helyezkedik el a
kérdéses alakzat a koordinatarendszerben. Az abrazolas kénnyd, hiszen az x3 grafikonjat kell 8-cal
lefelé eltolnunk az )-tengely mentén.

I

L]

44
5] fix)
-l ] 3
1
e
41
-H 1
-10-
I
L]

Amint lathato, a negyedik siknegyedben van olyan sikrész, ami a feladat feltételeinek megfelel.

Nyilvan sziikséglink van arra, hogy meghatarozzuk, hol metszi a fliggvény grafikonja az x-tengelyt.
Az abrardl sejthet6, hogy x = 2 a zérushely, s ez a fliggvénybe helyettesitéssel konnyen

ellendrizhets is. Természetesen az x° -8 = 0 egyenletet is megoldhatjuk, s ezzel is igazolhatjuk,
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hogy 2-nél van a metszéspont. igy egyértelmi, hogy az alakzat a [0, 2] intervallumon talalhaté. Mivel
itt a figgvény negativ értékeket vesz fel, igy a teriletet a fliggvény ezen intervallumon vett
integréljanak —1-szerese adja.

2
T:—Lx3—8dx

Hatarozzuk meg a primitiv figgvényt.

Helyettesitstink a Newton-Leibniz-szabalyba, és hajtsuk végre a miveleteket.

a 0*
T:—([T—s.2]—[7—8-01]:—((4—16)—0)=12

24. feladat: Mekkora terilet(i véges sikrészt zarnak kozre az f'(x) = x> +xés g(x) = 5x figgvények
grafikonjai?

Megoldas: Mivel két figgvénygrafikonja altal kozrezart sikrész terlilte a kérdés, igy el6szor meg kell
hataroznunk, hol metszik egymast a grafikonok. Oldjuk meg az f'(x) = g(x) egyenletet.

Prx=5r o X*-4x=0 o x( 2—4):0
Ha az els6 tényez6 nulla, akkor az x = 0 megoldast kapjuk.
Ha a masodik tényez6 nulla, akkor X2 = 4, amibél vagy x = 2 vagy x = —2.

A két figgvény grafikonja tehat 3 helyen is metsz egymast. Ez azt jelenti, hogy a két grafikon altal
kozrezart alakzat két részbdl all, mert van kdzrezart alakzat az elsd két metszéspont és a masodik
két metszéspont kdzott is. Ezt jol lathatjuk, ha abrazoljuk a két fliggvényt. Az abrazolashoz célszeri

meghatarozni a fliggvények értékét a metszéspontokban. Ezeken a helyeken a két fliggvény azonos
értéket vesz fel. Mivel g(x) az egyszeriibb fliggvény, igy célszerli abba helyettesitve szamolni.

f(-2)=g(-2)=5-(-2)=-10
f(0)=2(0)=5-0=0

f(2)=2()=5-2=10

154

03 £(x)

° e
1 2

A kérdéses terllete két integrallal hatarozhatjuk meg. Mivel a[-2, 0] intervallum belsejében
f(x) > g(x), ezért ezen az intervallumon integraljuk az f'(x) — g(x) figgvényt, s mert a[0, 2]
intervallumon g(x) > f(x), ezért ezen az intervallumon integraljuk az g(x) — /' (x) figgvényt. A

terllet a két integral 6sszege lesz.
0 2 0 2

T:_[ ( 3+x)—5xdx+.[ 5x—(x3+x)dx :I x3—4xdx+_[4x—x3dx
-2 0 -2 0

Hatarozzuk meg a primitiv figgvényeket.
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2

0 2 4 0 4
T:J.x3—4xdx+_[4x—x3dx: S N R
) 0 4 ., 4

0

Helyettesitsiik az integralasi hatarokat a megszokott médon, és végezzik el a mlveleteket.

A e o2

=(0-(4-8)+((8-4)-0)=4+4=8
A kozrezart alakzat teriilete tehat8 egység.

A feladatot egy integral kiszamolasaval is megoldhatjuk, ha kihasznaljuk azt, hogy a kdzrezart
alakzat két része szimmetrikus az origora. Ekkor elég az egyik integralt kiszamolnunk, és annak
duplajat venni. Szimmetrikus alakzatok esetén igy csOkkenthetjliik a szdmolas mennyiségét.

25. feladat: Mekkora teriletli véges sikrészt hatarolnak az alabbi figgvények grafikonjai?
f)=4-2x2 g(x)=x?+4, h(x)=6x—4

Megoldéas: Most meg kellene keresniink az 6sszes olyan pontot, ahol két fliggvény grafikonja metszi
egymast. Ehhez harom egyenletet is meg kéne oldanunk, hiszen barmely két fliggvényt egyenlévé
kellene tennlink egymassal. Készitslink inkabb egy abrat a harom fliggvény grafikonjarol és
olvassuk le az abrardl a metszéspontok helyét. Az abrazolas soran azt hasznaljuk ki, hogy ismerjik
a fuggvények jellegét. Az f(x) =4 — 2x° egy konkav parabola lesz 4 egységgel eltolva az y-tengely

mentén. A g(x) = x2 + 4 konvex parabola szintén 4 egységgel eltolva az )-tengely mentén. A
h(x) = 6x — 4 pedig egyenes, ami —4-ben metszi az )-tengelyt, s a meredeksége 6.

207

Az &brardl leolvashatd, hogy 6t koz6s pont van, sezekazx=-4, x=0, x=1, x=2, x=4
helyeken vannak.

Az is lathaté azonban hogy a harom fliggvény grafikonja altal hatarolt alakzat szempontjabdl csak az
x=0, x=1, x=2helyeken lévé metszéspontok érdekesek, mert a[-4, 0] és intervallumokon csak
két figgvény grafikonja altal hatarolt alakzat alakul ki.

Nagyitsuk fel ezutan az abra Iényeges részét.

101
8_
5 g(x)
st x
23 Fix ")
% 1 1\§\2 25

Az alakzatot az x = 1helyen két részre kell bontanunk, mert mas fliggvény grafikonja hatarolja
alulrél a [0, 1] és mas az[1, 2] intervallumon. Ebbél kévetkezik, hogy a terlletet két integral
Gsszegeként kaphatjuk meg. A[0, 1] intervallumon a g(x) — f'(x) figgvényt kell integralnunk, mig az
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[1, 2] intervallumon g(x) — A(x) figgvényt.

- 1 2 1 2
_ 2 2 2 _ 2 2
T—_[(x +4)—(4—2x )dx+j(x +4)—(6x—4)dx —I3x dx+_[x —6x+8dx
0 1 0 1

— Hatarozzuk meg primitiv figgvényeket.

L} 2

- i 2 i 2 st [ Lo
T:ISX dx+jx —6x+8dx:[x J +| ——3x“+8x

0 1 0 3
il

— Helyettesitsiik az integralasi hatarokat, és végezzik el a miveleteket.

L} 2

- 1o[® 2 2

T=[x*] +| T -3+8r| =(F-0%)+|| = -3.22+8-2|-| = -3 P+8.1||=
0 3 3 3
1
8 1 7
= 1+(——12+16)—(——3+8]: =
3 3 3

L} 7

f— A harom fiiggvény grafikonja altal hatarolt alakzat teriilete tehat 3 egység.

26. feladat: Forgassuk meg az x-tengely korll az f'(x) = ctgx figgvény E’ E intervallumhoz
tartozé ive és az x-tengely kozotti sikrészt. Hatarozzuk meg a keletkez6 forgastest térfogatat.

e Megoldas: Helyettesitslink be a forgastestek térfogatanak képletébe.

I T

L] 2
V= _[ ctg ¢ dx

%
— Az integrandus egy 0sszetett fliggvény, s az dsszetett fliggvényekre nincs altalanos integralasi
szabaly. Mivel varhatdéan nem lesz egyszer( primitiv flggvényt talalni, ezért végezzik el kulén a
hatarozatlan integralast. Prébaljuk atalakitani ugy az integrandust, hogy integralhaté fliggvényt, vagy
azok dsszegét kapjuk. Induljunk el a legegyszeriibb széba johetd dsszefuggésbél, mely szerint
COSx

ctgx = ——, és irjuk ezt be az integrandusba. Mivel igy egy tort négyzetét kapjuk, ezutan ugy
sinx

alakithatunk tovabb, hogy kulén emeljik négyzetre a szamlalot és a nevezét.

= COSx 2 COSZx
Ictgzx dx = J.(—) dx = J. — dx

sinx sin“x

— Még nem latszik pontosan miért j6 ez az atalakitas, de kbzépiskolabdl tobb olyan dsszefiiggés is
ismert, melyben Sinzx és coszx szerepel, igy ebben az irdnyban tovabb alakithaté a fliggvény. Ismét
a legegyszeriibb 6sszefliggésbdl menjlnk tovabb, ami a

_— 02 2 _ . . . 2 .2 . -

— sin“x + cos“x = lazonossag. Rendezziik ezt at c0S“x = 1 — sin“x alakra, és helyettesitsiink be az
integrandus szamlalgjaba.

I 2 .2

cos 1-sin

- J. _zxdx:.[ — Y ix

sin“x sin“x

s Bontsuk fel ezutan a tortet két tort 6sszegére azaltal, hogy kilén osztjuk el a szamlalé tagjait, majd
egyszerUsitsunk, amelyik tértben erre lehetéség van.

— 1—sin’x 1 sin’x 1
I — dx:I —— - _2dx:J. ———1ldx

SIn“x SIn"x  SIN“x SIN“x

s Ezzel sikerult elérnlink, hogy az integrandus két alapintegral kilénbsége lett. A tagokat kulon-kulén
integralhatjuk, s az alapintegralokat egyszeriien be kell helyettesiteniink.

L}

L]
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1 1
———1dx=|—-dx—|ldx=—-Ctgx—x+c
sin’x '[sinzx I »

A primitiv figgvényt sikeriilt meghatarozni, de talan az olvaséban felvetddik az a kérdés, miért nem

a nevezében allé sin®x helyére helyettesitettink 1 — coszx-et, hiszen ezt is megtehettiik volna.
Természetesen ez az atalakitas sem lett volna hibas, de ekkor nem tudtuk volna tovabb alakitani az

integrandust. A tortek esetében tébbszor hajthatunk végre olyan atalakitast, hogy kulén osztjuk el a
szamlalo tagjait. Ehhez arra van sziikség, hogy a szamlaléban alljon 6sszeg vagy kildnbség, és ne

a nevezBben. Az is fontos volt a tovabbi alakitas soran, hogy a szamlalé egyik tagja megegyezett a
nevezovel, s igy tudtunk egyszer(siteni. Az egyszerisités utan kapottl pedig alapintegral, hiszen

Ildx=x+c.

De térjunk vissza a forgastest térfogatahoz.

T
V=] ctg® dx = [-ctgx — Z:(_tf_fj_(_tf_fj:
ctgx [-ctgx xlé c92 > ch 5

oN—TNN

g

A keletkez6 forgastest térfogata tehat 0.68 egység.

Ellen6rz6 kérdések

18, kérdés: | B2

cosx—sinx

E sinx +cosx +c
sinx—cosx +c
cosx—sinx+c

—Sinx—CoSx + ¢

mehet

2.
19. kérdés: | SO0 4
X~ -COS"™x
x—z-tgx+c
2
x—2+tgx+c
2
Inx-tgx+c
n Inx+tgx+c
mehet

2
20. kérdés:_[ - ;c dx
x“-x+1
1
——arctgx +c¢
X
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1
it —— —arctgx +c
1} X

I 1—2arctgx+c
X

1
(l —= —2arctgx +
Il E . gx+c

if mehet

— [ —
— ':': 21. kérdés: Mekkora annak a véges sikrésznek a teriilete, melyet a
(t koordinatarendszer két tengelye és az f(x) =x+1 fliggvény grafikonja
i hatarol?
IIII
Il
i
1l
IIII
Il
IIII 3
I
I J—
I'||'| E 4
IIII
II|I i
I:I: 5
Il
IIII E
( 6
i mehet
(
i
1l
— il - 3
— il 22. kérdés: Mekkora teriiletii véges sikrészt zarnak kézre az f(x) =x°—4x
|:|: és g(x) =—3x fiiggvények grafikonjai?
II|I
1l
IIII
Il
i
1l
( B L
i 2
IIII
\ 2
1l —
IIII 3
Il
IIII
IIII i
I 4
|||| mehet
Il
i
1l
IIII
— f 2

Il 23. kérdés: Tekintsiik az f(x) = X2, 2(x) = YT +3, h(x) =—2x fliggvényeket.

Mekkora a harom fiiggvény grafikonja altal hatarolt véges sikrész
1 teriilete?

fl mehet

file://Z:\Coeditor\data\local\course551\lesson14.xml 2018.09.14.



COEDU Page 36 of 36

i\ 24, kérdés: Forgassuk meg az x-tengely koriil az f(x) = tgx fliggvény [0, %}

intervallumhoz tartozo ive és az x-tengely k6zotti sikrészt. Mekkora a
i keletkez6 forgastest térfogata?
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