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2.3.1 Tobbvaltozés fiiggvények bevezetése, miivele...

Tanulasi cél: Megismerkedni a tébbvaltozoés fliggvények fogalmaval, kiilénds tekintettel a
kétvaltozos fliggvényekre. Begyakorolni a kilénféle fliggvénymiveletek elvégzését, elsésorban
a kompozicié miveletére figyelemmel. Begyakorolni egyszeriibb képleti kétvaltozés

fliggvények szintvonalainak meghatarozasat.
Tananyag:

Elméleti 6sszefoglalé: A kétvaltozds fliggvények értelmezési tartomanya rendezett
szamparokbdl all, a haromvaltozésoké rendezett szamharmasokbdl, és igy tovabb.
Behelyettesitéskor tigyelni kell arra, hogy a megadott pont els6 koordinatajat irjuk az elsé
(altalaban T -el jeldlt) valtozé helyére, a masodikat az (altalaban Y -al jelslt) masodik valtozd

helyére, és igy tovabb. Kiiléndsen a kiilonféle kompoziciok esetén fontos erre figyelni.
A kompozicidk kozil a két leggyakoribb fajta az alabbi.

Adott két egyvaltozds fliggvény, (t) ésy (t) , valamint egy kétvaltozos fliggveny f ($,y) .
Ekkor f (1; (t) Y (t)) egy egyvaltozés fiiggvényt definial (azokra a T -kre, ahol a formulak

értelmezhet6k). Hasonlo elé6fordul haromvaltozés esetben is.

Adott két kétvaltozds fliggvény: ¢, (m‘jy) és (x7y) , valamint egy f (5[;7y) , szintén
kétvaltozés fiiggvény. Ekkor, ahol értelmes, az f (u (x7y) U (x7y))formula egy Ujabb

kétvaltozos fuggvenyt definidl. Ez is altalanosithatd tobb valtozo esetére.

Ha az f (3;7y) kétvaltozos fliggvény grafikonjat (ami a legtdbb esetben egy fellilet) elmetszik

a < = C egyenleti sikkal, akkor egy vonalat kapunk. Ennek egyenlete implicit alakban

f (ill',y) =C-

Ezt a gorbét hivjuk a € magassaghoz tartozé szintvonalnak. Egyszer(ibb f esetén ezek a

vonalak kiilénbozé € -kre felvazolhatok egy koordinata rendszerben, ezek rendszere
informaciot nyujt a fliggvény viselkedésérdl.

Kidolgozott feladatok

1. feladat Tekintsik az f (7,7 = z?y — x + 2y, D; = R? kétvaltozos fuggvenyt.



2.3 Tobbvaltozés fiiggvények

Szamoljuk ki az f (1’ 2) ,az f (27 1) ésaz f (37 3) helyettesitési értékeket.

Megoldas: Kezdjik f (17 2) értékével. Ekkor az L helyére helyettesitiink 1 -et, az ¥ helyére

2-t. lgy kapjuk, hogy

f(1,2)=172-1+4+22=2-1+4=5

f (27 1) kiszamolasakor az L helyére irunk 2 -t és az Y helyére 1 -et. Ekkor
f(2,1)=2"1-2421=4—-2+2=4

f (3, 3) kiszamolasakor mindkét valtozé helyére 3 -at kell irni, ekkor kapjuk, hogy

f(3,3)=3"3-3+23=27-3+6=30
2. feladat Tekintsik az f (x,y) =z 4+, Df — RZésa
q (x,y) =y, D,= R? kétvaltozos fiiggvenyeket. Hatarozzuk meg az f + ¢, az

f — g.az fgésad fiiggvényeket.

f

Megoldas: Legyen 14 = f + g - Ekkor az U fiiggvény hozzarendelési utasitasa
u(zy) =flzy)+g(@y) =z+y+ay
z . ’” - 7 7 . 7 . 2
és, mivel ezeket a mlveleteket korlatozas nélkul el lehet végezni, Du = R-.
Hasonléan, legyen v = f — ¢ . Ekkor a U fiiggvény hozzarendelési utasitasa
v(zy)=f(zy) —g(@y) =z+y—ay
ésmostis ) — R2.

v

Ugyanigy, haw = f ¢, akkor
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w(z,y) = f (z,y) g (z,y) = (x+y)vy = 2°y+ xy®, D, = R*

Végll az o g fliggvény esetén a hozzarendelési utasitas

f

Ty .
r+y

< (:L"y) =

Az értelmezési tartomany az a halmaz, ahol ez a kifejezés értelmes. A tort miatt persze a

nevezé nem lehet nulla. © 4+ ¢y = (0, ha¥ = —T . Asik pontjai kziil tehat el kell hagyni az

(x, — :1:) koordinataju pontokat. Tehat

D, = R? — {(ZL‘, - ZL')‘:L‘ S R}
3. feladat Tekintsiik az

flay) =222y +1+1, D;={(zy) € Ry > —1)} fggvényt. irjuk fel az
f(t,t*) 2z f (ab,b)ésaz _ p & formulakat.
() fla=b3)

Megoldas: Sorban elvégezve a helyettesitéseket kapjuk, hogy

f) =28V +1+1,

f (abb) = 2(ab)*Vb+1+1-

f(a—b,%) zz(a—b)Q,/%+1+1'

4. feladat Tekintsik az f (1) = zy? + 3z — v, Dy = R? kétvaltozos fuggvényt és

az (t) =t—1, Yy (t) — tz mindeniitt értelmezett egyvaltozds fiiggvényeket. irjuk fel a

h (t) = f (3; (t) Y (t)) egyvaltozos fliggvény képletét és szamoljuk ki a j (()) ésaf (1)

helyettesitési értékeket.

Megoldas: Kezdjlik a hozzarendelési utasitas felirasaval:

h(t)=f(x(t),y(t) = fF(t—1,12) = (t—1) () +3(t—1)—t> = ' —t*—43t—3
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Ebb&l mostmar

és

h(l)=1-1-1+3-3=-1.
5. feladat Tekintsiik a minden(itt értelmezettf (:L‘,y) — (xy + 1)2 » U (x,y) = gy es

v (x7y) =x+y kétvaltozds fliggvényeket. irjuk fel a (x7y) — f (u (x)y) U (g;7y))

fuggvény hozzarendelési utasitasat.

Megoldas: Egyszeri helyettesitéssel kapjuk, hogy

h(zy) = f(u(zy) v (@) = fayaty) = @y +y) +1)° = (2% + 25> +1)°

6. feladat Tekintslk azf (337:%2) =oyz +y — x, Df — R3 haromvaltozos

figgvényt és szamitsuk ki az f (17 2, 3) és f(—1’ —1, 2) helyettesitési értékeket.
Megoldas:
f(1,2,3) =1234+2—-1=7.

(=1, =1,2) = (=) (=1) 2+ (=1) = (=1) = 2.
7. feladat Tekintsik az f (1,7.2) = o + a1y — 22, D; = R?3 haromvaltozés

fliggvényt és irjuk fel az f(:L"Z,Z — 2,0+ y) formulat.

Megoldas: Az f fuggveény "azt csindlja", hogy az elsd valtozdjahoz hozzaadja az elsé és a

masodik valtozd szorzatat és ebbdl levonja a harmadik valtozé négyzetét. Tehat

flrzz—za+y) =zz+a2(z—x)—(x +1y)° = w2422 — 222 —2® — 20y — o/
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8. feladat Hatarozzuk meg az f (ZL‘,y) = 9r — Y, Df — R2 figgvény

c=—2, —1, 0, 1, 2magassagokhoz tartozé szintvonalait és abrazoljuk is azokat egy

koordinata rendszerben.

Megoldas: Tekintsiik elészér a c = — 2 -hdz tartozé szintvonalat. Tudjuk, hogy ennek

egyenlete implicit alakban

20—y = —2.

Ebbdl az Y valozé expliciten kifejezhetd

y=2xr+2

alakban. Ez egy egyenes egyenlete, tehat ez a szintvonal egy egyenes.
Teljesen hasonléan a ¢ = — 1 -hez tartozé szintvonal egyenlete
y=2r+1,

a ¢ = () -hoz tartozo szintvonal egyenlete

y =2,

ac = 1 -hez tartoz6é

y=2zx—-1,

végill a c = 2 -hdz tartozéé

y=2x—2.

Ezek mindannyian egyenesek, és kdnnyii latni, hogy tetszéleges € -hez tartozé szintvonal is (

Yy = 2x — ¢ egyenletil) egyenes.

Az alabbi abran ezeket lathatjuk.
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9. feladat Hatarozzuk meg az f (x,y) =%+ y, D;= R2 kétvaltozos fiiggvény

c=—2, —1, 0, 1, 2magassagokhoz tartozé szintvonalait és abrazoljuk azokat egy

koordinata rendszerben.

Megoldas: Kezdjilk most is a ¢ = — 2 -h6z tartoz6 szintvonallal. Ennek egyenlete
Py =-2,

ami atrendezve

y=—x2 —2

alakba irhat6. Ez a szintvonal tehat egy lefelé nyilé parabola.
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Hasonloan kapjuk, hogy a —1, 0, 1, 2 magassagokhoz tartozé szintvonalak rendre

y=—2°—1
y=—z"

y=—a>+1
y=—2°+2

Kénnyen atlathaté, hogy a tetszéleges € magassaghoz tartozé szintvonal egyenlete
_ 2
y=—a" +c-

Az elébbi 6t parabolat mutatja az alabbi abra.
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N
LI

-1

c=-2
10. feladat Tekintsik az f (J; y) — /xy +1 hozzarendelési utasitasu kétvaltozés
Y

fliggvényt, amelynek értelmezési tartomanyaa 1 hiperbola két aga kdzé esé, az alabbi

xT

abran lathaté halmaz. Hatarozzuk meg az 3 7 magassagokhoz tartoz6
c==, =, =
27 27 4

szintvonalakat és abrazoljuk is azokat egy koordinata rendszerben.
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-3

Megoldas: Tekintsik el6szor a 1 -hez tartozé szintvonalat. Ekkor a
cC= =

2

1

\/xy—|—1=§

egyenletet kapjuk. Ezt négyzetre emelve és kifejezve az ¥ -t

adodik. Ez a gorbe lathatd az alabbi abran piros szinnel.



10 2.3 Tobbvaltozés fiiggvények

Ugyanigy jarva el 3 esetén az
c= =
2
51
y= 4 x

egyenletl hiperbolat kapjuk szintvonalként, ez latszik kék szinnel rajzolva az abran.

A 7 esetén az alabbi abran zéldel jeldlt
c= -
4
33 1
Y7 16

hiperbola a szintvonal.
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o

Ezekbél, és tovabbi magassagokban megrajzolt szintvonalakbdl, azt sziirhetjiik le, hogy az 1
-nél nagyobb magassaghoz tartozo szintvonalak az elsé és a harmadik siknegyedet kitolté
hiperbolak, a () <c< 1 tulajdonsagu szintvonalak a masodik és harmadik siknegyedek
értelmezési tartomanyba es6 részét kitdltd hiperbolak. Az 1 magassaghoz tartozé szintvonalak

a koordinata tengelyek.

Ellen6rzo kérdések

[@ 1. kérdés: Tekintsiik aZf (CL‘,y) _ (:L‘ + y2)27 Df _ RQ kétvaltozos
fiiggvényt. Ekkor f(a -1, 2b>
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a? — 2a 4 8ab® + 1 — 8b* + 16b*-
a? — 2a — 8ab® + 1 — 8% + 16b*-
a’ — 2a+ 1+ 8ab® + 8% + 16b*-

a? — 2a 4 8a%b + 1 — 8b* + 16b*-

2. kérdés: Tekintsiik a minden valés szamra értelmezett - (t) —1—tés

Y (t) = t -+ 1 fliggvényeket, valamint az

f@yﬁi%+w+% Dy ={(z,y) € R*|z #£0, y # 0}

kétvaltozés fiiggvényt. Ekkor f (g; (t) Y (t)) =

32 —2.
2 -1
2t + 3.
21
32+ 2.
2 -1
2% — 3.
2 -1

3. kérdés: Tekintsiik az egész sikon értelmezett (x7y) — a;Q +y>
v (@y) =z —yésf (z,y) = (z — y)Q _ g2 kétvaltozos fiiggvényeket.
Bkkor f (u (z,y) v (z,y)) =

22%y* — 22° + 2% + 3y — dxy -
222y — 23 + 3y? — day + 22

222y — 23 + 3y? + day — 2*-
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" 2xy® — 227 + 3wy — 4ty + v

[@ 4. kérdés: Tekintsiik az f (%y’z) =’ + xy + z27 Df - R3
haromvaltozés fiiggvényt. Ekkor f(a;ﬂ; +yy — z) —

2ty +yt -2y + 22
2 — oy +y? — 2z + 22
227+ wr oy — 2ay + 22

22 — wy +y’ 4 20y + 2

[@ 5. kérdés Az f (ZL',y) — %Y fiiggvény

{~  minden szintvonala merdleges az Y — < egyenesre.
i~ szintvonalai hiperbolak.
i~  szintvonalai félegyenesek.

{~  minden szintvonala parhuzamos az ¥ = < egyenessel.
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Tanulasi cél: Megismerkedni néhany, a kétvaltozés fliggvények értelmezési tartomanyanak

meghatarozasakor hasznalhaté modszerrel.
Tananyag:

Elméleti 6sszefoglalo: Definicidja alapjan egy kétvaltozos fliggvényt két dolog hataroz meg: a

hozzarendelési utasitas és az értelmezési tartomany.

Ugyanugy, mint egyvaltozés estben, szokas a kétvaltozds fliggvényeket is csupan a
hozzarendelési utasitas megadasaval definialni. llyenkor értelmezési tartomanyként a siknak az

a legb6vebb halmaza szerepel, amelyre a hozzaremdelési utasitas értelmes.

Ezt a halmazt a legtdbb esetben egyenl6tlenségek megoldashalmazaként kapjuk meg. A lecke

az itt alkalmazhaté néhany modszer bemutatasaval foglalkozik.

A értelmezési tartomanyként fellép6 sikbeli halmazokat sok szempontbdl grafikusan a
legcélszeriibb megadni. Valahogy, altalaban sététitéssel, megjeldljik a halmaz belsd pontjait. A
hatarpontok esetén ugy jarunk el, hogy a hatérolé vonal azon pontjait, amelyek nem tartoznak a

Df -hez vékonyan hagyjuk, mig az értelmezési tartomanyhoz tartozokat vastagon kihtizzuk.

Kidolgozott feladatok
1. feladat Hatarozzuk meg az f (33 y) = /2 — y + 1 fuggvény értelmezeési
?

tartomanyat.

Megoldas: Négyzetgydkdt csak nemnegativ szambdl vonhatunk, ezért az értelmezési

tartomany minden (3;7y) pontjara annak kell teljesilni, hogy

2r—y+12>0.

Azok a pontok vannak az értelmezési tartomanyban, amelyek koordinatai kielégitik ezt az

egyenlétlenséget.

A kétismeretlenes egyenlétlenségek megoldasakor az egyik gyakran hasznalhaté médszer a
kdvetkezd. Ha az 6sszefliggés ekvivalens atalakitasokkal atrendezhet6 ugy, hogy az egyik
oldalon csak az ¥ ismeretlen alljon, akkor tegyiik ezt meg. Most ez a helyzet, ugyanis

rendezéssel
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20+1 2>y,

amit inkabb

y<2z+1

alakban irunk fel. (Mindig elérhetjiik, hogy az ¥ a bal oldalon alljon, igy is fogunk eljarni.)

Ezutan, ha a relaciojelet gondolatban egyenl6éségjelre cseréljik, kapunk egy egyvalt6zés

fliggvényt, most ez az

y=2zx+1

fliggvény, aminek a grafikonja egy egyenes.

Ezt a fliggvényt abrazoljuk a koordinata rendszerben. A grafikon pontjaiban az ¥ egyenlé

21 -+ 1 -el. A siknak a grafikon alatti pontjaiban az Y kisebb, mint 22 + 1, a grafikon folétti

pontjaiban az ¥ nagyobb, mint 2 4 1.

Mi azokat a pontokat keressuk, amelyeknél az i/ S 21 + 1, ezek tehat a grafikonra esé és a

grafikon alatti pontok halmaza.

A Df tehat egy félsik, a hatarold egyenes pontjait is beleértve, ezt mutatja az alabbi abra.
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2. feladat Hatarozzuk meg az f (:L‘,y) = ]n(Xy + ;(;) fliggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Logaritmusat csak pozitiv szamnak vehetjik, tehat annak kell teljesuini, hogy
zy+x>0.

Az egyenlbtlenségek megoldasanak masik, gyakran alkalmazhatd, modszere a szorzatra

bontas. Most a bal oldal szorzatra bonthatd, hiszen
z(y+1)>0.

Egy szorzat akkor pozitiv, ha mindkét tényezgje pozitiv vagy mindkét tényezdje negativ.

Tehat két esetet kell vizsgalnunk.
a)Haz > Oesy+1> 0.

Ezt a két feltételt egyszerre az alabbi abran lathatd H -el jelélt siknegyed pontjai elégitik ki. A

hatarolé félegyenesek most nem tartoznak a halmazhoz.
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3
b)Hax < Oésy + 1 < 0.

Ezeket a feltételeket az alabbi abran szereplé [ -vel jeldlt siknegyed pontjai elégitik ki. A

hatarol6 félegyenesek most sem tartoznak a halmazhoz.
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egul IS azt Kapjuk, hogy = . EZU a halmazt mutaya az alabbl abra.
Végl is azt kapjuk, hogy D ¢ = H,U Hy . Ezt a halmazt mutatj labbi ab
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3. feladat Hatarozzuk meg az f (3;7y) = ]n(l — ch) fliggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: A logaritmus miatt persze az a kiindulé feltétel, hogy
1—ay>0.
Ennek az egyenl6tlenségnek a megoldasat kell megkeresnink. Most igy jarhatunk el.

a)Ha x = (), akkor az egyenlétlenség teljesiil. Tehat a fiiggdleges koordinata tengely része

az értelmezési tartomanynak.

Az eredeti egyenlétlenség atrendezhet6 a kdvetkezd maédon:

1>uxy.

Ebbdl az Y az X -el val6 atosztas utan "kifejezhetd". Arra kell azonban ligyelni, hogy ha az £
pozitiv, akkor a vele valé atosztaskor nem valtozik az egyenlétienség iranya, ha az L negativ,
akkor a vele valé atosztaskor megfordul az egyenlétlenség iranya.

Két tovabbi esetet kapunk tehat.

b)Hax > 0, akkor az eredeti egyenlétlenség azzal ekvivalens, hogy

Az 1 fiiggvény képe egy hiperbola, aminek most a jobb oldali agat kell tekinteniink. Az

T
egyenlétlenség a hiperbolaag alatti pontokban teljesil. Ezeknek a pontoknak a halmazat

jeldljuk H1 -el. Sem a hiperbola sem a fligg6leges tengely pontjai nem tartoznak a halmazhoz.

Ez a halmaz lathaté az alabbi abran.
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Ezt az egyenlétlenséget az 1 hiperbola bal oldali 4ga fol6tt 1évé pontok elégitik ki. A hiperbola
X
és a fliggbleges tengely pontjai most sincsenek a halmazban.

Ezt a halmazt jeldljiik /5 -vel, ez lathato a kdvetkez6 abran.
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3

Mostmar az értelmezési tartomany a F{ 1ésa H. 9 halmazok valamint a fliggéleges koordinata
tengely unidja, ami a két hiperbola ag kdzoétti pontokat jelenti, nem szamitva magukra a

hiperbola agakra esé pontokat.. Ezt mutatja az alabbi abra.



22 2.3 Tobbvaltozés fiiggvények

4. feladat Hatarozzuk meg aZf‘ (:c,y) — ln(:c +y+ 1) + /y — 241 fuggveény

értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Jeldljik H 1 -el azt a halmazt, amelynek a pontjaiban a logaritmusos kifejezés
értelmes, [, -vel azt a halmazt, amelynek a pontjaiban a gydkés kifejezés értelmes. Mivel
mindkét részformulanak kiilon-kalon is értelmesnek kell lenni, az értelmezési tartomany ennek

a két halmaznak a metszete.
Meghatarozzuk elészér a | halmazt. Ekkor az

z+y+1>0

egyenlétlenségnek kell teljesilni. Ez dtrendezve azt jelenti, hogy

y>—x—1.

AH 1 halmaz tehata —1r — 1 egyenes folotti félsik pontjaibdl all, a hatarolé egyenes nem

tartozik a halmazhoz. Ezt a halmazt latjuk az alabbi abran.
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Ratériink a H 5 halmaz meghatéarozasara. Most az a feltétel, hogy teljesiiljon az
2

y—xz°+1>0

egyenlétlenség. Atrendezve

y>a®—1-
A H2 halmaz tehat az IQ _ ] parabolara és a parabola folé es6 pontokbdl all. Az alabbi abran
lathatjuk ennek a halmaznak a pontjait. A hatarolé parabola pontjai most a halmazhoz

tartoznak.
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Az értelmezési tartomany ennek a két halmaznak a metszete, tehat a mindkét dbran megjeldlt

pontok halmaza. Ezt mutatja az utolsé dbrank.
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A két parabolaiv pontjai, a végpontokat kivéve, a halmazhoz tartoznak, de az egyenes szakasz

pontjai nem.

5. feladat Hatarozzuk meg az f (ZB y) — /4 — 2 yz figgvény értelmezési
b

tartomanyat.

Megoldas: A gytkvonas miatt persze az a feltétel, hogy
4—2—y*>0
legyen, amit atrendezhetlink

> +y® < 4

alakban.

Ha itt a < jelet gondolatban egyenléségre cseréljilk az origo kdzéppontu 2 sugard kor

egyenletét kapjuk. A kdrvonal pontjaiban az xQ + yQ egyenld néggyel, a kdrvonalon belll
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kisebb, mint négy, a kdrvonalon kivil pedig nagyobb, mint négy.

Az értelmezési tartomany most tehat a kérvonalra esé és az azon belili pontokbdl all, ezt

mutatja az alabbi abra.

34
6. feladat Hatérozzuk meg az f (1 y)) = ln(:r2 — 4y + y2 + 2y — 4)fuggveny

értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Most annak kell teljesuini, hogy
2 2
= 4dr+y" +2y—4>0-

Tudjuk, hogy az (u,v) kdzépponty, T sugard kér egyenlete
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(x—u)’+(y—v)* =r?

Ha itt elvégeznénk a négyzetre emeléseket az egyenlétlenségink bal oldalahoz hasonlo
formulat kapnank. Ebbél arra gondulhatunk, hogy az értelImezési tartomanyt most is egy

kérvonal fogja hatarolni, csak az a kérdés, hogy mi a kézéppont és mekkora a sugar.

Teljes négyzetté vald kiegészitéssel kaphatjuk meg a k6zéppont koordinatéit és a sugar

erteket.

Mivel 22 _ g — (:L‘ _ 2)2 _ 4és y2 + 2y = (y + 1)2 _ 1. aztkapjuk, hogy az

eredeti egyenlétienségiink

(-2 =4+ @y+1)°-1-4>0
vagy az ezzel ekvivalens

(-2 +@y+1)7>9

alakba irhato.

Ha a nagyobb jelet gondulatban egyenlére cseréljik a (27 — 1) kdzéppontu, 3 sugaru kor

egyenletét kapjuk.

Az értelmezési tartomany tehat az ezen a kérvonalon kivili pontokbdl all, a kérvonal pontjai

most nem tartoznak a Df -hez. Az alabbi dbra azt a halmazt mutatja.
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B

7. feladat Hatarozzuk meg az f (7 7/) = arccos(m2 +y? —dy — 1) fuggveny

értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Tudjuk, hogy az arkuszkoszinusz figgvény értelmezési tartomanya a [—1, 1] zart

intervallum, tehat annak kell teljesulini, hogy
—1<a?4y*—4y—1<1-
Ezt a két egyenl6tlenséget kell tehat megoldanunk.

Tekintsiik elészér a bal oldali egyenlétlenséget, amelynek a megoldashalmazat jelolie [ .

Az
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—1<2®+y*—4y—1
egyenlétlenség atrendezheto
0 < a? + y? — 4y illetve
4<2®+ (y—2)°
alakba.

Ebbél a H halmaz a (()7 2) kdézéppontu, 2 sugarl kdrvonal és az azon kiviili pontokbdl &ll6

halmaz.

A jobb oldali egyenlétlenség megoldashalmazat jeldlje H2 LAz
P4yt —4dy—1<1

egyenlétlenség atrendezhetd

2+ — 4y < 2. illetve

2?+(y—2)° <6

Innen a H, halmaz a (0, 2) kdézéppontu \/6 ~~ 945 sugaru kdrvonal és az azon belli

pontok halmaza.

Ezek utdn az értelmezési tartomany a [{; és Hy halmazok metszete, ami most az alabbi abran

lathato korgydrd.
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7

8. feladat Hatarozzuk meg az o fuggveny ertelmezesi

—x?2 — 6z —vy
x? + 21 + 32

flzy) =

tartomanyat.

Megoldas: Azt kell meghataroznunk, hogy mely pontokban teljesil a

egyenlétlenség.

Ezt célszerli ugy megvizsgalni, hogy megvizsgaljuk azt, hogy a tort mikor nulla és azt, hogy

mikor pozitiv.
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Egy tort akkor nulla, ha a szamlaléja nulla és a nevezéje pedig nem nulla. Ebbél a szamlalé

esetén azt kapjuk, hogy

—? —6x—y*=0.

azaz

2 +6z+1y>=0.

(z+3)°+y* =9

A szamlalo tehat a (_3, 0) kdzéppontu 3 sugard kérvonal pontjaiban nulla.
Teljesen hasonlé szamolassal a nevez6 esetén kapjuk, hogy

z* 4+ 2z + y2 =0

(@+1)°+y* =1

A nevezé tehat a (_]_, 0) kdzéppontu, 1 sugaru kérvonal pontjaiban nulla.

Az alabbi abran ezt a két kérvonalat latjuk.
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4

Az is latszik, hogy a két kor egyetlen k6z6s pontja az origd, ezt kell tehat kizarni a szamlalé

nullhelyei kozul.

Végiil is tehat a tort nulla, a (_37 ()) kdzéppontu, 3 sugarl kor origétdl kiilénbdzd pontjaiban.

Ezeknek a pontoknak a halmazat jeldlje Hl , ezt mutatja a kdvetkez6 abra.
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Egy tort akkor pozitiv, ha a szamlalé és a nevezd azonos eléjeld.

Mindkett6 akkor pozitiv, ha
—z? —6x —y* >0
v? 4+ 6z +y* <0,
(z+3)° +4°<9:

€s ugyanakkor
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2?4 2+ y? > 0.
(z+1)°+¢°>1

Ezek az egyenlétlenségek a két kdrvonal kozotti pontokban teljestilnek, ahogy ezt az alabbi

abran lathatjuk. Ezt a halmazt jeldlje H2 .

4

Végul a szamlalo is és a nevezd is negativ lenne a kils6 kdrvonalon kivuli és a belsd

kérvonalon belili pontokban, de ilyen pont nyilvan nincs.

Ezek alapjan a Df a H, és Ho halmazok uniéja. Ezt mutatja az utolsé &bra.
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Ellen6rzo kérdések

I:_'f_) 1. kérdés Az f (33‘ ) _ X hozzarendelési utasitasu fiiggvény
7y - 4 . 1'2 . yz

értelmezési tartomanya

i az origd kézéppontu, két egység sugaru kor pontjai.

i az egész sik, kivéve az origd kézéppontu, két egység sugaru kor pontjait.

i az egész sik, kivéve az origd kdzéppontu, két egység sugaru kdrnek a fliggbleges
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tengelyre nem esé pontjait.

az origd kézéppontu, két egység sugaru kdérvonalon bellli pontok.

2. kérdés Az f (x’y> — /xQ 4 yz -1 fliggvény értelmezési

tartomanya

az origd kézéppontu, egységsugaru kdrvonal, és az kérvonalon kivili pontok

halmaza.

az origd kézéppontu, egységsugaru kdrvonal pontjai.

az origd kézéppontu egységsugaru kdrvonalon bellli pontok.

az origd kézéppontu, egységsugaru kdrvonalon kivili pontok.

3. kérdés Az f (1 ¢/) = 22—y —1In (9 — xQ) fiiggvény értelmezési

tartomanya

az egész sik, kivéve a (_3, ()) ésa (3, ()) pontokon atmend fiiggéleges

egyenesek pontjait.
az orig6 kézéppontu, harom egység sugaru kdrvonalon bellli pontok.

a (_37 ()) ésa (3, ()) pontokon atmend fiiggéleges egyenesek kozétti pontok

halmaza, az egyenesek pontjait nem szamitva.

az orig6tol harom egységnél tavolabb Iévé pontok halmaza.

4. kérdés Az f (@y) =Vy—1x+ ]n(y — T — 2) fliggvény értelmezési

tartomanya

az Y = T egyenes alatti félsik, beleértve az egyenes pontjait is.

azy = X + 2 egyenes feletti félsik.
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az egész sik, kivéve az¥ = T ésy = 1 + 2 egyenesek kozé es6 pontokat.

az¥yY = Teésazy = x + 2 egyenesk kozétti sav, az also egyenes pontjait is

beleértve.

5. feladat Az f (a’;)y) = In (g;) 111(3 — T — y)ln (y) fliggvény értelmezési
tartomanya

az els6 siknegyednek az y = —x + 3 egyenes feletti pontjainak halmaza.

az A (()7 O) , B (37 O) , C (()7 3) csUcspontd haromszdg pontjai, kivéve a

csucspontokat.

az A (0,0), B(3,0), C (0, 3)csucspontt haromszog belsé pontjainak

halmaza.

az egész sik, kivéve az A (()7 0) , B (()7 3) , C (37 0) csticsponty haromszdg

pontjait.
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Tanulasi cél: Begyakorolni a legegyszer(ibb tipusu hatarértékek meghatarozasat kétvaltozos

fliggvények esetén.
Tananyag:

Elméleti 6sszefoglalo: A kétvaltozos fliggvények adott pontbeli hatarértékének definicidjat
tobbféle médon meg lehet fogalmazni. Minden definicié azt fogalmazza meg precizen, hogy
egy PP pontban akkor az A szam a hatarérték, ha a fliggvény argumentumaval minél kézelebb

vagyunk PP ponthoz, akkor a fiiggvényérték annal kdzelebb lesznek az A szamhoz.

A kétvaltozoés figgvények hatarértékének kiszamolasat az teszi nehézzé, hogy a sikon nagyon
sok irdnybdl, nagyon sok modon lehet kdzeledni egy adott ponthoz. Ketténél tdébb valttozo

esetén ezek a nehézségek persze csak fokozddnak.

Eppen ezért az alabbi feladatokkal csak annyi a célunk, hogy a hatarérték intuitiv fogalmat

illusztraljuk.

Kidolgozott feladatok

1. feladat Szamitsuk ki az alabbi hatarértéket:

lim 3z + zy — 2)-
ww%m>(y )

Megoldas: A kétvaltozds fliggvényiink harom tagu dsszeg. Osszeg hatarértékét tagonként

lehet venni (legalabbis ha a tagok kdz6tt nem szerepelnek kildonb6z6 eléjelt végtelenek). Ezért

irhatjuk, hogy

lim 3y’ +xy—2) = lim  (3z¢%)+ lim zy)— lim 2) =
(x,y)ﬁ(z,l)( ytry=2) <m,y>ﬁ(2,1>( V) (z,y)—(2,1) (zy) (z,y)—(2,1) 2)

=3 lim zy?) +  lim zy) — lim 2) =
(:L',y)—)(Q,l) ( y) (:U,y)—)(z,l) ( y> (:c,y)—>(2,1) ( )

—32+2-2=6

Hiszen, ha (1) — (2, 1), akkorz — 2ésy — 1.
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1i T — Y hatarértéket.
1m _—
(zy)—(1,0) xY + T

Megoldas: Tort hatarértéke, a hatarozatlan alakokat kivéve, a szamlalo hatarértéke osztva a

nevez® hatarértékével. Ezért

li —
pe Y e &Y 1_,
@y)—00 vy -+  lim  (zy+x) 1
(z,y)—(1,0)
3. feladat Szamitsuk ki a . 9 hatarértéket.
lim \/:L‘2+y—(:r—y)
(z,y)—(1,2)

Megoldas: Ha a gyok alatt 4ll6 kifejezés hatarértéke az A > () szam, akkor az eredeti

hatarérték, a gyokfliggvény folytonossaga miatt, nyilvan /A -
Marmost

lim (4+y—(z—y)°’+2)=12+2—-(1-2°+2=5-1=4
(29)>(1,2)

ezért

lim \/x2+y—(x—y)2—|—2:\/1:2'

(z,y)—(1,2)

4. feladat Kiszamitando a lim T 3/y3 + 2% hatarérték.
(@,y)—(4,-2)

Megoldas: Szorzat hatarértéke, ha a tényez6k kdzott nem szerepel egyidejlleg a nulla és

valamelyik végtelen is, a tényez8k hatarértékének szorzata. Emiatt, minthogy

lim  {/y® + 2z = \3/ lim (3 +22) =/ 818=0

(@,y)—(4,-2) (zy)—(4,—2)

az eredeti limeszre
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lim Ty +22=40=0

(z,y)—(4,-2)
5. feladat Szamitsuk ki a ) x + 1 hatarértéket.
111 —2 2
(2,y)—(0,0) z° + 2y

Megoldas: A tortiink szamlaléjanak a hatarértéke a szébanforgé helyen persze 1 . A nevezé

hatarértéke ugyan nulla, de mivel 3,2 | 2y2 ~ () minden (x7y) pontra, a nevez6 a pozitiv

szamokon keresztul tart a nullahoz. Ha egy egyhez tart6 mennyiséget egy nullahoz tartd, de

pozitiv mennyiséggel osztunk, akkor egy plusz végtelenbe tart6 mennyiséget kapunk, azaz

. r+1 .
lim — 55 =
(z,9)—(0,0) % + 2y
6. feladat Szamitsuk ki a lim T — Y nhatarértéket.

()~ (1,1) y? — 2

Megoldas: Ez a hatarérték 0 tipusu. Eszrevehetjiik azonban, hogy a nevez6 szorzatra

0
’ . 2 2 P
bonthato, hiszen Yy - = (y _ x)(y + :L‘) Ezt felhasznalva

lim 27y = lim R

@)1 Y2 — 22 @y (y—a)(y+x)

. —(y — ) : —1 1.
= lim = lim = ——
@y)-1D) (y—z)(y+x) (@y-0) y+a 2

Ellen6rzo kérdések

[@ 1. kérdés:( Iim (33’; — 4y + 2) =

zy)—(1,1)
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z“—2y

2

[@ 2. kérdés: lim
(z,y)—(2,1)
i 62
|
et =2
— 1.
e

[@ 3. kérdés: (x,y)lg?_ L) 1n(1 + g;y) =

1

~ €

0

.~ 00,

[@ 4. kérdés: : 42 — 9y? _
(zy)—(3,2) 2x — 3y

0

1

12,

~
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[@ 5. kérdés:

lim
(z,y)—(0,0)

COS (

1+axy

)

1
0
|
~

DO =
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Tanulasi cél: A parcialis derivalt figgvények eléallitasanak alapos begyakorlasa. A
tovabbiakban minden feladat megoldasa soran fel fogunk hasznalni egy vagy tobb parcialis

derivalt fliggvényt. Ezek meghatarozasanak biztos ismerete tehat elengedhetetlen.
Tananyag:
Elméleti 6sszefoglalo:

A parcialis derivaltak definiciojabol az kdvetkezik, hogy amikor valamelyik valtozé szerint
parcialisan derivalunk, akkor az egyvaltozds fliggvények derivalasakor megtanult szabalyokat
kell alkalmazni, ugy, hogy mindazokat a valtozékat, amelyek szerint nem derivalunk
konstansnak kell tekinteni. lgy persze érvényesek az 6sszegre, szorzatra és a hanyadosra

vonatkozo derivalasi szabalyok.

Mivel 6sszetett fliggvénybdl tobb fajta is elképzelhetd, a leggyakrabban el6forduldkra
vonatkozo derivalasi szabalyokat (els6sorban kétvaltozés fliggvényekre kimondva) megadjuk.
Ezek alapjan a tdbbvaltozds esetek altalaban kénnyen megkaphatok.

| tipusu Gsszetett fliggvény.

Tekintsiik az egyvaltozos ¢ (x) és a kétvaltozos f (x7y) fliggvényeket és készitsiik el veliik a
h (@y) =g (f (l‘,y)) szintén kétvaltozds dsszetett fliggvényt. Ekkor azokon az (330,@/0>
helyeken, ahol az f fiiggvény differencialhato, és a 9 fuggvény derivalhato az f ($0>yo>

helyen, a h fiiggvény is differencialhaté és a parcialis derivaltjaira
hs (20,90) = ¢" (f (0,90)) fa (Z0,0)-

hy (To,50) = 9" (f (w0,90)) " fy (T0,90)-

Ezek felirhatok a tomorebb és attekinthetébb

oh af .
T
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oh 0
= (@) 8—5

alakokban is.
I tipusu 6sszetett fuggvény.

Egy masik fajta 6sszetett fliggvényt kapunk az kovetkezd esetben. Legyen f (x7y)
kétvaltozos fliggvény, 1 (t) ésy (t) pedig egyvaltozds fiiggvények. Ekkor elkészithetjiik a

g (t) =f (g; (t) Y (t)) egyvaltozos fliggvényt. Ekkor, ha - (t) ésy (t) differencialhaté g
-ban és f (:z:,y) differencialhat6 ($ (to) Y (to)) -ban, akkor ¢ (t) is differencialhato £ -ban

g’ (to) = fz (@ (to) v (to)) 2" (to) + fy (z (to) ,y (t0)) ¥’ (to)-
Ugyanez témoérebben

dg _0f dv  Of dy.
dt Oz dt Oy dt

Il tipusu Gsszetett fliggvény.

Tekintsuk az (11;0790) pontban differencialhaté 1 (x7y) és (x,y) fliggvényeket és az
(u (gjo,yo) U ($0,y0>> pontban differencialhato f (337y> fliggvényt. Ekkor a

h (x,y) =f (u (:L‘,y) U (;l;,y))fUngény is differencialhato az (33073/0) pontban és

ha (70,40) = fa (u (20,%0) ;v (T0,40)) Ua ($o,yo)+fy (u (z0,%0) v (20,%0)) Ve (T0,90)

hy, (z0,90) = fo (u (%0,%0) v (T0,%0)) Uy ($0,yo)+fy (u (w0,40) v (T0,%0)) Uy (20,%0)

Ezt szokas tomorebben az alabbi alakban felirni (az f -et az U és a U fiiggvényének tekintve):
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oh _0fou  of o
dr Oudx Ovox

oh _0fou  ofon
dy Oudy Ovdy

A tovabbiakban fel fogjuk tételezni, hogy a fliggvényeink a tekintett helyeken értelImezhetdék, és

a szukséges differencialhatésagi feltételek teljesiinek.

Kidolgozott feladatok
1. feladat Legyen f (x,y) — ny _ xy3.Szém|'tsuk ki fo (17 2>és fy (1, 2)értékét.

Megoldas: Kezdjiik a X szerinti parcialis derivalt kiszamolasaval.

Két uton is eljarhatunk.

Felirhatjuk az egyvaltozos f, (g;) =f (iL‘, 2) fliggvény képletét és meghatarozzuk annak a

derivaltjat az 1 helyen. Mivel

fi(z) = f(z,2) = 22* — 8.

fi (z) = 42 — 8. tehat

i) =f(1,2)=41-8=—4

De szamolhatunk gy is, hogy elészor elkészitjiik az L szerinti parcialis derivalt fliggvényt és

annak vessziik az (17 2) helyen a helyettesitési értékét. Arra kell csak tigyelni, hogy amikor L

szerint derivalunk az Y -t konstansnak kell tekinteni. igy tehat

fo (zy) = 22y — ¢°

(az elsé tagban az 2 U szerinti derivaltia 2 , ezért ;.2 konstansszorosanak az U szerinti

derivaltja a 2 konstansszorosa, a masodik tagban pedig az L konstanszorosanak a derivaltja

a konstans).



46 2.3 Tobbvaltozés fiiggvények

Innen

fo(1,2)=212-2>=4—-8=—4.

A két érték persze megegyezik.

Az Y szerinti parcialis derivalt kiszamolasakor ugyanez a két modszer alkalmazhato.

Most elkészithetjiik az egyvaltozés f, (y) =f (17y) fliggvényt és vehetjiik annak derivaltjat

a 2 helyen. Ekkor

y)=FfQy) =1y—1y" =y—y"

Innen

fo(y) =1—3y*
és igy
L) =/f01,2=1-322=1-12=-11-

Vagy meghatarozzuk elészér az Y szerinti parcialis derivalt fliggvényt és vessziik annak

helyettesitési értékét az (17 2) helyen. Amikor Y szerint derivalunk az X -et konstansnak kell

tekintentink. Tehat

fy (xy) = 2* = 3zy*
amibol
fy(1,2)=12-3122=1-12 = —11.

ugyanannyi, mint az elébb.

2. feladat Hatarozzuk meg az f (3;7y) — 2% D; = R2 fuggvény parcidlis derivalt

Y

fuggvényeit.
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Megoldas: Kezdjiik az L szerinti parcialis derivalttal és hasznaljuk az f fiiggvény L szerinti

parcialis derivalt figgvényének az

0 0
fole) =L =T

jeldlését. Ekkor

2 2y — 2y£
(.1'6) €

ox

of _ 9
or Oz

(a:Q) — %21 = 2xe?Y’

hiszen amikor X szerint derivalunk az ¥ , és ezzel a 629 is, konstansnak tekintendé.

Hasonléan, felhasznalva az

af o

jeldlést kapjuk, hogy

af _ 2 $262y) — 1'2'3 (62y) — x2.2.62y — 21_26231’

Jdy Oy ( dy

hiszen most az U -et, és vele az 5.2 -et is, konstansnak kell tekinteni.
3. feladat irjuk fel a _ 343 __ D2 0sszetett figgvény parcialis
J h(z,y) = xy—vy°)", Dp=R ggvény p

derivalt figgvényeit.

Megoldas: Ez a h, fliggvény az | tipusba tartozé dsszetett fliggvény. A kiilsé fiiggvény most az

13, aminek a derivaltia a 342, a belsé flggvény 2y — y3 , aminek L szerinti derivaltja 21 ,

ezért

2
hs (z,y) = 3(2zy —y°) 2y

Hasonléan



48

hy (2,y) = 3(2zy — v*)* (22 — 3%)"

mivel a belsd figgvény Y szerinti derivaltja 9, — 3y2 )

4. feladat Hatarozzuk meg a o fuggveny parcialis

h ($,y) = (xy)Q - y47 Dh =R

derivalt figgvényeit.

Megoldas: Ez is egy | tipusu 6sszetett fuggvény. A kilsé fuggvény most a \/E , aminek a

derivaltia 1 . Hogy ne kelljen a belsé fiiggvény derivalasakor is kompoziciét derivalni,

NG

elvégezhetjlk a gyok alatt a négyzetre emelést. Ekkor

h(zy) = Va2y? —y*

oy
()
T 2 /22y? — o
és
oh Lty )

0r 2 /a2y — 4

Persze ha nem banjuk, hogy a belsé fliiggvény derivalasakor is 6sszetett fliggvényt kell

derivalni, akkor kapjuk, hogy

illetve

2.3 Tobbvaltozés fiiggvények



2.3.4 Parcialis derivaltak

O0sszhangban az el6z6ekkel.
5. feladat Hatarozzuk meg az f (,1/) = 23y sin (x2y3) , Dj= R2 fuggvény

parcialis derivalt figgvényeit.

Megoldas: A fiiggvényiink mind ¥ -re, mind Y -ra nézve szorzat fiiggvény, amelynek radasul a

masodik tényezdje az elsének emlitett tipusba tartozo dsszetett figgvény. Ezért

Of 0 3\, . (23 30 (a3 _
ax—aw(:]cy)s1n(:][:y)Jr:J[:y(,)gc(sm(gcy))_

= (3x2y) sin (x2y3) + 2y (cos (x2y3) 2xy3)’
illetve

ﬁ_ﬁ 3.\ o 2,3 32 . 2,3)\ —
ay—ay(xy)sm(xy)—l—x yay(sm(:ﬂy))_

= z’sin (2%y*) + 2’y cos (z%y?) (32%y?)-

6. feladat irjuk fel az [ — 33/2 fliggvény parcialis derivalt fliggvényeit.
T = "

Megoldas: Figgveénylnk egy tort, amelynek szamlaldja az | tipusba tartozd 6sszetett figgvény.

lay

op & (VI 3P) ' +2) - VIR L G +2)

Oz (2294 + 2)

T (@Y +2) — 2z — 3y (2myY)

(2?y* + 2)*

49
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és

of ;’—y (M) (2?yt +2) — M'%(ﬁy‘l +2)

dy (z2y* +2)*

—6y 2,4 . _ 2 2,,3\ .
—2\/m(3: y* +2) — 2z — 3y? (4z°y°)
(a?y* + 2)°
7. feladat Tekintsiik az - (t) = 2t + 3¢ésazy (t) — el 1t egyvaltozés, valamint az

f(zy) = 2%+ 2y kétvaltozos fiiggvényt. uk fela g (¢) = f (x (t) ,y (t))fuggvény

derivalt figgvényét.
Megoldas: Kétféleképpen is eljarhatunk.

Az egyik lehetSség, hogy felirjuk kdzvetleniil a g (t) fliggvény képletét és vessziik annak

derivaltjat. Ekkor, miutan

00 = [ (0.9(0) = (£ (0 +29 (1) = 1+ 37 + 261
kapjuk, hogy

g (1) =2(2t+3)2 — 2" =8t +12 — 2!

A masik lehetéség, mivel 9 a Il tipusba tartoz6 dsszetett fiiggvény, az hogy alakalmazzuk az ott

kézolt derivalasi képletet.

Ekkor felhasznalva, hogy

of _
or

of

2 — =2
x, By

és azt, hogy
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dr dy 1
dt 7 dt
kapjuk, hogy

dg af dx af dy 1—t 1—t 1—t
)= 29 _ 08 AT 0T Y _ oy 9 o (L olot) — 9(9713)2— 2!t = 844129
SO =0 "o atoy o rW2HT(eT) = 202443)2-2e 7 = 81412 -2c

A két eredmény természetesen egyenlé.
8. feladat Legyen - (t) = 1n t,y (t) —t+26esf (x,y) = 111(2:1,‘ + 3y>.
Hatarozzuk meg a g (t) =f ($ (t) Y (t)) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Alkalmazzuk a ll-ben szereplé lancszabalyt. Mivel

of 2 af 3
or 2x+3y Oy 20+ 3y

és

dr 1 @_ 1

dt ~ t dt 2Vi+2

azt kapjuk, hogy

dg of duv Of dy 2 1 3 1
dt — Ox dt Oy dt 22(t)+3y(t)t 2x(t)+3y(t) 21+ 2
2 1 3 1 1 2 3

= —+ : = ——
2ln t+3Vt+2t 2ln t+3Vt+2 2Vt +2 21nt+3\/t+2(t 2\/t+2)

9. feladat Tekintslk az ¢ (g’;,y) =Y.V (g;,y) =T — yés

f (ar,y) — 33:2y — 2z + 3y ketvaltozos fiiggvényeket és hatarozzuk meg a

h (u (%Q) U (@y)) kétvaltozos fliggvény parcidlis derivalt fliggvényeit.
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Megoldas: A h, egy lll tipusba tartozé fliggvény. Mielétt az ilyen tipusu fiiggvényekre

vonatkozo lancszabalyt alkalmaznank célszer( az f fliggvényt, (a kiilsé fliggvényt) felirni U és

U (vagy amivel a belsé fliggvényeket jeldltiik) fliggvényeként. Most azt kapjuk, hogy

f (u,w) = 3uv — 2u + 3v-

Mivel

of of . :
%—6uv—2, av—3u +3
és

ou_ o

or 7 oy

ov Ov

— =1, —=-1

Ox T Oy

azt kapjuk, hogy

oh Of Ou Of Ov . 2 L
%—%%+%ax—(6uv—2)y+(3u +3)1 =

=6 (zy)(x—y)—2)y+ (3(:}6y)2 +3)1 = 92%y* — 62y® — 2y + 3~
illetve

oh  Of ou  Of v o
9~ ou 8y+8v 3 = (6uv — 2)z — (3u” + 3) =

= (6 (zy) (x —y) —2) z — (3(xy)* + 3) = 62y — 92%y® — 20 — 3

Természetesen ugyanerre az eredményre jutunk, ha el6szor felirjuk a j (:L"y) képletet majd

2.3 Tobbvaltozés fiiggvények
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azt derivaljuk parcialisan.

Most
h (x,y) = 32°y* — 32%y® — 20y + 32 — 3y-

és ennek parcialis derivaltjai valoban a fentiek.
10. feladat Legyen 4, (:L‘,y) — 2 _ y és (x7y> — g%+ yQ , valamint
f(z,y) = cos xcos y.Szamitsukkiah (2,y) = f (u (z,y) v (z,y))Tggveny

parcialis derivalt fliggvényeit.

Megoldas: A h most is egy Il tipusba tartozé dsszetett fliggvény. A kiilsé fliggvényt felirhatjuk

af (U,U) = ¢oS w'sin v alakban. Innen

of _ —sin u’cos of _ —cos wsin v
5 = u v, Fo= u v
Tovabba

ou ou

T gy, 9

or 0 oy

és

ov ov -

— =9 — =92

ar O oy Y

Ezeket felhasznalva kapjuk, hogy

B_h — ﬂa_u + ﬁa—v = —sin w'cos v'2x — cos usin v 2z =
dr Ou dx Ov O B

= —sin(z® — 2y)cos(z® + y*)2x — cos(z® — 2y)sin(a® + y*)2z =

= —2z [sin(z” — 2y)cos(z® + y*) + cos(z® — 2y)sin(z” + )]
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és

oh _ 07 0u + 0f v sin wcos v'(—2) — cos wsin v2
— ==t == —2) — in =
dy Ou dy Ov Oy “ vy

= 2sin(x® — 2y)cos(x® + y°) — cos(z” — 2y)sin(z® + y*)2y =

= 2 |sin(2? — 2y)cos(z? + y?) — cos(x? — 2y)sin ($2 + 92) y]

11. feladat Tekintsiik az 7 (x,y) =9 + Yo (2,y) = Tes f (x,y) — %Y
J
Y
kétvaltozos fliggvényeket. Hatarozzuk meg a }, (g;'7y) =f (u (g;'7y) U (gj’y)) fliggvény

parcialis derivalt figgvényeit.

Megoldas: Ez a /1 a lll tipusba tartozé dsszetett fiiggvény. Az ottani lancszabalyt fogjuk

hasznalni. Ennek érdekében célszer(i most is felirni f -et U ¢s U fiiggvényeként (vagy amivel a

belsé fliiggvényeket jeldltik). Ekkor

f (uw) =€,

és azt kapjuk, hogy

ﬁ_ uv ﬁ_ uv’

g aw  °

valamint

8u_2 8u_1,ésc%_1 c%_ x -
or 7 Oy ox vy Oy 12

Ezek felhasznalasaval

dr  Ou Ox Ovax_ve ue y
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illetve

Oh Of Ou Of dv . w., T
8_y_8u8y+c%8y_ve 1+ ue (y2)—

v z 222 :-
= ge(l’ﬁry); — 2z +y) %6(2w+y)5 _ _y_€6(2x+y)g

Erdemes most is kiprobalni, hogy ugyanezeket kapjuk, ha felirjuk kdzvetleniil a

h (33 y) _ 6(2$+y)§ _ 62%_% formulat és annak vesszik a parcialis derivaltjait. A fenti
)

szabdly alkalmazasa azonban altaldban egyszer(ibb derivalasokat jelent.
12. feladat Hatarozzuk meg az f (1,9, 2) = ry?2d + 3z + 2y + 2, Dy = R3

haromvaltozés fliggvény parcialis derivalt figgvényeit.

Megoldas:

af

2.3 ’
= 3

97 Yy zT+

0 ,

—f = 2ry2® 4+ 2

dy

0 .

—f = 3zy’2? + 1

0z

13. feladat Készitsik elaf (xl,xQ,x:)’, ,ib”n) — x% + x% + xg + . _i_xin

-valtozoés fuggvény parcialis derivalt fliggvényeit.

Megoldas: A fiiggvényiink szerkezete most olyan, hogy az 6sszeg 7? tagja kéziil mindegyik

csak egy-egy valtozotdl fligg. Ezért, amikor példaul az elsé valtozoé szerint derivalunk az 6sszeg

elsé tagjan kivul minden tagnak nulla a derivaltja, amikor a masodik valtozé szerint derivalunk,
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az 6sszeg masodik tagjan kivil minden tagnak nulla a derivaltja, és igy tovabb.

Tehat

of ,
8_:[;1_2:1;1
af ,
8_322_2$2
of

= pa
81133 3

af
ox,,

=2z,

Ellen6rzo kérdések

[@ 1. kérdés: Legyen f ($,y) — 4 ny _ $3y2 + y/ - Ekkor az elsérendi
parcialis derivalt fliggvények

T fo(zy) =14 20y — 32%y°,  fy (zy) =1+ 22°y + 2
& fe(zy) =14 2xy — 3z2y?, fy (xy) = z? — 2%y + 1.

Lo (my) =1+ ay(2 - 3ey), [y (xy) = 2 (1 + 2ay) + 1

[@ 2. kérdés: Legyen f (;c,y) = COS(Zx — 3y) . Ekkor fy (:B,y) =
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 fy(z,y) = —sin(2z — 3y)-
" fy(z,y) = 6cos(2z — 3y)-
 fy(z,y) = 2cos(2x — 3y)-

C f, (o) = 3sin(2 — 3y).

&) 3.kérdésiHa f (1.y) = we¥ — xsin (wy)> akkor f, (z,y) =

€Y — 2xcos (zy) y-
€Y — 2xsin (zy) — 2’ycos (zy)-
€Y — 2xysin (zy) — a’cos (zy)-

&Y — x(2sin (zy) — wycos (zy))-

[@ 4. kérdés: Legyen f ($7y) = e"eos ($y) Ekkor O f B
oy

" xe™ (cos (zy) + sin (zy))-
" ye (cos (zy) —sin (zy))-
 xe™ (cos (xy) — sin (zy))-

 ye™ (sin (zy) — cos (zy))-

[@ 5. kérdés: Egy henger térfogatat az alapkorének az 7 sugara és a
magassaganak a fiiggvényében a 1/ (r,h) — 7T7“2h fliggvény irja le. Ekkor a

OV és OV derivaltakra
or  oh
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o, v
E—ﬂ"f’, %—27{'7"}7}
ov o o,
E—zﬂ'?"h, %—ﬂ'r
1% o ov. 5
W—ﬂ"l"h, %—27{7"
WV _orr YV _
o "0 on "

6. kérdés: Legyen ; (1) = 2t — 3, 1 (t) = t?es f(xy) =z + zy-
Ekkora g (¢) = f (x (t) ,y (t))figavényre g’ (1) =

62 — 6t + 2-
2 — 6t2 — 6t-
2 + 612 + 6t -

6> — 6t — 2-

7. kérdés: Legyen f (1 1) = e y2 és g (gj’y) = 211 - Ekkor

of _0g.=df _ 0y
or Odr 9y Oy

of _ 090y _0f
oxr Oy Oz Oy

0 _ 9.0 _ 0y
dy Oy Ox Oz

of _0g..0y _ 0f
or Oy Oxr Oy
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[@ 8.kérdés:Hax(> \/— ()_etésf(xy)—x2y+x2y2,

akkor a ¢ (t) =f (x ( ) Y ( ))fuggveny derivalt fiiggvénye ¢ (t) =

2t 2e 4 el
2te?t + 2 — tet .
2te?t — 2t + tet.

ote?t — e — tet-

9. kérdés: Legyen ¢, (g;)y) =Y, v (a;)y) =1r — yés

f (:an) = 6:1;3/2 — 3z — 2y Ekkora /, (3;73/) = f (u ($7y) U (:an))
fiiggvényre Oh B

8_y_

62> — 18z%y + 24xy® — 3z + 2-
62° + 242y — 18xy* — 3z + 2-
62° — 24x%y + 182y* — 3w + 2-

6% — 242y + 18zy% + 2y — 3-

10. kérdés: Legyen ¢, (a:,y) =Tr+yv (3773/) =x —yes

f(2.y) = T +Y.Ekkorah (z,y) = f(u(z,y),v (x,y))figgvényre
r—y

fCC (xay) —

1.
i
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< |
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Tanulasi cél: Begyakorolni a kétvaltozos fliggvény felliletét adott pontban érinté érintésik

egyenletének a felirast.
Tananyag:
Elméleti 6sszefoglalo:

Legyen az f (g;7y) kétvaltozos fliggvény az (a7b) pontban differencialhaté. Ekkor a
kétvaltozos fliggvény grafikonjat, ami most egy feliilet, az (a7b7f (a7b)) pontban érinté

érintésik egyenlete:

Ja (avb) (:E - a) + fy (avb) (y - b) - (Z —f (avb)) =0-

Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a szébanforgé sik az A (a7 b, f (a7b)) ponton

atmené, ﬁ _ (fx (a,b) 7 fy (a,b) - 1) normalvektoru sik.

Ha érintSsik egyenletébdl kifejezziik a < valtozdt egy kétvaltozos fliggvényt kapunk, amelynek

képlete

z2=g(xy) = f(ab) + fz (a,) (x = a) + fy (a,b) (y = b)-

Ezt a 9 fuggvényt hivjuk az f figgvény (a7b) -beli linearizaltjanak. Hasonloéan az egyvaltozds

esethez ez is jol kozeliti az f -et az (a7b) pont kézelében.
Ha az (a’,b’) pont az (a7b) pont kdzelében van, akkor
flab) = g(a’b’).

Az f (x,y) fliggvény megvaltozasa, ha az (a7b) pontbdl elmozdulunk az (a +dx,b+ dy)

pontba,

Af = fla+dz,b+dy) - f(ab)-
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Ez tehat az el6jeles dx és dy , jellemz&en kis abszolut értéki valtozok fliggvénye. Ez a

flggvénymegvaltozast méri a fellleten elmozdulva.

Tegyiik fel, hogy f differencialhato az (a7b) pontban. Az f (gjjy) fliggvény (a7b) pontbeli

differencialja
df = f (a,b) dz + f, (a,b) dy.

ami szintén az elSjeles d.x és dy valtozok fuggveénye. Ez az f (a,b) -beli linearizaltjanak a
megvaltozasat méri ha az (a’b> pontbdl az (a +dx,b+ dy) pontba mozdulunk el. Kis

elmozdulas esetén
Af ~df.

Ez lehetéséget ad fliggvényértékek pontossaganak megbecslésére, ha a valtozok értékének a

pontossagat ismerjiik. Ezt szokas hibaszamitasnak nevezni. llyenkor a Af -et abszolut

hibanak, a A f mennyiséget relativ hibanak is hivjuk.

f

Kidolgozott feladatok
1. feladat irjuk fel az f (%y) — 2 _ Ty + 2y2 fL']ggvény(l7 — 1)-beli érintésikjanak

egyenletét.

Megoldas: Elészér is f(l, — 1) — /4 . A parcialis derivaltak

fo(zy) =2z -y, fy(zy)=—-2+4y
Ezek helyettesitési értéke a szébanforgd pontban
f:c(17_1)=37 fy(17_1)=_5

Mostmar minden készen all, hogy behelyettesitsiink az érintésik képletébe. Ekkor azt kapjuk,

hogy
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3x—1)=5y+1)—(2—4) =
dr—oy—z2—1=0.

Ez a keresett érintésik egyenlete.

2. feladat irjuk fel az (:L‘ y) _ (x2 . 3y)2fﬂggvény(27 1)-beli linearizaltjanak
)

egyenletét.

Megoldas: Ugyantgy jarunk el, mint az el6z8 feladatban.
f2,1)=1

fo(2y) = 4z(2a® = 3y),  fy (z,y) = —3(2" — 3y)-
f-(2,1)=8, f,(2,1)=-3.

Ezutén az érintdsik egyenlete
8(r—2)—3(y—1)—(2—1)=0.

8r —3y—2—12=0.

Ebbél a linearizalt egyenlete

g (zy) =8z —3y—12.

3. feladat Alkalmas linearizaltat hasznalva szamitsuk ki f (1,1’ 2,1) kozelit értékét, ha

fzy) =+ry—v+3

Megoldas: Mivel az (a’,b’) = (1,1, 2,1) pont az (a,b) = (1, 2) pont kézelébe esik, az f

fuggvény (17 2) -beli linearizaltjat fogjuk hasznalni. Felirjuk a linearizalt képletét.

f(1,2)=vV12-1+3=2



64 2.3 Tobbvaltozés fiiggvények

A parcialis derivaltak

y—1 T

2y —x + 3’ fu(z) = 2Ty —x +3

Ja (xvy) =

Ezek helyettesitési értéke az (17 2) pontban
1

f:c (172) = 17 fy (172) ==

Ezeket felhasznalva a linearizalt

g (2,y) = f(a.b) + fo (a,) (x = a) + fy (a,b) (y = b) =

1 1 r Yy 9.
=2+ @-D+y-2)=+7+;
Mostma 1 21 5 |
osmal’f(l.l,z.l)%9(1.1,2.1): 4 ;1 _‘_122'05

Kalkulatorral kozvetlenll szamolva \/1'1.2'1 —1.14+3~2.05182- tehat valéban

hasznalhaté kdzelitést kaptunk.

4. feladat irjuk fel az f \/36 y2 fuggvény P (2 4) -beli érintésikjanak

egyenletét.

Megoldas: Mivel f (2’ 4) — \/36 — 92 _ 42 — /16 = 4 az érintési pont koordinatai

(2,4,4).
A parcialis derivaltak

f (2.9) — :
z \T, = = -
Y 24/36 — 22 — y? V36 — 22 — 2
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—2y _ Y )
2./36 — 22 — 42 /36 — a2 — g2

Jy (z,y) =
Elvégezve a behelyettesitéseket

f$(274):_§:_%7 fy(2>4):—%=—1’

vagyis az érintésik normalvektora

Ez alapjan a keresett sik egyenlete

1
=2~y -4 - (-4 =
vagy rendezve

T+2y+2z—18=0.
5. feladat Tekintsiik az f (3;‘ y) _ e—acQ—y2 fliggvényt és irjuk fel a ( 1 1 )-beli
’ p

érintésik egyenletét.

N[
DN =

Megoldas: 1 1 1 1 1 , vagyis a érintési pont koordinatai
(5 78) K

1 1 1\ . Tovabba

(7 7 )

—e =
f:c (l‘,y) = _Qxe—xZ—y27 f:c (%7 %
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_ —z?—y? RN N 6—1__@'
fy (Z’,y) - _de ) fy (\/57 \/5) - \/5 -

lgy a normalvektorra \/§ \/§ adoédna, de némileg egyszeriibb, ha ezt

(& (&

megszorozzuk — € -vel. Tudjuk, hogy ezt megtehetjiik, hiszen a normalvektornak csak az

irdnya fontos.

A normalvektor tehat lehet az — vektor. Ezzel
n = (\/5, \/5, e)

1 1 1 :
ﬁ(x—ﬁ)—l-\/i( —E)-FB(Z—E):O

\/§x+\/§y+ez—3:0-

Ellen6rz6 kérdések

[@ 1. kérdés Az f (x’y) =g+ y2 fiiggvény P (17 1) -beli érintésikja

(= azx + 2y — 2 + 1 = (egyenleti sik.
i~ atmegy az origon.
(™  atmegya P (27 0, 1) ponton.

(™ parhuzamosa—x — 2y — 2z — 3 = ( sikkal.

[@ 2. kérdés Az f(x, ): L fiiggvény P(]_,l)-beli érintésikjanak

VY

egyenlete

~ 2z—y—22+1=0.

— 2z—y—2z—1=0.
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Y 1

—_ L _ s __ =0
T3
—2x+y+22=0
3. kérdés Az 1 figgvény P (17 1) -beli érintésikjara illeszkedik
f (:L‘,y) = —

Ty

P(~1,—1,—1)pont
P(1,1,— 1)pont
P(1,—1,1)pont

P (1,1,1)pont

4. kérdés Az f (gj)y) =In (33) + In (y) fiiggvény p (17 1) -beli

érintdsikjanak egyenlete

T+y—2z2=-2.
—r—y+z=2.
T—y+z=2.
T+y—z=2.

5. kérdés Az f (3;7y) =/ + y fiiggvény P (2, 2) -beli érintésikja atmegy

a

Q (07 1, ()) ponton.

Q (17 0, ()) ponton.
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—Q (07 0, 0) ponton.

Q (0’ 0, 1) ponton.




2.3.6 Iranymenti derivalt, gradiens 69

Tanulasi cél: Begyakorolni az iranymenti derivalt kiszamolasat és a gradiensvektor eléallitasat.
Tananyag:
Elméleti 6sszefoglalé:

Legyen az f (3;73/) fuggvény differencialhaté az (a7b) pontban, %7 — (uth) pedig egy

vektor. Ekkor az f fliggvény =7 iranyu iranymenti derivaltja az (a7b) pontban

Uy Ug |

fa (a,b) = fz (a,b) = + f, (a,b) El

Az irdnymenti derivalt a parcialis derivalt altalanositasa, az X szerinti parcidlis derivalt az

7 — (17 0) iranyu, az Y szerinti parcialis derivalt az 7 — (07 1) iranyu iranymenti derivalt.
Ugyanennek az f (:L‘,y) fliggvénynek a gradiens vektora, vagy gradiense, az (a,b) pontban

gradf (a7b> - (ffv (a7b) 7fy (avb))'

Kidolgozott feladatok
1. feladat Szamoljuk ki az f (x7y> — Qny — y fuggveny U = (17 2) irdnyd iranymenti

derivaltjat az (a7b> = (17 — 1) pontban.

Megoldas: El8szor elkészitjiik a parcialis derivalt fliggvényeket. Ezek most
fo(wy) = 2y° fy (vy) = 4wy — 1.

Ezek helyettesitési értéke a megadott pontban

f:c(lv T 1) = 27 fy(lv - 1) =—5.

Miel6tt behelyettesitenénk az iranymenti derivalt képletébe érdemes kiszamolni még az

irdnyvektor hosszat is, ez most
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7| = V2

Ezek alapjan

fa (a,b) = fu (a,b) %Jrfy (a,b) ‘% = 2'\}5 + (—5)';—; = %

2. feladat Szamitsuk ki az f (a';,y> = ze¥ — ye” fuggvény (a,b) = ((), ()) pontbeli

U = (—5,2) irényd iranymenti derivaljat.
Megoldas: Mivel

[z (xy) =€’ —ye®, f,(xy)=xe’ — €,
ezért

f2(0,0)=1, f£,(0,0)=—-1.

Miutan| 37| = /29 -

fo () = 1=+ (1) e = ——

V29 V29 V29

3. feladat Szamitsuk ki az f (x,y) — 2x3y2 fliggvény (a7b) = (17 1) pontbeli irdnymenti

derivaltjaitaz yy = 21 -+ 1 egyenes iranyvektoraval parhuzamos iranyokban.
Megoldas: El6szor meghatarozzuk a parcialis derivaltakkal kapcsolatos dolgokat.
fo (zy) = 627y, f, (2,y) = 42°y.

és igy

f2(L,1) =6, f,(1,1)=4.

Az egyenes egy lehetéges iranyvektora az 7 — (1 2) vektor. (Az egyenes két pontja
2
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A (O7 1) és B (17 3) , és ekkor 1@ _ (1, 2) egy lehetséges iranyvektor.) Ha kiszamoljuk

az ilyen iranyu iranyvmenti derivaltat, azt kapjuk, hogy

o2 0
Vi Vs Vb

f2(1,1)=6

De 7 -val egyutt minden 57 — (6, 25) , o c R, ) 7& Ovektor is lehet az egyenes

irdnyvektora.

Legyen el6szér & > () . Ekkor, mivel most
0| =6|d| =508

az adadik, hogy

o 20 10 .
Ha pedig § < (), akkor, felhasznalva, hogy ¢ , s azt, hogy ilyenkor
W —

‘57‘ _ ‘5‘ . ‘7‘ , azt kapjuk, hogy

p 20 10
f\él YTV

fow (1 1) =6 —=—

Tehat csak két kilonb6z6 értéket kaphatunk iranymenti derivaltként, amelyek egymas minusz
egyszeresei.

4. feladat Hatarozzuk meg az f ($7y) = :L‘ln(x + y) fliggvény gradiensét az
(a,b> = (3, — 2) pontban.

Megoldas: Miutan

X

ooy =In(e+y) + ——, fy (o) = ——
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kapjuk, hogy

oy

grad; (a,b) = (3,3)-
5. feladat irjuk fel az _ 2 2 fuggvény (q.b) = (3. 4) -beli gradiensét.
f(zy) =In\/x2 4y ; ;

Megoldas: Az egyszerlibb derivalas érdekében érdemes felirni f -et az alabbi alakban:

11 .
f(zy) =Iny/22 +y? =In(2? + y?)2 = 5111(:172 +4?)

Ezutan

1 2z T Y
f:c (x,y) - 5 x2+y2 - x2+y27 fy (ZL‘,y) = x2+y2
Innen

Ellen6rz6 kérdések

[@ 1. kérdés: Azf (l‘,y) — (3: + 2y)3 fliggvény 7 — (27 1)irény|]
iranymenti derivaltja a P (17 1) pontban

S|oo
o—( b_l
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108 .
G
- 108.
5
135
V5

[@ 2. kérdés: AZf (x7y) _ (ny)g’ﬁiggvény 7 _ (\/g7 1) iranya

iranymenti derivaltja a P(_L 1) pontban

{ 6—3\/3-
D

™ 6v3-—3
9

{ 3—6\/3-
9

" 3v3-6
2

r,@ 3. kérdés: Azf (,y) = X — Y fuggvény 7/ — (—1,1) irany( iranymenti
r+y
derivaltja a (2, 1) pontban

,j
“I -
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4. kérdés: Az f (;(;7y) = sin (g;y) + cos (g;y) fliggvény gradiens vektora a
P(1,2)

grad; (1,2) = (43,60)-
grad; (1,2) = (63, 40).
grad; (1,2) = (60,43).

grad; (1,2) = (40,63).

5. kérdés: Az f (3;7y> = \/tg x + y figgvény P (0’ 1) -beli gradiense

1\
grad, (0,1) = (5, 1)

grad; (0,1) = (2,1)-

1\
grad; (0,1) = (1,5)

grad,; (0,1) = (=2,— 1)

6. kérdés: Az f (;@y) = sin (;(;y> + cos (xy) fliggvény P (27 0) -beli
gradiense

grad, (2,0) = (0,2)-
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" grad; (2,0) = (0, - 2)
" grad; (2,0) = (2,0)-

" grad; (2,0) = (2,2)-
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Tanulasi cél: A magasabb rendii parcialis derivalt fliggvények eléallitasanak begyakorlasa.
Tananyag:

Elméleti 6sszefoglalé: A kétvaltozos f (3379) fuggvény parcialis derivalt flggvényei maguk is

kétvaltozo figgvények. Tekinthetjiik ezek parcialis derivalt figgvényeit. Ezeket hivjuk az

f (x)y) fliggvény masodrendii parcialis derivaltjainak.

Ezekbdl tehat négy darab van:

faz (:L‘,y)  Joy (:z:,y) i (:L‘,y) . (x,y)

Az alsé indexben a valtozok balrdl jobbra olvasva mutatjak a derivalasok sorrendjét, tehat

példaul az fym (x’y) az Y szerinti derivalt L szerinti derivaltja.

AZ .. (g;7y) és fyy (x7y)fﬂggvényeket tiszta masodrendi parcialis derivaltaknak hivjuk,

mig az f,, (;[;7y) és fuu (@y) a vegyes masodrenddi parcialis derivaltak.

Nevezetes tény, és példaul 6nellenérzésre elénydsen hasznalhatd, hogy azokon a helyeken,

ahol a vegyes masodrendi derivaltak folytonosak egyenlék is:

ffﬂy (l’,y) = fyfﬂ (:L‘,y)

Hasznalni fogjuk a derivaltak tort alaku jelélését is. Példaul az fym (gj’y) masodrendi parcialis

derivaltat

0 f
0xdy

is jeldli.
Ennél a jelélésnél tehat a derivalasok sorrendje a nevezdben jobbrdél balra olvashato.

A kétvaltozés f (x)y) figgvény masodrendi parcialis derivaltjai, (ha a sziikséges parcialis

derivaltak mind léteznek), elrendezhetbk az alabbi tablazatba is:
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f:c:c (x7y) ffcy (l’,y) '
Sya (z,y) fyy(fv,y)

Ez a masodik derivaltak matrixa.

Haromvaltozés f (:L',y, z) fliggvény esetén ez

foz (2,9,2)  [oy (2,9,2)  faz (2,9,2)
fysc (x,y,z) fyy (x,y,z) fyz (:lr,y,z)
foa (@9,2)  fo (Xy,2)  fon (2,0,2)

Kidolgozott feladatok
1. feladat Készitsik el az f (x,y) — x?’y? + xy4 fluggvény masodrendi parcialis derivalt

fuggvényeit.

Megoldas: El6szor persze az elsérendl parcialis derivaltakat kell meghatarozni. Ezek
fo (2y) = 3%y + ¢

és

fy (2,y) = 20°y + day®-

Ezeket felhasznalva kapjuk, hogy

foz (2,y) = 6x92’

foy (2,y) = 627y + 4y

fuz (z,y) = 62%y + 49°

Juy (T,y) = 22° + 12zy>-
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Latjuk, hogy a vegyes masodrend( parcialis derivaltak egyenlék. Errdl mindig gyézédjunk meg
a derivalasok utan, ha egyenléknek addédnak valésziniileg minden derivalasunk helyes. (Csak

olyan esetekkel fogunk foglalkozni, amikor egyenléknek kell lennitk.)

2. feladat Hatérozzuk meg az f ( (:L‘2 + y2)2 fuggvény masodrendi parcialis

1Y) =

derivaltjait.

Megoldas: Hogy a derivalasok egyszerlibbek legyenek célszer(i elvégezni a kijeldlt négyzetre

emelést. Tehat

flzy) = (@ +y") =a' + 227 + ¢
Mostmar

fo (xy) = 42° + dzy®, fy (z,y) = 42’y + 4y°-
Ezekbd| pedig

faa (z,y) = 1222 + 4y*.

fay (2,y) = 8y

fye (2,y) = 8y,

fuy (Ty) = 422 + 12y3.

Az olvaso oldja meg ugy is a feladatot, hogy 6sszetett figgvény derivalasaval kapja meg az
elsérend( parcialis derivaltakat, és szorzatfliggvények derivalasaval a masodrendiieket.

3. feladat Legyen f (:L’ ) _ f Hatarozzuk meg a masodrend( parcialis derivaltakat.
) =

Megoldas: Hasznaljuk most a parcialis derivaltak tort alaku jelolését. Ekkor
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of _1 9of _ =
ox y Oy P

Ebbél

’f  0°f _0
ox2  Ozdr
’f 1
dydr  y?
’f 1
oxdy  y?

0?f 02 f meghatarozasahoz célszerti felimi O f -t

dydy Oy dy
ﬁ = —I -2
dy y

alakban. Ebbdl

I>f 3 2x-
o Ty

4. feladat Tekintsik az f (ZL‘,y) = e”sin y + eYcos x flggvényt. Mutassuk meg, hogy

erre a figgvényre

f:v:c (x,y) + fyy (l',y) =0.

Megoldas: Mivel

fz(zy) = €"sin y — eYsin x, f, =e"cos y+ e’cos x.
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a tiszta masodrend( derivaltakra kapjuk, hogy
foz (z,y) = €”sin y — e¥cos .
illetve

Jyy (z,y) = —e"sin y + e’cos x-

Ezek 6sszege valoban a kondtans nulla fiiggvény.

5. feladat Hatarozzuk meg az f (3: y) zy? fliggvény masodrendii parcialis derivaltjait.
9

= z’e
Megoldas: Az elsérendli derivaltak most
fo(zy) = 206" + p2yPe™, [y (Ty) = 23y’ -
Az T szerinti parcialis derivaltat érdemes felirni

fo (2,y) = (22 + 2%y?)e™

alakban, hogy amikor ezt derivaljuk csak egyszer kelljen a szorzat fliggvény derivalasi

szabalyat alkalmazni. Ezek utan tehat

fou (my) = (2+ 2$92)6my2 + (2x + xzyQ)er"”yQ’

foy (@9) = (22%y) € + (22 + 2%y 20ye™

Jye (3y) = 6$2y6$y2 + 2:1:3y3e””y2’

foy (x,y) = 9437 + 4x4y26$y2.

6. feladat Szamitsuk ki f:c:cy (x7y) -t, ha f (:L‘,y) — :L‘3y2 n $y3 x4 y2-

Megoldas: A keresett derivaltak sorban
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fa (zy) = 3z%y* +y° — 8.
f:v:c ($7y) = 6£L'y2’
végul

f:c:cy (:L‘,y) = 1233'y
7. feladat Legyen f (x,y,z) = xe¥ + yz3 + xyz- Hatarozzuk meg az

f:v (x,y,z) ) fyz (x,y,z) 5 fz:vy (flf,y,z)
parcialis derivaltakat.

Megoldas:

f:c (3:7@/72) =e’ + yz-

A masodrend(i parcidlis derivalthoz elészér az Y szerinti derivaltat kell kiszamolni. Ez
fy(2,y,2) = ve? + 2° + 2

Ebbél

foz (Ty,2) =32° + -

Végul

fo (,y,2) = 3y2” + 21>

amibdl

fzm (.Z',y,Z) =Y
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tehat végll is

fz:cy (:l:,y,z) =1.

8. feladat Legyen f (x,y) = zy + x2y3- irjuk fel a masodik derivaltak matrixat.

Megoldas: Mivel

fo (@) =y +2xy°, [, (xy) =z + 327>
a masodik derivaltak

3

foz (T,9) = 207, foy (2,y) = 1 + 6277,

fue (Ty) =1+ 629>, fyy (z,y) = 62%y-

Ezek felhasznalasaval a masodik derivaltak matrixa

293 1+ 6xy? |-
1+6xy? 622y

Ellen6rzo kérdések

[@ 1. kérdés: Legyen f (;p)y) — %Y . Ekkor fy:c (w,y)

 (z+y)e.
 22e™ 4 ™.
e 4 xye™.

- 2xye™.
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’f
oxdy

" 2ycos(z + y°) — 2xysin(z + y°)-
" 2xcos(x + y*) — 2xysin(x + y°)-
" 2ycos(z + y*) — 2asin(z + )

" 2zy (cos(z + y?) — sin(z + 7))

&) 3.-kérdés: Legyen f (1 y) = In(2? + 2y?)- Ekkor f,, (1,y) =

- Ay :

(a2 + 2y2)°
- 8xy .

(a2 + 2y?)°
- 8xy

3;4 + 4y4
- 2 .

x? + 4y

[@ 4. kérdés: Ha f () 3 ,akkor f,. (z,y) =

- 2zy + 3y

" 2x(42® + 18z + 27) -
(2zy + Sy)3

- B 8x3 + 36x% + 27x
(22 + 3y)°
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" 2x(4x® + 18z + 27) -
y(2x + 3)°

{ " 1622 :
2y(2x + 3y)

@ Skerdes:legyen p () T | Y. Ekkor fo (z,y) + fyy (wy) =
Yy X

2y 2z
- 2z +2y.
x3 +y3
2yt 4 224
x3 + 53
- =2 2y.
v

[@ 6. kérdés: Tekintsiik az f ($7y) = 23 (x _ y2 _ y) fiiggvényt. Ekkor
fazym (ZL‘,y) =

- —6y(2x+1)-
- —2z(6y+1)-
122y — 6x.

& —6x(2y+1)-

& T-kerdésiHa f (1.4 2) = gPy2® — pyPzakkor fi (2,y,2) =
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- dxy — 2z.
— dyz +2x.
— dzrz —2y.
- dxz 4 2y.

[@ 8. kérdés: Legyen f (g;}y) — gye” . Ekkor a masodik derivaltak martixa

£ 0 e’ +e”

| e" +e” 2ye’ + xye”
[ 2ye® + xye® €% + ze”
| e Fxet et ze” |
[ 2ye? +xye® e+ ze®
e’ + xe” 0

[ e+ xe® 2ye® + aye® |
0 e’ + xe®
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Tanulasi cél: A kétvaltozoés fliggvények lokalis szélséértékeinek meghatarozasara hasznalhato

modszer begyakorlasa.

Tananyag:

Elméleti 6sszefoglalo: Csak kétvaltozos fliggvényeknek az értelmezési tartomany belsé
pontjaiba esé lokalis szélséértékeinek megkeresésével fogunk foglalkozni, és azt is
feltételezziik, hogy a széls6érték szempontjabdl vizsgalt figgvények akarhanyszor

differencialhatok.

Tekintsiink egy f (ZII,y) kétvaltozos fliggvényt.

Ennek stacionarius pontja az értelmezési tartomany minden olyan pontja, ahol mindkét parcialis

derivalt nulla, vagyis a stacionarius pontok az

gyakran nem linearis, egyenletrendszer értelmezési tartomanyba esé megoldasai.

Ha a kétvaltozos f (:L',y) fliggvénynek az (a7b) pontban lokalis szélséértéke van, és a

fliggvény ebben a pontban differencialhaté, akkor itt mindkét parcialis derivaltja nulla, azaz

Tételezzik fel, hogy az f (l’,y) fuggvénynek még a masodrendii parcialis derivaltjai is

folytonosak egy, az (a,b> stacionarius pont kortli, kérlap pontjaiban. Tekintsik a

D (iL',y) = faa (x7y) fyy (xvy) - f:?y (x7y)

kifejezést.

Ekkor
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ha D (a,b) > 0.¢és f,, (a,b) > 0, akkor (a,b)-ben lokélis minimum van,
ha D (a,b) > 0.¢és f,, (a,b) < 0.akkor (g, b)-ben lokalis maximum van,
ha ) (a,b> < (), akkor (a,b> -ben nincs lokalis szélséérték,

ha ) (a7b) — (), akkor a modszeriinkel nem tudjuk eldénteni, hogy van-e szélséérték (a7b)

-ben.

Ezek szerint, ha a szlikséges differencialhatosagokat feltételezzik, és a gyakorlatban ez
altaldban feltételezhetd, akkor a széls6értékek megkeresésére a kdvetkez6 modszer

hasznalhato.

1) Els6 lépésként meghatarozzuk a stacionarius pontok halmazat, szélséérték csak ezek kozil

kerilhet ki.

2YA D (:[;,y> fuggvény segitségével kivalasztjuk, hogy a jeldltek kdzil melyik valéban
szélsbeérték, és az fm (x)y) fuggveénnyel pedig eldontjik, hogy melyik szélséérték lokalis

minimum, illetve melyik lokalis maximum.

Kidolgozott feladatok
1. feladat Hatérozzuk meg az f (g9/) = 2zy + 20?2 4+ 4y2 ¢ fuggvény lokalis

szésbértékeit.

Megoldas: Fliggvénylnk értelmezési tartomanya az egész sik, Df — R2 . Az is latszik, hogy

a figgvénynek minden pontban mindkét parcialis derivaltja |étezik. Ezért lokalis szélséértéke

csak ott lehet, ahol mindkét parcialis derivaltja egyidejlileg nulla.

Mivel

fo(zy) =2y +4z, f,(zy) =22+ 8y.

az
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azaz a
{2y+4x:0
20 +8y =10

egyenletrendszert kell megoldanunk. Ennek a linearis egyenletrendszernek egy megoldasa

van, r = ()7 Y= (). Tehat a stacionarius halmaz, mivel az értelmezési tartomany az

egész sik, az egyeleml
S ={(0,0);
halmaz.

Megvizsgaljuk, hogy ez a hely valéban lokalis szélséérték helye e a fuggvénynek. Ehhez a

masodrendl parcialis derivaltakra lesz szlkségunk. Ezek

foo (@y) =4, fay (2,y) =2

Jya(wm)=2, fry(@y)=s-

Ezek felhasznalasaval

D (,y) = fau(w,y) [y, (2.9) = fay (2,y) = 48 — 2% = 28.

Mivel [) (()7 ()) — 928 > (), az origo lokalis szélséérték hely. Tovabba, mivel

foe (()7 0) — 4 > (), ez lokalis minimum hely. A lokalis minimum értéke f (()7 ()) =6.

Az alabbi abra a fliggvény grafikonjat mutatja.
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2. feladat Keressik meg az f (:L',y) =Ty — T — y2 fliggveény lokalis szélsGértékeit.

Megoldas: A fliggvénylink most is az egész a sikon értelmezve van, és mindenhol mindkét

parcialis derivaltja létezik. Meghatarozzuk a stacionarius halmazt. El&szor is

fo(xy) =y =32, f,(zy)=2—2y-

lgy tehat az
( y—322 =0
x—2y=20

egyenletrendszert kell megoldanunk.
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Ez egy kétismeretlenes nemlinearis egyenletrendszer. Az ilyenek megoldasara hasznalhato
egyik modszer az kdvetkez6: ha valamelyik egyenletbdl az egyik ismeretlen kifejezhetd a
masikkal, akkor tegylk ezt meg, és a kapott 0sszefiiggést helyettesitsik be a masik
egyenletbe. Ekkor az egyismeretlenes egyenletté valik, amelybdl, szerencsés esetben, az

ismeretlen lehetséges értékei kiszamolhatok. Ezt az utat fogjuk most is kdvetni.

Vegyuk észre, hogy a masodik egyenletbdl, példaul,
x -

y=3
2

Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe, kapjuk az

h

= —3z* =0

2

egyenletet.

Ennek két megoldasa van: 11 = () és 1.Haxy = (0, akkor a hozza tartoz6 1y =
ro = —

6
, ha pedig 1, akkor a hozza tartozé 1.
Ty = = 2= -3
6 CIRD

Mivel a fliggvényink értelmezési tartomanya az egész sik, mindkét megoldast meg kell

vizsgalnunk, vagyis a stacionarius halmazunk a kételem

oo (1)

halmaz.

Eléallitiuk a [) (3;7y) fuggvény képletét.

El6szor is meghatarozzuk a masodrendii parcialis derivaltakat, (és leellendrizziik, hogy a

vegyesek egyenléknek adodnak):
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Joo (flf,y) = —bu, fwy (l‘,y) =1,

foe (@) =1, fyy (z,y) = 2.

Innen mostmar

D (.fl/’,y) = f:c:c ($7y) fyy (m,y) - f:?y (:an) =12z - 1-

A D fliggvény segitségével sorban megvizsgaljuk a jeldltjeinket.

Mivel [) (()7 ()) = —1 < (), ez nem szélséérték hely.

Ezzel szemben

11 ,
D(z—=)=2-1=1>0
(6’12) ~

ez tehat széls6érték hely, és mivel

11 ,
I
fm(6,12) <0

ez egy lokalis maximum hely.

Végul a lokalis maximum értéke

1 1 1 .
f(g’ﬁ>_43_2

A fuggvény grafikonjat az aldbbi abra mutatja.
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3. feladat Keressiik meg az f (x,y) = 3 _ 3y — y?’ fliggvény lokalis széséértékeit.

Megoldas: Egy mindeniitt értelmezett, €s mindenhol mindkét valtozdja szerint parcialisan
derivalhaté fliiggvénnel van dolgunk, tehat lokalis szélséérték csak a stacionarius pontokban

lehet.

Most

fo(zy) = 32" =3y, fy (z,y) = =3z — 3y

Meg kell keresnlnk tehat a
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{ 322 —3y =0
—32—3y* =0

egyenletrenszer 6sszes megoldasat.

Az els6 egyenletbél Yy = 332 . Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe, kapjuk, hogy

—32 — 3z = -3z(1+2%) =0-

Ennek két megoldasa van: 11 = () és 19 = —1. Az ezekhez tart6z6 Y értékek, a

helyettesitési 6sszefiiggésbél, 1, = 0 ésyy = 1.
A stacionarius halmaz tehat a kételem

S = {(0,0),(~1,1)}

halmaz.

Miutén

Jou (2,y) = 62, fay (2,y) = =3,

fya (@y) = =3, fyy (z,y) = —6y.

D (z,y) = =36y — 9-

Ezt felhasznalva

D (0,0) = —9 < 0. itt tehat nincs széls6érték.
D(—1,1) = 36 — 9 = 27 > 0, tehat ez szélsGérték hely.

Mégpedig, mivel fmm(—L 1) — —6 < (), ez lokalis maximum hely, aminek értéke

-1y =1.
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Az alabbi abra a fliggvény grafikonjat mutatja.

4. feladat Keressik meg az 2 fliggvény lokalis szélséértékeit.

flay) =2"+y +—
Ty

Megoldas: A fliggvényunk értelmezési tartomanya az egész sik, kivéve a koordinata tengelyek
pontjait, hiszen a nevezében sem az L , sem az Y nem lehet nulla. Ahol a fiiggvény értelmezve

van ott mindkét parcialis derivaltja is létezik.

Mivel

2.3 Tobbvaltozés fiiggvények
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a
{2:(;—%:0
Zy—ézo

nemlinearis egyenletrendszer Df -be es6 megoldasait keressuk.

Az elsd egyenletbdl 1 adédik, amit a masodik egyenletbe beirva a
Yy=—3
T
2 2 0’
3 1
3 o
1
3 1'5 =0
"
1—28=0

egyenletet kapjuk.

Ennek két gyoke van, az 11 = —1ésazxy = 1. Az ezekhez tartozo ¥ értékek yy; = —1

és Yy = 1. Mindkét megoldas az értelmezési tartomanyba esik, tehat a stacionarius halmaz

S = {(_17 - 1)7 (17 1)}

Mivel
4 2
f:csc (:L‘,y) :24—@7 f:cy (x,y) = :1:2y2
2 4
fy:c (x,y) = xg_yzv fyy (:E,y) :2_‘_27_3/3
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Mostmar

D(_l’ — 1) = 66— 22 — 32 > (), ez tehat szelsGérték hely, mégpedig

fzz(—1, — 1) = 6 > () miatt lokalis minimum hely, a minimum érteke f(—1, — 1) =4

Hasonléan

D (17 1) — 32 > (), tehat ez is szélsdérték hely, mégpedig f, (17 1) = 6 > ()miattez

ia minimum hely, és az itteni minimum értéke is f (17 1) =4.

A fellilet az alabbi abran lathato.
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5. feladat Keressik meg az f (x,y) — 4x26y _ 21‘4 _ 64?/ fuggvény lokalis

szélsGértekeit.

Megoldas: Az értelmezeési tartomany most az egész sik.

f:v (x,y) = 8re¥ — 81‘3, fy (1‘73/) — 41-26@ _ 4643/_
Megoldjuk a

{ 8re¥ — 8x3 =0
4dx2%e¥ — 4e* = ()

egyenletrendszert.
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Az elsé egyenlet teljesiil, ha x = 0, de akkor a masodik egyenletben _4642/ — () kellene,

hogy legyen, de ez lehetetlen. Az L tehat nem lehet nulla, ezért az els6 egyenletet eloszthatjuk
8 -el. Az igy kapott egyenletbdl

¥ = 2.
Ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve

4" — 42® =0

adodik. Mivel 1 7& 0, itt egyszerisithetiink 4334 -el, és az
1—a2*=0

egyenlethez jutunk. Ennek két gyéke van, az 11 = —1ésaz 9 = 1. Az ezekhez tartozé ¥

értekek 1 = Y9 = ( . A stacionarius halmaz tehat

S = {(_17 0)7 (17 0)}

Mivel

foz (2,y) = 8¢Y — 2427 fo, (x,y) = 8xe?

fya (z,y) = 8ze, fuy (z,y) = 4z%eY — 16e™.

D (z,y) = (8¢ — 242%)(42%€? — 16e™) — 642 -
Az els6 stacionarius pontban, mivel

D(—1,0) = (—16)(—12) — 64 = 128 > 0.

és
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fm(—l,O) =8-24=-16 <0,
lokalis maximum van, amelynek értéke f(_L ()) =1.

Teljesen hasonléan a masik stacionarius pontban is lokalis maximum van, és annak is 1 értéke.

A fellilet az alabbi abran lathato.

m -i;“i\_
-2'3'; P ““‘ﬁ\.
30 % ‘ ‘?\‘3}\{\\“\\%\

A felulet érdekessége, hogy két maximum helye van, de nincs nyeregpontja. Ez olyan mintha
két hegycsucs lenne egymas mellett, de nem lenne kdztik hago.

6. feladat Harom pozitiv szam 6sszege 12 . Mekkora lehet a szorzatuk legnagyobb értéke?
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Megoldas: Jeldlje a harom szamot L , Y és Z . Ekkor

T+ y + 2 = 12, és az TY < szorzat legnagyobb értékét keressik.
Ha az elsé dsszefiiggésbdl kifejezzilk mondjuk a < -t, akkor
2=12—-xz—y

adodik. Ezt beirva a szorzatba az az X és az Y valtozok fiiggvénye lesz:
zyz =oy(12 —x —y)-

Ne feledjiik, hogy a feltétel szerint * és Y pozitiv.

Tehat az a feladatunk, hogy megkeressiik az

f(z,y) = zy(12—z—y) = 122y—2*y—2y®, D;={(z,y) € R*|x >0, y > 0}
fliggvény legnagyobb értékét.

A parcialis derivaltakra azt kapjuk, hogy

fz (xy) = 12y — 22y — v, fy (x,y) =122 — 2 — -
Megkeressuk a

{12y—2xy—y2=0
122 — 2% — 22y =0

egyenletrenszer 6sszes, az értelmezési tartomanyba es6, megoldasat.

Mivel sem az L | sem az Y nem lehet nulla, az elsé egyenletet eloszthatjuk Y -al, a masodikat

pedig L -el. Ekkor az alabbi egyenletrendszert kapjuk.
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{12—2x—y:0.
12—2 -2y =0

Ha most a masodik egyenlet kétszeresébél kivonjuk az els6 egyenleteta 12 — 3y =0
osszefliggest kapjuk, amibdl azt kapjuk, hogy iy = 4 . Ezt valamelyik egyenletbe visszairva

T = 4 adodik.

A stacionarius halmaz tehat egy elemd:

S={(4,4)}

Mivel

Jou (,y) = =2y, fay (2,y) =12 = 20 = 2y.
fyo (z,y) =12 =22 =2y,  fy (z,y) = -2z
D (z,y) = 4zy — (12 — 2z — 2y)*-

Mivel [ (4’ 4) —64—16=48 > 0.8s f,, (47 4) — —8& < (), a stacionarius pont
lokalis (és egyben globalis )maximum hely. f (4’ 4) = 64.

A szorzat legnagyobb értéke tehat 64 . Ezt akkor veszi fel, ha mind a harom tényezé 4 .
7. feladat Tekintsiik a 3 + 22 + 2 — 14 = () egyenletii sikot és hatarozzuk meg a siknak

az origéhoz legkdzelebb Iévé pontjat.

Megoldas: A sikunka ¢ (1 — 14 — 31 — 2 fuggvény garfikonja. Az erre esé térbeli
g\x,y Y

pontok koordinatai

(xang ($,y)) = (:E7y7 14 — 3z — Zy)
Latjuk, hogy a koordinatak csak két valtozoétol fliggnek.

Egy ilyen pontnak az origétdl valé tavolsagat a kétvaltozoés



102 2.3 Tobbvaltozés fiiggvények

F(zy) = \/332 + 92+ (14 — 3z — 29)°

fliggvény adja meg. Azt az (:L‘,y) pontot keressiik, ahol ez a fiiggvény a legkisebb értékét

felveszi.

A gyokfliggvény szigorian monoton noévé fliggvény. Ezért a gydkos kifejezés ott veszi fel a

legkisebb értékét, ahol a gyok alatti kifejezés. Emiatt elég azt megkeresnunk, hogy az
2
f(ry) =2 +y*+ (14— 30 — 2y)°, D; = R?

fliggvény hol veszi fel a legkisebb értékét. igy elkeriiljiik, hogy a derivalasok soran gyokos

kifejezéseket kelljen derivalni.

Mostmar

fo(x,y) =22+ 2(14 — 3z — 2y)(—3) = 202 + 12y — 84,
fy (@) = 2y + 2(14 — 3z — 2y)(—2) = 12z + 10y — 56
A kétismeretlenes lineéris

{ 20x + 12y = 84
12y 4+ 10y = 56

egyenletrendszer egyetlen megoldasa: 1 — 3, Y= 2.

Tehat

S =1{(3,2)}

Most

Jaz (x,y) = 20, f:cy (l’,y) =12,
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fyac ($7y) = 127 fyy (l‘,y) =10,
igy
D (z,y) = 200 — 144 = 56.

Mostmar [) (37 2) =56 > 08s fp, (37 2) — 90 > () miatt a stacionarius pont lokalis

és globalis minimum hely. Mivel g (37 2) — 1, a sik origéhoz legkézelebbi pontja a

P(3,2,1)

koordinataju pont.

Ellen6rzo kérdések

[@ 1. kérdés Az f (x7y> =24 2xy + 3y2 fliggvénynek

i nincs lokalis széls6 értéke.
{ két lokalis minimuma van.

(—~ a (()7 ()) -ban lokalis minimuma van.

i van lokalis maximuma.

@ 2. kérdés Az f (1 y) = 22 + xy + 2z + 3y — 1fuggveénynek

i nincs stacionarius pontja.
{~ a (_37 4) stacionarius pontja
i~ van lokalis maximuma.

~ a (()7 ()) lokalis minimuma.
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[@ 3. kérdés Az f (:L',y) — :U3 _|_ y2 — :L-y fuggVénynek

{ egy lokalis minimuma van.

i két lokalis széls6 értéke van.

i nincs lokalis szélsé értéke.

i~  egy stacionarius pontja van.

[@ 4. kérdés Az f (1 1/) = 3+ y3 — 12 — 12y filggvénynek

i~  két stacionarius pontja van.

i két lokalis maximuma van.

{ két lokalis minimuma van.

i egy lokalis maximuma és egy lokdlis minimuma van.

r,@ 5. kérdés Az f ($7y) =+ ny — o2 fiiggvénynek

i nincs lokalis szélsé értéke.
i~  két stacionarius ponrja van.

{~ a (()7 ()) stacionarius pontja.

{ van lokalis maximuma.

[@ 6. kérdés Az f (:L‘,y) _ ($ —y— 1)2ﬁ.’|ggvénynek
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{" egy lokalis minimuma van.
{ van lokalis maximuma.
{ két staciondrius pontja van.

~ az (17 0) stacionarius pontja.

[@ 7. kérdés Az f (QT,ZJ) = re¥ — g fliggvénynek

{ van stacionarius pontja.

~ a (()’ ()) lokalis minimuma.
(—~ a ((), ()) lokalis maximuma.

i~ két stacionarius pontja van.
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Tanulasi cél: Egy a lehetséges feltételes szélséértékek meghatarozasat lehetdvé tévé

modszer elsajatitasa.
Tananyag:

Elméleti dsszefoglalo: Tételezzik fel, hogy az f (x,y) és g (3;7y) fliggvényeknek az

els6rendl parcialis derivalt fliggvényei folytonosak egy, a g (x’y) — () gorbét tartalmazo nyilt

halmazon, és azt, ho —a = orbe egyetlen pontjaban sem.
gygradg (x,y) # 0 g(z.y)=0g gyetlen pont]

Ekkor, ha az f (x7y) figgvénynek ¢ (gj’y) — () feltételt kielégito feltételes szélséértéke van

az (a, b) pontban, akkor ebben a pontban gradf (a7 b) parhuzamos gradg (a’ b) -vel,

azaz
grad; (a, b) = A'grad, (a, b)-

valamilyen ) valés szamra.

Erre a tételre alapozva a feltételes szélséértékek megkeresésére a kdvetkezé6 modszer adodik.

A gradiensek parhuzamossagat leird

gra’df (xvy) - )‘.gra’dg (xvy)

vektoregyenletet koordinatanként kiirva az

{ Jz (l’,y) = A0y (l’,y)
y (Ty) = Agy (z,y)

egyenletrendszert kapjuk.

Ebbél kikiiszobdlve a \ paramétert az ismeretlenek kozott egy dsszefiiggést kapunk. Ebbél az

egyenletbdl és a feltételt jelentd g (x,y) — () egyenletbdl allé egyenletrendszert megoldva

megkapjuk a feltételes szélséértékhelyek lehetséges jeldltjeit.
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Ezek kozil a jeldltek kozil aztan, egyszeriibb sestekben, egyéb megfontolasok alapjan,

altalaban geometriai okokra hivatkozva, kivalaszthatdk a valodi szélséértékhelyek.

A megfogalmazasbdl az olvaso nyilvan érzi, hogy ezen az uton sok buktatd van, szerencsés

esetben a tétel feltételei teljesiinek, és a szamolasok végrehajthatok.

Kidolgozott feladatok
1. feladat Hatarozzuk meg, hogy az f (x,y) — xQ + y2 figgvénynek mely pontokban lehet

ag (;[;7y) = 1 + 2y — 4 = (feltételt kielégitd feltételes szélsdértéke.

Megoldas:

Els6 megoldas:

A feltételt jelenté & 4 2y — 4 = () egyenletbdl kifejezhetjiik példaul az L valtozot:
r=4-2y.

Ha ezt behelyettesitjik az f fluggvénybe, akkor az egyvaltozés

2
F(y) = (4—2y)" +y° =16 — 16y + 5y
fluggvényt kapjuk, és az a feladatunk, hogy ennek keressiik meg a lokalis széls6értékeit.

Mivel
F’ (y) = —16 4+ 10y.

az B (y) = () pontosan akkor, ha y = 8 . Az is latszik, hogy F itt el6jelet valt, mégpedig
5

negativbol pozitivba. Ezért ez lokalis minimum hely, és a hozzatartozé & érték:

8 4.
_g4_90o_2
o 55
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4 8\ pontban feltételes lokalis minimum van.
55

Masodik megoldas:

A 9 fuggvény gradiens vektora

grad, (z,y) = (1,2).
Ez egyetlen (x7y) pontban sem nullvektor.

Ezért az f fliggvénynek a 9 feltételt kielégito feltételes szélséértéke csak olyan pontban lehet,

ahol az f fliggvény gradiens vektora parhuzamos a 9 fiiggvény gradiens vektoraval, azaz

grad; (z,y) = Agrad, (z,y)
valamilyen \ valés szamra.

Mivel

grad; (z,y) = (27, 2y).

ebbdl azt kapjuk, hogy (2;5, Zy) = ()\, 2)\> . Kiirva ezt koordinatanként

{ 20 = A .
2y = 2A

Kikiiszobéljilk ebbél az egyenletrendszerbél a \ -t. A masodik egyenletbdl kapjuk, hogy
A=y.
Ezt az elsd egyenletbe beirva

2r=1y.
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Tehat szélséérték csak olyan, a g (x’y) — () feltételt kielégité pontban lehet, amely az el6bbi

feltételt is kielégiti. Beirva az y = 2 képletet a g (x7y) — () formulaba

rz+4r—4=0

adaodik. Ebbdl es ekkor

4, 8.
5 Y= 5

Tehat a fuiggvénynek egyediila / 4 & \\ pontban lehet a feltételt kielégitd szélsbértéke.
5’5
Tudjuk, hogy a modzseriinkel csak ennyit tudunk megallapitani.

Most az elsé megoldasbdl tudjuk, hogy ez egy loklis minimumhely.

Tekintsuk végul az alabbi abrat.
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A feladatunk geometriailag ugy értelmezhetd, hogy elmetsziik a feliiletiinket az LY sikot az

x 4+ 2y — 4 = () egyenesben metsz6, a < tengellyel parhuzamos sikkal. Az egyenes
szakasz az abran ezen két sik metszésvonalanak egy darabja.

Ez a sik a fellletlinket az abran vastag fekete vonallal jel6lt gérbében metszi, (ami most egy
parabola). Ennek a gérbének keressiik a lokalis széls6értékeit. Az abrardl is latszik, hogy most

egy darab lokalis minimum van.

2. feladat Hatarozzuk meg. hogy az f (gg,y) — gy figgvénynek mely pontokban lehet az

z? 4 y? = 1feltételt kielégitd feltételes szélsdértéke.

Megoldas: A feltételi egyenletet kielégitd pontok az origdé kézéppontu, egysésugaru kor pontjai.
A feltételi egyenletet nullara rendezve kapjuk, hogy

g(@y)=a"+y -1

Most

grad; (o,y) = (y,2),

és

grad, (z,y) = (2z,2y)-

Ez utébbirdl lathatjuk, hogy a 9 feltételt kielégitd (x)y) pontok koziil egyikben sem a nullvektor.

A korvonalunknak azokat a pontjait keressik, amelyekre
gra’df (l',y) - )“gradg (I',y)
valamilyen \ valés szamra, mert csak ilyen pontban lehet feltételes szélséérték.

Kiirva a fenti vektoregyenletet koordinatanként az
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{y=2)\x
T =2\y

egyenletrendszert kapjuk.

Széls6értéket add pont egyik koordinataja sem lehet nulla, mert akkor az f értéke is nulla
lenne, és a kérvonalnak vannak olyan pontjai, ahol az f nullandl nagyobb értéket vesz fel,
(példaul, ha mindkét koordinata pozitiv), és olyan pontok is, ahol az f nullanal kisebb értéket

vesz fel, (akkor, ha a két koordinata kilénb6z6 elbjel().
Feltehetjiik tehat, hogy sem az L , sem az ¥ nem nulla.

Ekkor mindkét egyenletbdl kifejezve a 2 \ -t, az kapjuk, hogy

U=2),
{29y
Yy
amibél az
513'2 — y2

Osszefliggést kapjuk. Ezt beirva a feltételi egyenletbe
277 =1

Ebbdl \/5 \/§ .

nETy =y

Ha \/§ , akkor két lehetséges Y értéket kapunk:
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\/§ , akkor is két érték adodik:

n=Ty

Vi E
Ys = 9 y Y4 = 9
Tehat a

>
&
>
&
>
[ S
>
S

pontokban lehet feltételes szélséérték.
Ezzel tehat megoldottuk a feladatunkat.

A feladatnak most is van geometriai interpretaciéja. A térben azok a pontok, amelyek elsd két

koordinatai kielégitik az 12 4 y2 — 1 egyenletet egy < tengely(, az LY -sikot az
332 + yz — ] egyenlet(i kérben metsz6 henger fellletére esnek. Feladatunk tehat a henger

és a fliggvénylnk grafikonjanak metszésvonalan megkeresni azokat a pontokat, amelyekben

az elsé két koordinata szorzata a lehetd legnagyobb, vagy legkisebb.

A fuggvényunk grafikonjat, és ezt a metszésvonalat mutatja az alabbi abra.
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Az abrardl persze latszik, hogy a négy pont kdzul kettd, azok, amelyekben a koordinatak
azonos eléjelliek, feltételes lokalis maximumot adnak, a masik két pont pedig feltételes lokalis
minimumot.

3. feladat Az egyenesnek melyik pontja van a legkdzelebb az (17 1) ponthoz?

X
=T +1

Megoldas: Ezt a feladatot a vektorgeometriaban tanultak felhasznalasaval, sét, a
kdzépiskolaban tanultak alapjan is, meg tudnank oldani. Mi most feltételes

szélséértek-feladatként fogjuk megoldani feladatot.

Elészéris a P (@y) pont tavolsagat az (17 1) ponttdl az

Flay) =y/(z—1)7+(y—1)

9 formulaval lehet kiszamolni.

Tovabba az egyenes egyenletét nullara rendezhetjik és felirhatjuk a

2—x—-2y=0
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alakban is. Azok a pontok vannak az egyenesen, amelyek koordinatai kielégitik ezt az

egyenletet.

Feladatunkat ezért megfogalmazhatjuk igy is:

hatérozzuk meg az

Fay) = (2 -1+ (y—1)°

fuggvény
glry)=2-2-2y=0
feltételt kielégits feltételes minimumat.

Még egy dolgot célszerli most meggondolni. A gyokfiggvény szigord monotonitdsa miatt a
,ésaz (.. _ 1)2 __ 1)2 kifejezés ugyanott veszi fel a

minimumat. Ezzel végll is a kovetkez6 feladathoz jutunk.

Hatarozzuk meg az

flay) =(@-1)"+(y—-1)°
fiiggvény
g(ry)=2—2—-2y=0
feltételt kielégitd feltételes minimumat,

Mivel

grad; (z,y) = (2(z — 1), 2(y — 1)),
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és

grad, (n,y) = (-1, —2)# 0"

feltételes szélséérték csak a
grad; (z,y) = Agrad, (z,y)
feltételt kielégité pontokban lehet, ahol )\ valamilyen valés szam.

Kiirva koordinatanként ezt, ez azt jelenti, hogy a

20 — 1) = =)
Lo —1y=—an

egyenleteknek kell teljesulni.

Mindkét egyenletbdl kifejezve a \ -t azt kapjuk, hogy
A=2-2z, A=1-—y.

A bal oldalak egyenldségebdl kdvetkezik, hogy

1—y=2-2z,
amibdl
y=2r—1.

Beirva ezt a feltételi ¢ (x,y) — () egyenletbe kapjuk, hogy
2—2—202z—-1)=0.

4 —5xr =0,
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Feltételes szélsbérték tehat csak a 4 3\ pontban lehet.
5 5

Mivel geometriai megfontolasbdl tudjuk, hogy a minimalis tavolsagot adoé pont létezik, igy az
nem lehet mas, mint ez a () pont.

4. feladat Az xQ + yQ — 45 egyenletii kdrvonalnak melyik pontja van a legkozelebb a

P (17 2) ponthoz.
Megoldas: Egy (x,y> koordinataju pontnak a PP (1, 2) ponttdl mért tavolsaganak a negyzete

flay)=@-1"+y-2>

Ennek a figgvénynek keressiik a legkisebb értékét, ha a pont a kérvonalra esik, azaz a
g(zy)=a>+y?>—45=0

feltétel mellett.

grad; (z,y) = (2(z — 1), 2(y —2)).

grad, (z,y) = (2z, 2y)-

Ezeknek a vektoroknak kell parhuzamosnak lenni, azaz teljesuini kell, hogy

2(x — 1) = 2\x-
Loy —2) =2y
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Kikiiszobdljilk a \ -t. Ennek érdekében szorozzuk meg az elsé egyenletet Y -al, a masodikat

-el.

{ 2(zy —y) = 2\xy -
2(xy — 2x) = 2\zy

A jobb oldalak egyenléségébél kévetkezik, hogy
2(xy —y) = 2(xy — 2x).

—2y = —4x,

y = 2x.

Beirva ezt a feltételi egyenletbe

22 + 472 = 45,
52 = 45,
22=9

A lehetséges széls6éértékhelyek tehat:
Qi1(=3, —6), @2(3, 6)
Geometria megfontolasbdl most is tudjuk, hogy a feladatnak van megoldasa.

A ()1 pontnak a P ponttol mért tavolsaga | /() » a (J2 pontnak | /9q , ez a kisebb, ezért a
keresett pont a ()5 .

5. feladat Hatarozzuk meg az ) — 12 parabolanak a P (3’ ()) ponthoz legkdzelebbi pontjat.

Megoldas: A feladatunkat megoldjuk, ha megkeressiik az
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fzy)=(x—3)"+y

fuggvény, (az (g;'7y) pontnak a P (37 ()) pontdl mért tavolsadganak a négyzetét megado

fuggveny),

g(zy)=y—2"=0

feltétel, (essen a pont a parabolara), melletti feltételes minimumat.
grad (z,y) = (2(x — 3), 2y),

grad, (r,y) = (—2z, 1)

Tudjuk, az alabbi egyenletrendszernek kell teljesilni.

{ 2(x — 3) = —2\z-
2y = A

Helyettesitsiik be a masodik egyenletbdl a \ -t az elsébe.
2(r —3) = —22yw,
T —3=—2xy,

L
9 " ox Y

Ha készitiink egy vazlatot a parabolankrol lathatjuk, hogy feltehetjiik, hogy az £ nem nulla, az

origénal van kisebb tavolsagot adé pont a parabolan, ezért oszthattunk az elébb L -el.

Behelyettesitve ezt a feltételi egyenletbe kapjuk, hogy
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3=20"+2-
Ez ugyan egy harmadfokl egyenlet, de azonnal latszik, hogy az * = 1 megoldas.

Ha nullara rendezziik az egyenletet, akkor felirhatjuk, hogy
20° + 2 -3 =(x —1)(A2* + Bz +C) =0
valamilyen A, B, (' szamokkal.

Vilagos,hogy A = 2, (C' = 3,a

20° + 1 —3 = (v —1)(22° + Bz +3)
dsszefiiggésbdl pedig némi szamolassal kideril, hogy B = 2.
Tehat

20° 4+ — 3 = (v —1)(22° + 22 + 3)-

Latszik, hogy az itt szereplé masodfoku polinom diszkriminansa negativ, ebbdl pedig az

kovetkezik, hogy a
3 —
20° +x —3=0
egyenletnek egyetlen valés megoldasavan, t = 1.

Hax = 1, akkor 1 , vagyis minimum egyedul a () (1, 1) pontban
V=gt

lehet.
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Mivel biztosak lehetiink benne, hogy van megoldas, a parabola pontjai kézul a Q pont van a

legkdzelebb a P (3, ()) ponthoz.

Ellen6rz6 kérdések

[@ 1. kérdés Az f (w,y) = 322+ 23/2 fliggvénynek hol lehet a
g (g;7y> =y — x — 3 = ( feltételt kielégitd feltételes szélsdértéke?

{" Egyedul pontban.

& %)

pontokban.

™~ A6 9 6 9
5 ~3 5 3

{ Egyedi]la( 6 9)pontban.
5" 5

{~ Csaka (O7 3) pontban.

[@ 2. kérdés Az f (:L‘,y) = —x% _ y2 fliggvénynak hol lehet a
g (g;)y) = 1 + y — 1 = ( feltételt kielégitd feltételes szélsdértéke?

i Egyedilaz /1 1 \ pontban.
272

{ Csaka/]1 2\ pontban.
3" 3
{~  Csak az(l7 0) pontban.

{ Csaka( 1 3)pontban.
27 2

[@ 3. kérdés Az f (aj)y) = 1 + y + 2 figgvénynek hany darab, a
_ .2 2 _ A ieléqitd 2 sls6érté ?
g (w,y) =z 4y — 1 = () feltételt kieléqgitd feltételes széls6értéke van?




2.3.9 Feltételes széls6értékek

121

1
2
3
— 4

[@ 4. kérdés Az = 21 + 2 egyenes melyik pontja van a legkdzelebb az
origéhoz?

{ A(_L ())pont.

~ A ( 5 1 ) pont.
6’ 6
~ A 1 pont.
——, 1
( 2 7 )
i~ A ( 4 2 ) pont.
55

a (_17 1) ponttél?

[@ 5. kérdés Az 2 | y2 — 4 egyenletii kornek melyik pontja van a legtavolabb

- A( V. \/5) pont.
O A(=VE, — /2)pont
COA(—V2, 2)Pont
COAW2, — /2)Pont
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Tanulasi cél: A kétszeres integralok kiszamolasanak begyakorlasa.

Tananyag:

Elméleti 6sszefoglalé: Az alabbi tipusu kétszeres integralokkal fogunk foglalkozni:

] 7f<x,y> dy | dr, / 7f(x,y> dr | dy
b () b ¥(y) :
[t a)as [ | [ rao )
a o(z) a ©(y)

Minden esetben el8sz6r a belsé integralt kell meghatarozni. Ez a masik valtozo fliggvénye lesz,
mint ami szerint a belsé integralban integraltunk. Ezt a fliggvényt kell aztan a kiilsé integralban
megadott hatérok kdzo6tt még integralnunk. Amikor a belsé integralban behelyettesitjik az alsé
és a fels6 hatart, kolondsen, ha azok fliggvények, fontos észbentartanunk, hogy a belsé

integralban mi a valtozd, hogy annak a helyére helyettesitsink.

Kidolgozott feladatok

1. feladat Szamitsuk ki az 1 1 kétszeres integralt.
/ (zy) dz | dy
0 0

Megoldas: A kétszeres integralok kiszamolasat mindig a belsé integral meghatarozasaval

kezdjuk. Ez most

Ebben az integralban az integrandus LY |, és a dx mutatja, hogy az integrandusban az L a

valtozé, minden mast konstansnak kell tekinteni.
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Keressiik tehat azt a kétvaltozos fliggvényt, amelynek L szerinti parcialis derivaltia LY .
Tudjuk, hogy ilyenbél végtelen sok van, amelyek egymastél csak egy, £ -t6l nem fiiggs, de ¥ -t

tartalmazhato, additiv konstansban kilénbéznek. Most azt kapjuk, hogy

2 .
/ (xy) dx = %‘erc

Innen

1

J oo [2]

0

Ugyelni kell arra, hogy amikor behelyettesitjiik a felsé és az alsé hatart, akkor a valtozé helyére

helyettesitsiik be 6ket, ami most az L . igy kapjuk, hogy

1

[ o [2] -

0

A kiils6 integralban az Y -nak ezt a fiiggvényét kell még Y szerint integralni a O és 1 hatarok

kdzott. Tehat

1 1 1

y 2] 1
/ /(WU) dx dy—/§dy—lzlo—1
0 0 0

1 kétszeres integralt.

0
/ / (x+y) dy | dx
0

Megoldas: Kezdjiik a belsd integral meghatarozasaval. Mivel annak az integrandusaban az Y

2. feladat Szamitsuk ki az

véltozo, ez most az L egy fliggvénye lesz.

y? 1

1
/ (wt+y) dy=loy+ 3] =v+5
0
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(A primitiv fiiggvény meghatarozasakor a konstansnak tekintett £ Y szerinti integralja LY | a

hatarokat pedig az ¥ helyére kell behelyettesiteni.)

Ezt figyelembe véve

0 1 0 . ) 0 _r
T T
d dx = —)der=|—+-=| =0—-(=—=)=0

[ [ o) do= [ @e3) do=iF 43 =0-G-)
-1 0 —1

3. feladat Szamitsuk kiaz 3 2 kétszeres integralt.

/xy(a:QyZ—l) dy | dz
1 0

Megoldas: Erdemes most az integrandusban elvégezni a szorzat, igy a belsé integralra az

alabbit kapjuk:

2 3,4 2 2 .

[ @) dy =17 - T =4 2
4 2 0

0

Innen

2

3 3
/ / (zy(z®y* — 1)) dy | da= / —2z) dr = [z* — xQ]i’ =72
1 0 1

4. feladat Szamitsuk ki az alabbi kétszeres integralt:

1 /a1 _
/ / (x —2y) dy | dz
0 z—1

Megoldas: Miutan
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—z+1

/ (x—2y) dy =[xy —y ]xm;rl =z(—z+1)—(—x + 1)2—(:10(:3 —1)—(x— 1)2) =

— 2’4+ —(2*—22+1)— (2 —z)+ 2> - 20+ 1 =—22"+ 22

1 —z+1 1

) 23 L' 1
(x—2y) dy | de= [ (—2z°+ 2x) dZL':[—T—l—ZL'] =3
0
0 z—1 0
5. feladat Szamitsuk ki az alabbi kétszeres integralt:
2 2y .
T
J (]G )
Y
—1 Yy
Megoldas: Ebben az esetben a belsé integral
2y .
T 221% y
—dr=|—| =2y—=
Y 291, 2
Y
Ebbél pedig
2 2y 2
9 2
x Y s Y 3 9
) ode | dy=] Qu-2)dy=[*—-2] =3-"=2
//(y)x y/(yz)y[y 7. 1T
-1 Y -1
6. feladat Szamitsuk ki az 1 integralt.

[(] i)

Megoldas: Ebben az esetben
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/\[d _/ /?dy—[Q\/_\f} = 20-22\/T = 20—x?

ezért

T 1 5
z o 2 1 2/1\% 11
Tyl dr= | (20— 2_T _q _
(/\/;y> ) /(xx 5, 5/ \16 5(4)) 20
72 1 4

fw
~
U
8
I
B}
|
I
—
|
|
v
3
|
|

Ellen6rz6 kérdések

[@ 1. kérdés: Az 3 2 kétszeres integral értéke
nene
0 0
8
4
i~ 16.
9
[@ 2. kérdés: Az 1 2 kétszeres integral értéke
/ v —2y) dy | dx
1
{ 7.
6
i~ 7.
6
~ 6.
7
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[@ 3. kérdés: 1

1
/(33—231)2 dy | dr=
0

3.
2
1
2.
3
~
[@ 4. kérdés: 0 -
/ (2zy)” dy | dx =
-1 2z
o~ =2
2
-3
- =3

[@ 5. kérdés: 2 3y
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20
3
22
3
8
26
3
[@ 6. kérdés: | Nz
/ / (z +3zy?) dy | dov =
0 \-vz
45
38
48
35
-
45
35
48
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Tanulasi cél: Begyakorolni, hogy hogyan kell téglalap, vagy normaltartomany feletti kettés

integralokat visszavezetni kétszeres integralokra.

Tananyag:

Elméleti 6sszefoglalo: A kéttds integralok kiszamolasanal fontos szerepet jatszik, hogy milyen
halmazon kell az integralast elvégezni. Mi csak téglalap és L -re nézve normaltartomany feletti
integralokkal fogunk csak foglalkozni.

Téglalapon a koordinata tengelyekkel parhuzamos oldalu téglalapot értink. Egy ilyennek a
megadasa ugy torténik, hogy megadunk két intervallumot, az egyikbe esnek a téglalaphoz

tartozé pontok elsé, a masikba a masodik koordinatai.

Haaz f (:L"y) fliggvény folytonos az

N={(z,y) €R?la<z<b c<y<d}

négyszdgon, akkor

d

[/ f(x,y>=] [ o) = | ]f(x,y) ar | dy

C

Legyena ¢ (:L‘) ésaq) (g;) fliggvény folytonos az [a7 b] intervallumon, és tegyiik fel, hogy
) (x> < (l‘) az [a, b] . Ekkor a

T={(zy) € R’la<z<b o) <y<v(z)
halmazt ¥ -ra nézve normaltartomanynak hivjuk.

Az ilyen tipusu normaltartomanyt tehat jobbrdl és balrdl fliggéleges egyenesek, alulrél és

felllrél pedig egy-egy fuggvény grafikonja hatarolja.

Ekkor
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//f(x,y)=] 7)fxy ) dy | dzx
T o \e@)

Kidolgozott feladatok:
1. feladat Szamitsuk ki az f (l‘,y) = 2x — 3y flggveny kettSs integraljat az

0<z<1, 0Ly < 2feltételekkel megadott [ téglalap felett.

Megoldas: A / / ( ) kettds integralt kétféleképpen is atirhatjuk kétszeres integralla:
€L,y

//f(x,y) } 7 (22 — 3y) dac:7 7(23:—31/) dr | dy

Kiszamitjuk mind a két kétszeres integralt.

Kezdjik az 1 2 kétszeres integrallal. Itt a belsé integralra
/ (2x — 3y) dy | dz
0 0
2 2 9
/(2x—3y dy = [2zy — 35] =4x — 6
0
0

adodik. Ezt figyelembe véve

1 2 1
1
/ /(2x—3y) dy dx:/(4:r—6) dr = [22> — 62], =2 -6 = —4
0 0 0

A masodik felirasban a belsé integralra azt kapjuk, hogy



132 2.3 Tobbvaltozés fiiggvények

1

/ (22 — 3y) dxr = [2° —3:ch]$ =1-3y
0

amibél

Il
ey
—_
I
(O8]
N
N—’
QU
Ny
Il
<
|
w
|@
)
)
Il
[\
I
(@)}
Il
|
N

2 1
/ (2 —3y) dz | dy
0 0

Osszahngban az el6z6 eredménnyel.
2. feladat Integraljuk az f (3373/) = 32 + 3x2y fliggvényt az

1 <2 <3, 0< y < feltételekkel megadott [ téglalap felett.

Megoldas: A két lehetséges atiras kozil valasszuk az alabbit;

1 3 .
// f(z,y) = / / (32° + 32%y) dx | dy
H 0 1
Ennek belsé integralja
y 3z 5243 3
/ (32° + 32%y) dr = [% - x3y]1 = (T + 27y) — (Z + 1) = 60 + 26y

1

Ebbdl tehat

1

3
/ / (32° + 32%y) dr | dy = / (60 + 26y) dy = [60y + 13192]3 =173
0 1 0

1
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feltételekkel megadott [ télalap felett.
S<y<m

o=}

IA

S

IA
|

(e}

Megoldas: Tudjuk, hogy a keresett kettds integralt két uton is kiszamolhatjuk kétszeres integral
segitségével. Most azonban az egyik atiras egyszer(ibb szamolast eredményez, mint a masik.
A fiiggvényiink "sokkal bonyolultabb L -re nézve, mint ¥ -ra nézve". Ha a belsé integralban Y

szerint kell integralni, akkor egyszerlibbnek tlinik a dolgunk. Prébalkozzunk ezért az

//f (:Jc,y):] ] (zcos (zy) cos® (mz)) dy | dx

atirassal. Ekkor a bels6 integral igy alakul:

T

/ (zcos (zy) cos® (wx)) dy = [sin (zy) cos® (rz)]; = sin (wx) cos® (7x)

Ebbd6l mostmar

P 3 0

// f=7 (sin (rz) cos® (7)) dx:[—1~M]%:0_(_%%):i

4. feladat Szamitsuk ki az f (:L‘ =xy fuggvény kettés integraljat az

Y
B _ T _ gérbék altal hatarolt [ tartomany
felett.

Megoldas: Abrazoljuk el6szor a H tartomanyt. Ezt mutatja az alabbi abra:
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Lathatjuk az abrardl, hogy a H halmaz ¥ -ra nézve normaltartomany. Valéban, a balrél
hatarol6 fiiggéleges egyenes az 1 = 1, a jobbrdl hatarolé fliggéleges egyenes az x = 4

egyenes, alulrél a tartomanyt a _ T egyenletii egyenes, feliilrél a —
¢ (z) = 5 b (x) =V

egyenleti gorbe hatarolja. Ezek felhasznalasaval a kérdéses kettds integral igy irhatd fel

kétszeres integrallal:

[/ f<x,y>=7 7 o) dy| @

Meghatarozzuk a belsé integralt.
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Ennek figyelembevételével
y 3 4% 64 256 1 1 81
ZL’ ZL' T X
e _— d = |— — — - () - — ) = —
//f z.Y) / 7 g el 5l =GR G T

5. feladat Szamitsuk kiaz { (o =7 figgvény integréljataz ,, — 2ésaz
Y tY y==

y = \/ 1 9Brbék altal hatarolt i tartomanyon..

Megoldas: Most is a tartomany abrazolasaval kezdjiik, az alabbi abra mutatja a /4 halmazt.
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157

0.5

-1-

A gorbék metszépontjainak elsé koordinatai persze az 332 — \/E egyenlet megoldasava

szamolhatok ki. Ezek x = Qésx = 1.

Ez a halmaz is normaltartomany Y -ra nézve, hiszen balrél az = () egyenletii fiiggdleges

egyenes, jobbrél az = 1 egyenletii fiiggdleges egyenes, alulrél a © (x) — 3;2 egyenleti

gorbe, fellilrél pedig a w (33) — \/E egyenletl gérbe hatarolja.

A halmaz feletti kettés integral tehat kiszamolhaté a kévetkezd kétszeres integrallal:

.CE

//f:z:yz] /:z:+y) dy dx'

xr2
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Az itteni belsé integralra

N

y2\/5 P ot ot , P
(@ +y) dy=lzy+ 3] | - =

x2

Ez alapjan pedig

! 4 5 4 3 21 1 9 3
5 3oz A A
= _— — d = |- — — —_— —_— = ——t— = —
//f /( 5 x+x2+2) r = TR 5 + 4] TR
H 0

6. feladat Kiszamitandé az f (:C y) _ 6:02 fliggvény kettds integralja az A4 (()7 O) . B (17 ())
7

és () (1’ 2) csticsponty haromszog felett.

Megoldas: Az alabbi abran lathatjuk a szébanforgs, [ -val jeldlt haromszoget.
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3_
2_
y
1_
1 05 i 0.5 1 15 2
W
_1 E

Ez a H halmaz is normaltartomany Y -ra nézve, ugyanis balrél hatarolja az z = () egyenletii

fligg6leges egyenes, jobbrél az 1 = 1 egyenletii fiigg6leges egyenes, alulrél a ] (l‘) =0

egyenletii egyenes, fellilrSl pedig a 1)) (g;) — 9 egyenletii egyenes.

Tehat

//f 7y:/ Zc(ef”z)dy .

Most
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2x ,
2z
/ (ewz) dy = [er y] = 27°¢"
0
0
ebbdl pedig
1 .
2 2 1
// f(a:,y):/ (233'6:6) dr = [e"”} =e—1
0
H 0
7. feladat Szamitsuk ki az 1  figgvény integraljat az A4 ((), ()) . B (1, 1)

fay) =5 e

és () (()7 1) cstcspontt [ haromszog folétt.

Megoldas: A feladatbeli haromszdg abraja:



140 2.3 Tobbvaltozés fiiggvények

3_
2_
y
1 05 0.5 1 15 2
W
_1—

Ezt a normaltartomanyt balrél az x = () fliggéleges egyenes, jobbrol az 11 = 1 fiiggéleges

egyenes, alulrél a (p (x) — 1 egyenlet, felllrél a ) (3’;) = ] egyenlet(i egyenes hatarolja.

Ezért
[f s ([ (ia) ) o=
Mivel
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oy

1+22 1+a2 .

//f(x,y)=1/( 1 L) dr = arCtg(x)_%.ln(lerg) 1:%_11172

8. feladat Tekintsik az yGQSU fuggvényt. Szamitsuk ki ennek integraljat azon az

elsé siknegyedbe esé H halmazon, amelyetazx = (), az Y= () egyenesek és az

Y = 1 /4 — 1 egyenleti gorbe hatarol.

Megoldas: A [{ halmazt az alabbi abran lathatjuk:

37
Voo
(6
1 "3; 1 2 e 4 5
: X
1 -

Ezt a normaltartomanyt balrél és jobbrél az x = (), illetve az 1 = 4 egyenletii egyenesek,

alulrél a ¢p (x) = (), feldlrél a ) (x) — /4 — g egyenletli gorbék hataroljak.



142 2.3 Tébbvaltozoés fliggvények

lgy a keresett kettés integral

41—z

flzy) = 4 ye_ch dy dx-
; : 4—x
Mivel

2z’

N
el B
| )
[\
& 8
N——
<y
| — |
[\}
=~ S,
| aQ
Y
&
_
o
T
8
|
po | =
| |
| | 8
SN—
SRS
~—| N
8
[l
aQ
|

Ellen6rz6 kérdések

[@ 1. kérdés: Az f (1.y) = z sin (y)filggvény kettds integréljaaz A (0, (),
B (7T, O) és () (7T,7T) csucspontu haromszog felett

242,
2
- 2_7T_2
2
{ 7'(2
— 4+ 2
2+
{ 2 :
T
2

[@ 2. kérdés: Az f (x,y> = gy fiiggvény kettds integralja az Y tengely, az
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Y = Tésazy = —x + 2 egyenesek altal hatarolt haromszog felett
i~ 1.
1.
2
2.
3
~ 3.
2

[@ 3. kérdés: Az f (g;)y) = x — 2y fiiggvény kettés integralja az iy — Oés
y=1x— xQ gorbék altal hatarolt tartomany felett

-1
16
-1
18
-1
20
I:J_\- —_—
22

r,@ 4. kérdés: Az f (@y) = x + y filggvény kettds integralja az ;, — 12 és az
Yy = x + 2 gorbék altal hatarolt tartomanyon

¢~ 187.
20
- 189.

20




144 2.3 Tobbvaltozés fiiggvények

¢ 191.
20

- 193.
20

5.kérdés: Az f ( — 1 — y fliggvény kettds integraljaaz 4 ((). 0),
& f(zy y :
B(l7 - 1) és () (17 1) cstcspontu haromszog felett

2.
3
3.
4
3.
2
4.
3

[@ 6. kérdés: Az f ($7y) — 1] fiiggvény kettés integralja azon az elsé
siknegyedbe esé tartomanyon, amelyet ¥ tengely, az ; = sin (g;) és
Y = COS (3;) gorbék hatarolnak

¢ 0.38.
—0.48.
— 0.58.

— 0.68.
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& 1 kérdés Legyen ¢ (z.y) = ov tey+y? (Ekkor f (z.y) — f, (z,y) =

- (v — y>ex2+xy+y2.
i~ (y — ) o Tyt
- ( 22— yz) oV Yty
Sl y oYty

[@ 2. kérdés Az f (a:,y) =23 4 y2 + zy fliggvény P (1, 1) -beli

érintdsikjanak egyenlete

~ Adr+3y—z2=95.
— dr4+3y—z2=2.
~ drx+3y—z—6=0.

~ dr+3y—2—4=0.

P P 2 T P -
@ 3. kérdés Az fzy) = (1122 — ) fiiggvény P (2, 1) pontbeli
o = (_17 2) iranyu iranymenti derivaltja

{ _%.
NG

{ —_36
V5

—  —=35.

V5
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_37\/5.
5)

[@ 4. kérdés Az f ( ) 1 fliggvény gradiens vektora a
T =
T P

P(17 — 1) pontban

“ Y
- (_%7 g)
- (_37 g)
“ G-

[@ 5. kérdés Tekintsiik az f (;(;’y) = :L'y(g; +y — 1)fﬁggvényt. Ekkor

{ a fuggvénynek harom stacionarius pontja van.

~ azP (17 1) pontban lokalis minimum van.

{ a fuggvénynek van lokalis minimuma.

{ a flggvénynek nincs lokalis szélséértéke.

[@ 6. kérdés Legyen xy - Ekkor fmy (x)y) =
=1

SHN
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~ 92
a3

S
.Sl72

~ 0

[@ 7. kérdés —1 2

a 8/2 32
8\/§—|—T\/__|__

3
©osvE- f 3
SV ‘f 3
C 83t —f = ?;)_2

t@ 8.kérdés Az f (1,y) = xy(zy + 1) figgvény kettds integralja a
H={(v,y) € R’|0 <z <1, 0 <y < 1}halmazon

13
31

o1
38

13

36
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~

13.




