Matematika 11/4

Szerzd(k):







Tartalom

Tartalom

2.4 Linearis algebra
2.4.1 Matrixok, miiveletek matrixokkal (1)
2.4.2 Miiveletek matrixokkal (2)
2.4.3 Determinans
2.4.4 Az adjungalt matrix, és az inverz matrix
2.4.5 Linearis egyenletrendszerek
2.4.6 Sajatértékek, sajatvektorok

2.4.7 Inverz matrix

23

34

47

67

90



Tartalom




2.4.1 Matrixok, miiveletek matrixokkal (1)

Tanulasi cél: A matrix fogalmanak, az 6sszeadas, a kivonas és a szammal vald szorzas

miveletének megismerése és elvégzésiik begyakorlasa.

Elméleti 6sszefoglalé: A matrixok téglalap alakban elrendezett szamtablazatok. Azon, hogy
egy matrix 77 X M tipusu azt értjiik, hogy a matrixnak 7? sora és 71 oszlopa van. Az 6sszes

1. X MM tipusy, valés szambdl allé marix halmazat R™%™ jelsli. A matrixokat latin
nagybetiikkel fogjuk jeldlni, azt, hogy az A matrix 12 X M tipusiaz 4 € R™*<" jelslés jeldli.
A matrix elemeit ketts indexeléssel jeldljik, az 4 € R™ XM matrix 7 -edik soranak ] -edik
eleme @ij . Két matrix akkor egyenld, ha azonos a tipusuk, és az azonos helyen all6 elemeik

rendre megeggyeznek.

Osszeadas: Legyen A7 B ¢ R™™ . Az A és B matrix 6sszege az a

A+ B = C € R™ ™ matrix, amelynek ¢ -edik soranak 7 -edik eleme

Cij = Qjj + b;j,mindene =1, 2, ... n, 7=1, 2, ... ;mindexparra.

Ezek szereint barmely két, azonos tipusu, matrixot 6ssze lehet adni, az eredmény is
ugyanolyan tipusu matrix, az dsszeg matrix elemeiet pedig ugy kapjuk, hogy 6sszeadjuk az
O6sszedandd matrixok azonos helyen allo elemeit.

Az dsszeadas kommutativ,azazz A + B =B + A,

az dsszeadas asszociativ, azaz: (A + B) + C = A+ (B + C).

Szammal valo szorzas: Legyen 4 €¢ R™"*™ o € R .Az A matrix & -szorosa az a

)

aA = C € R™™ matrix, amelynek 7 -edik soranak j -edik eleme
Cij = Q'Qjj, mndens =1, 2, ... n, j=1, 2, ... m-re.

Vagyis matrixot ugy szorzunk valés szammal, hogy a matrix minden elemet megszorzzuk a

valés szammal.

Ervényesek az alabbi azonossagok:

a(fA) = (af) A= (ad),
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(a+B)A=aA+ (A,
a(A+ B)=aA+ aB.
Legyen A, B € R™™.Az A ésa B matrix killsnbségét a kovetkezoképp definialjuk:
A-B=A+(-1)B.

Szavakban megfogalmazva ez azt jelenti, hogy a kiilénbség elemeit tigy kapjuk, hogy az A

matrix minden elemébdl kivonjuk a B matrix megfelelé elemét.
Tananyag:
Tankonyv: Désa Gyorgy: Linearis algebra és alkalmazasai.

Fejezet:

Kidolgozott feladatok:

1. feladat LegyenA -1 2 ésB 2 92 1.Szédmoljukki A + B -tés
E RS

A— B+

Megoldas: Mindkét matrix 2 X 2 tipusu, ezért mindkét mivelet elvégezhetd, és az eredmény

is 2 X 2tipusu lesz.

Az 6sszeadas definicidja alapjan

-1 21 [2 21 [-14+42 2427 [1 41
A+B__3 2]l a7 341 4447 |4 8]
121 [22] [-1—-22—-217 [-=3 01
A_B__?, 4___14___3—1 4—4 7| 2 o]
2. feladat Tekintsiik az _ atrixokat.
A: 1 24 7B: 1 1 3 matrixoka
0 3 1 —2 2 4
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Szamoljuk kia 2 4 — 3 B matrixot.

Megoldas: Mivel 94 — l 2 4 8 ],33 _ [ _2 Z 9 ],azt kapjuk, hogy

2A—3B:[2—(—3) ;1—2 28—92]:[5 1 -1 ]

0—(—6) 6— ~1 6 0 —10
3. feladat Legyen 3 5 1 2 4 8 |.Szamitsuk ki a
S EEI R ER It

2(_A + B) + (A — C)mértixot.

Megoldas: El6szor a miiveleti azonossagokat felhasznalva atalakitjuk a kiszamolando
kifejezést.

Ekkor azt kapjuk, hogy
2(-A+B)+(A-C)=—-2A4+2B+A-C=—-A+2B-C.

Ebbe a formulaba helyettesitiink ezutan:

C4iop_ oo | 3T2-4 —5+4—8]:[—5 —9]-

—2+8-3 —-1+12-7 3 4

4. feladat Hatarozzuk meg azokataz s Y < valés szamokat, amelyekre igaz az alabbi

Osszefliggés:
z 1 2 2 0 1 6 1 1
2 y 3 (-1 1 1{=(14 2
3 4 z 3 —1 1 0 5 1

Megoldas: Vezessiik be a kdvetkez6 jeldléseket.

z 1 2 2 0 1 6 1 1
A=|2y 3|, B=|1 1 1|,Cc=]142
3 4 2 3 -1 1 05 1

Ekkor a feladatbeli 6sszefliggés
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A-B=C

alakba irhatd, amibdl atrendezéssel

A=B+C =

W N Co
= Ot =
INCRNGURN V]

Innen leolvashato, hogy x = 8, 1y = 5, 2z = 2kell, hogy legyen.

Ellendrzé6 kérdések

[@ 1. kérdés Legyen 12 =5 -1 1 . Ekkor az
A= I B= 4 -2

w

A—((A+B)—24) =

[ 5 —11 ]
1 4
=[5 —11]
2 3
— [5 11
2 4
5 —11 1]
2 4
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[@ 2. kérdés Ha 3 —1 1-akkord A — 7B =
A=111, 2
2 1
[ 19
-9
1
[ 19 ]
—10
L 1 -
[ 19 ]
—10
b _1 -
[ 19
10
| —1
[@ 3.kérdésLegyenA:[1 1 2 4}7 B:[g -1 -1 3}.
Ekkor —3A4 + 2B =
- [1 -5 8 —6]
{" [1 -5 -8 —6]
{" [—1 -5 -8 —6]
- [1 -5 —8 6]
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[@ 4. kérdés Tekintsiik az alabbi matrixokat:

N

Il
1
o -

—_

1
1
1

e [-12 -6 15 ]
-3 3 -12

| 3 24 12 |

c [-12 6 15 ]
3 -3 -12

| -3 —24 12 |

c[-12 6 15 ]
3 -3 -12

| -3 24 12 |

c o [-12 -6 15 ]
3 -3 -12

| 3 24 12 |
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[@ 5. kérdés Legyen 2 1 1
A=|1 1 0|, B=
2 1 1
Ekkor2 (A — 2B) — 2(24 + B)) =
[ -4 6 14 ]
—-14 -6 8
| —20 —22 14 |
[ -4 6 —14]
—14 6 8
| —20 —22 14 |
- [ -4 6 -147
-14 -6 8
| 20 22 14 |
- [ -4 6 -147
—-14 -6 8
| —20 —22 14 |
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Tanulasi cél: A szorzas és a transzponalas miiveletének megismerése, a miiveletek

elvégzésének begyakorlasa.

e T z. nxk ka ] 7 .
Elmeleti 6sszefoglalo: Legyen 4 ¢ R , BeR matrix. Ekkor képezhetd a

C = AB € R™*™ szorzat matrix, amelynek  -edik soranak 7 -edik eleme

Cij = a;bij + aigboj + aizbzj + ... + aigby; minden

1=1, 2, ... .n, 7=1, 2, ... /mindexparra.

Ugy kapjuk tehat a szorzat matrix Cij elemét, hogy az eldl allé matrixnak tekintjiik az 7 -edik

sorat, a hatul allé matrixnak a ] -edik oszlopat, majd 6sszeszorozzuk ezek megfelels elemeit,
(a sor els6 elemét az oszlop elsé elemével, a sor masodik elemét az oszlop masodik elemével,

és igy tovabb), és dsszeadjuk ezeket a szorzatokat.

A szorzatnak tehat annyi sora lesz, mint ahany sora az eldl allé matrixnak van és annyi

oszlopa, amennyi a hatul allé6 matrixnak van.

Azt a feltételt, hogy a szorzatban az eldl all6 matrixnak annyi oszlopa legyen, mint ahany sora a

hatul allé matrixnak van, kompatibilitasi feltételnek nevezziik.

A szorzas nem kommutativ, azaz AB # BA.

A szorzas asszociativ, azaz (AB) C' = A (BC) = ABC' -
A szorzés mindkét oldalrél disztributiv az 8sseadésra nézve, azaz
AB+C)=AB+ AC .¢és

(A+ B)C = AC + BC.

Az A € R™*™ matrix transzponaltia azaz AT ¢ R™>™ matrix, amelynek 7 -edik soranak

J -edik eleme

ag;. :ajimindeniz 1,2, .....m, 7=1, 2, ... nindexparra.
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Tehat az eredeti matrix elsé sorabdl lesz a transzponalt els oszlopa, a masodik sorbdl a

transzponalt masodik oszlopa, és igy tovabb.

A transzponaltra vonatkozé legfontosabb azonossagok:
T
(47)" =4
(A+ B)" = AT + BT,
(AB)" = BTAT-
Tananyag:
Tankdnyv: Désa Gyodrgy: Linearis algebra és alkalmazasai.
Fejezet:
Kidolgozott feladatok
1. feladat Legyen 4 -1 2 B 9 1 | Szamitsukkiaz AB
=2 3|7 13 -1

matrixot.

Megoldas: Az eldl allé matrix 2 X 2 -es tipusu, a hatul allé is 2 X 2 -es tipusu, teljesiil tehat a

kompatibilitasi feltétel, Iétezik az ilyen sorrend(i szorzat és az is 2 X 2 -es tipusu lesz.

Jeldlje a szorzatot (', azaz legyen C' = A B . Ekkor

c11 = ap1bin + aggbey = (—1)2+423=-24+6=4.
Hasonléan

c12 = a11bip + a1gboy = (1)1 4+ 2(-1) = -1-2 = -3,

Co1 = A21b11 + agbyy = (—2)24+33=—-44+9=15,
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és vegul

Coo = a21b12 + 022622 = (—2)1 + 3(—1) =-2—-3=-5.

Tehat
o_[4 3]
|15 =5
2. feladat Tekintsiik az matrixokat. Szamoljuk

A=

ORI ORI
N
Gt N W

kiaz AB és a B A marixokat.
Megoldas: Kezdjik az A B szorzat kiszamolasaval.

Ebben az eldl all6 A matrix 3 X 3 tipusy, a hatul &llé B matrix 3 X 3 tipust. Mivel a

tipusokban az alahuzott szamok megeggyeznek ez a két matrix ebben a sorrendben
dsszeszorozhatd. A szorzat tipusa most 3 X 3 lesz. Jelélje a szorzatot (' . A (' matrix kilenc

elemét kell tehat kiszamolnunk.

A C11 elem kiszamolasahoz az A matrix elsd sorat és a [3 matrix elsé oszlopat kell

felhasznalni, hiszen ez az elem az elsé sorban és az els oszlopban all. Ekkor kapjuk, hogy
cn=12+21+33=24+2+9=13.

A szorzat matrix elsé soranak masodik elemének, a €12 elemnek, a kiszamolasahoz az A

matrix elsd sorat és a 3 matrix masodik oszlopat kell felhasznalni:
clo=16+244+32=6+8+6=20.

A €13 elem az A matrix elsd sorabdl és a B matrix harmadik oszlopabdl
c13=134+254+31=34+10+3=16.

A szorzat matrix masodik soranak elsé eleme, a €21 elem, az A matrix masodik soranak és a

2.4 Linearis algebra
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11

B matrix elsé oszlopanak felhasznalasaval

Co1 =224+41+23=4+4+4+6=14.

Hasonldéan szamolva a tobbi elem:

Cop=264+444+22=124+16+4 =32,

Co3 =23 +45+21=6+4+20+2 =28,

ci =22+ 11+53=4+1+15=20,

c32=26+14+52=124+4+10= 26,

c33=23+154+951=6+5+5=16.

Tehat 13 20 16
AB= | 14 32 28
20 26 16

A D = B A matrix elemeit hasonléan szamolva:

dp=214+624+32=2+12+6= 20,

dig=224+644+31=4+24+3 =31,

diz=234+624+35=6+12415 = 33,

doy =114+42+52=14+8+10=19,

dyo=124+44+51=24+16+5 =23,

dos =134+42+55=34+8+25=36,

ds1 =31+22412=3+44+2=9,
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dgo =324+24+11=6+8+1=15,

d3z =334+22+15=9+4+5=18.

Vagyis
20 31 33
BA=1]19 23 36
9 15 18

Ez a példa is mutatja, hogy a matrixok szorzasa nem kommutativ.

3. feladat Legyen . Szamoljuk ki ABésa BA
p_[113

’ 121 2

2
A=13
2

O = =

szorzatokat.

Megoldas: Mind az AB , mind a B A szorzat létezik és AB 3 x 3-as, BA 2 X 2-es

tipusu.

Most

4 3 8
AB= |5 4 11

2 2 6
és

11 2 |
BA:[ll 3]

Mar a tipusok kilénbdz6sége is mutatja, hogy a szorzds nem kommutativ.
4. feladat Legyen 1 =1 2 -3 2 6 |- Szamitsukkiaz

A= 2 11 2|, B= 2 3 12

-1 2 3 0 9 11
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13

AB és a B A szorzatokat.

Megoldas: Mindkét szorzat létezik és mindketté 3 X 3 -as tipusu.

-5 17 16 |
AB =1 —4 25 46

7 31 51
és

—5 17 16
BA=| —4 25 46

7 31 51

Latjuk, hogy a két eredmény ugyanaz. Az, hogy a szorzas nem kommutativ, nem jelenti azt,
hogy nem léteznek matrixok, amelyek egymassal felcserélhetdk, csak azt, hogy nem mindig
felcserélhetok.

5. feladat Tekintsik az 2 matrixokat és szamoljuk ki
A=[1 2 4], B=|-1
3

az A B szorzatot.

Megoldas: A szorzat létezik, mert teljesiil a kompatibilitasi feltétel, és a szorzat tipusal X 1.

Az ilyen matrixokat azonositjuk a valos szamokkal és zardjelek nélkul irjuk le. Tehat
AB=12+42(-1)+43=2-2+12=10.

A A martixot, mivel csak egy sora van, sormatrixnak is hivjuk. Az ilyen matrixok azonosithatok

a vektorokkal, most az A egy térbeli vektornak is tekinthetd.

A B matrixot, mivel egy oszlopa van, oszlopmatrixnak is hivjuk. Az ilyen matrixok is

azonosithatdk a vektorokkal, most a [ is tekintheté egy térbeli vektornak.

Vegyuk még észre, hogy a fenti szorzat, ha a matrixokat vektoroknak tekintjik, éppen ezeknek

a vektoroknak a skalaris szorzataval egyenld.
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2 léesap — [ 3 4 2 1 }métrixok szorzatat.

LW =

Megoldas: Ez a szorzat is létezik, és egy 4 X 1-esésegyl X 4 -es matrix szorzata 4 X 4

-es.
6 8 4 2
3 4 2 1
AB=113 4 91
9 12 6 3
7. feladat Legyen [ 1 2 ].Mivel egyenld 437
R

Megoldas: Egy matrix kildnbdz6 kitevds hatvanyai egymassal felcserélhets, ezért, mivel
AP = AAA = A%A = AA%
mindegy, hogy A -t szorozzuk A2 -el, vagy A2 -et A -val.

Mivel

2 4|7 107
A_AA_[15 22]

AP = APA = AN = [37 o ]

81 118

8. feladat Legyen 1 =1 1 . Szadmitsuk ki az (A + AQ)Z matrixot.
A= -1 1 -1

Megoldas: Az A -val egyiittaz A2is 3 X 3 -as matrix, minden kijelélt mivelet elvégezhets,

és az eredmény is 3 X 3 -as matrix lesz. Mivel
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3 -3 3
A’ =AA=| -3 3 -3
3 -3 3
4 —4 4
A+ A2=| -4 4 —4
4 -4 4
Ezt felhasznalva
48 —48 48
(A+ A2’ = (A+ AY)(A+A%) = | —48 48 —48
48 —48 48

A tovabbi feladatokban annak ellenérzését, hogy a kijelolt miveletek elvégezhetdk és a kapott

matrixok tipusanak megallapitasat az olvasora bizzuk.

9. feladat H , € , akk ivel 16 T2
eladat aA [3 0] esB:[ ) 1] akkor mive egyeno<A+BT)

|1 4 ~1 1

Megoldas: Mivel

r [2 -17
B_lll

ezért
r [5 17
A+B—[2 i

és ezt felhasznalva

(A+BT)T=[g _51]:[_51 §]

De ugy is szamolhatunk, hogy felhasznaljuk azt, hogy 6sszeget tagonként lehet transzponaini.
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Ekkor

ety =t ety —aran=[3 ][ 2 1] 2] 52

10. feladat Legyen 4 0 1 4 |.Szamitsuk ki az
=) om=la]

AB + B? + A? + B A matrixot.
Megoldas: Ha ebben az alakjaban szamolnank ki a kifejezés értékét, akkor négy szorzast és

harom 6sszeadast kéne elvégezniink. Erdemes atalakitanunk a kifejezést. Eszrevehetjiik, hogy

az elsd két tagbol kiemelhetd (hatra) a B, az utolsd két tagbdl (szintén hatra) az A matrix. igy
AB+ B>+ A+ BA=(A+B)B+(A+B)A-

Az utolsé 6sszeg mindkét tagjabol kiemelheté elére az A + 3 matrix. Tehat
(A+B)B+ (A+ B)A=(A+B)(B+ A).

Az dsszeadas kommutativ, igy A + B = B + A . Vagyis amit ki kell szamolnunk az
(A+ B)*:

Minthogy
5 4 |
avs=| 5]
2 | 37 36 |
(4+B) —[29 28]

igy csak egy 6sszeadast és egy szorzast kellett elvégezniink.

Ellenorzé6 kérdések
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[@ 1.kérdésHa [ —1 ] (01 , akkor AB =
A= 1 -1/’ B = 1 0
{" -1 1
-1 1
{ 1 -1
-1 1
{ 1 1
-1 1
{ 1 —1]
1 1
[@ 2. kérdés Legyen 2 () ]-Ekkor 43 —
|15
[ 8 0]
19 27_
[ 8 0]
18 27_
[ 8 1]
19 27_
[ 8 0]
19 26 |
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& 3 Keérdés Ha 1 1 —1 7] akkor 4 AT —
A=10 1 2
2 1 3
31 0
1 5 7
|0 7 14
3 =1 0
0 5 -7
0 -7 14
~ [ 3 -1 0
-1 5 7
0 7 14
[ 3 =1 0
-1 5 7
0 7 14
[@ 4. kérdés Legyen _ 3 _1:|.Ekkor((A_|_I)2_|_I)2:
2 1

[ 153
| 216
[ 153
| 216
[ 153
| 216
[ 155
| 213

—108 -
—64

~106 |-
63

—108 |-
—63

~108 -
—62
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[@ 5. kérdés Tekintsiik az

A% 4 (AT) =

2
A=11
3

1 1 |matrixot. Ebben az esetben

2 1
-1 4

[ 16
10
24

- 18
10
22

- 16
10
24

[ 16
10
24

24 ]

2
36

22
4
34

24
4
36

24
4
36
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[@ 6. kérdés Ha 1

cC=|-11 0

akkor AB — BC =

- 5 -8 6
-3 10 -1
-7 -4 9

~3 —10 1
| 7 409
c [-5 8 6]
3 —10 -1
| 7 4 9 |
c [-5 -8 6]
-3 —10 -1
| 7 4 9 |
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[@ 7. kérdés Ha 2 1 =1 1 1 —1 |,akkor
A=101 11|, B=|21 -1
0 2 1 11 0
AB+ A"BT =
 [5 61
3 3 1
41 2
 [6 5 —1]
31 3
41 -2
 [5 6 —1]
3 3 1
41 2
- [ -5 6 -1
3 3 1
| 41 2
[@ 8. kérdés Ha 2 1 92 ,akkor(AAT)Qz
- 301}

[ 164
| 152
[ 145
| 152
[ 154
| 152
[ 145
| 150

152 -
145 |

152 1
164

152 |-
164 |

150 |-
146 |
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Tanulasi cél: A determinansok kiszamolasanak begyakorlasa.
Elméleti 6sszefoglalo:
Minden négyzetes matrixhoz hozzarendelhetd egy szam, a matrix determinansa. Az 4 matrix
determinansat det, (A) , vagy ‘A‘ jeloli. A definicié egy rekurziv definicié, azt mondja meg,
hogy egy adott determinas kiszamolasat hogyan kell visszavezetni kisebb méreti
determinansok kiszamolasara.
A2 X 2 -es matrix determinansa
a b :
= ad — bc
c d '
A3 X 3 -as matrix determinansa, az elsd sor szerint kifejtve,
aip Qi2 a3
Qg Q23 Qg1 Q23 Qo1 Q22
(91 G2 @ = a1 A1 tapAptazAiz =a —a +a
21 22 23 114111 124112 134113 11 a3s 33 12 as;  as3 13 as;  asm '

a31 a3z ass

Itt Aij az ij elemhez tartoz6 el6jeles aldeterminans. Ezt (igy kapjuk, hogy térljiik az eredeti

determinans @ij -t tartalmazo sorat és oszlopat és a megmaradt szamokbdl ll6 determinanst

megszorozzuk (_ 1 )i+j -el.

Egy determinans barmelyik sora, vagy oszlopa szerint kifejtheté. Mindig a sor, vagy oszlop
minden elemét megszorozzuk az elemhez tartozo el6jeles aldeterminanssal, és ezeket a

szamokat 6sszeadjuk.

Ez magaban foglalja azt, hogy hogyan kell egy 4 X 4 -es determinanst, barmelyik sora, vagy
oszlopa szerint kifejtve visszavezetni négy 3 X 3 -as determinans kiszamolasara, és igy

tovabb.

Egy determinanst ugy kell megszorozni egy szammal, hogy valamelyik sor, vagy valamelyik
oszlop minden elemét megszerozzuk a szammal. Ervényes a detreminansok szorzastétele,

mely szerint
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det (AB) = det (A) ‘det (B)-

Szamos tétel szdl arrél, hogy hogyan valtozik meg egy determinans értéke, ha kulonféle

atalakitast hajtunk végre a matrixon.
A leggyakrabban alkalmazott a kdvetkezd.

Tekintsiink egy determinans és valasszuk ki az 7 -edik és a j -edik sorat. Ha az 7 -edik sor
tetszéleges szamszorosat hozzaadjuk a ] -edik sorhoz, az igy kapott sor lesz az ] -edik sor,

a tébbi sort pedig nem valtoztatjuk meg, akkor ennek az Uj determinansnak ugyanannyi az

értéke, mint az eredetinek.

Ezzel azt lehet elérni, hogy egy sorban, vagy egy oszlopban egy elemet kivéve minden elem
nulla legyen. ezutan persze e szerint a sor vagy oszlop szerint érdemes a determinanst

kifejteni.
Tananyag:

Kidolgozott feladatok:

1. feladat Szamitsuk ki a determinans értékét.

2 =2
2 3

Megoldas: A detreminans definicidja alapjan

2 =2

5 3 |=23-(-2)2=6-(-4) = 10

2. feladat Szamoljukkia| gin o —cos « |detreminanst.

cos o Sin «

Megoldas: Ne zavarjon meg minket, hogy most a determinans elemei valtozék és nem konkrét
valés szamok. Ha meggondoljuk, egy determinans kiszamolasa soran csak arra van szukség,
hogy az elemeket egymassal és valds szdmmal lehessen szorozni, és az elemeket 6ssze
tudjuk adni. Példaul a vektoridlis szozaskor egy olyan determinanst szamolunk ki, amelynek

egyik sordban vektorok, a tdbbiben valdés szamok allnak.
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Most tehat

sin & —COS «

) = sina — (—cos’a) = sin’a + cos’a = 1
cos a sin «

3. feladat Szamoljuk kia| 1 92 _] |determinanst.

-1 3 1
2 1 -1

Megoldas: Kiszamoljuk a determinans értékét ugy, hogy kifejtjlik az els6 sora szerint. Ekkor

1 2 -1
] ] 3 ] 32
2 1 -1 - -

=1(-3-1)—2(1-2)—1(-1—6)=—-4+2+7=5.

Tudjuk, hogy egy determinanst barmelyik sora vagy oszlopa szerint ki lehet fejteni. Kiszamoljuk

ugy is a determinanst, hogy kifejtjik a masodik oszlopa szerint. Ekkor

1 2 -1
-1 3 1 |=
2 1 -1
. 14+2.H. _1 1 . 242. 5. 1 _1 o 3+2.4. 1 _1 _
= (-1) 2‘2_1‘+(1) 3‘2_1‘+(1) 1‘_11‘_

—2(1-2)4+3(-1+2)—-(1-1)=2+3=5.

4. feladat Szamitsuk ki az determinanst.

1 11
1 2 3
1 3 6

Megoldas: Tudjuk, hogy ha egy determinansban az egyik sor valahanyszorosat hozz4adjuk
egy masik sorhoz és a tdbbi sort valtozatlanul hagyjuk, akkor nem valtozik meg a determinans

értéke. Ezt felhasznalva el fogjuk érni, hogy az elsé oszlopban az elsé elemen kiviil minden

25
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elem nulla legyen. Latjuk, hogy ehhez az els6 sor minusz egyszeresét kell hozzaadni a

masodik, és a harmadik sorhoz is.

Tehat hozzaadva az elsd sor minusz egyszeresét a masodik sorhoz, kapjuk, hogy

_ =
W N =
Yy W
I
—_ O
W —
Y DN =

Most hozzaadjuk az elsd sor minusz egyszeresét a harmadik sorhoz. Ekkor azt kapjuk, hogy

—_ = =
W N =
Sy W o
Il
—_ O =
W R =
O N =
Il
oo =
DO =
S N NI

Ha most az utolsé determinast kifejtjuk az elsd oszlop szerint, akkor csak egy adjungalt

aldeterminanst kell kiszamolni.

igy tehat

1 1 1

01 2 :1";;':5—4:1
0 2 5

Mar haromszor harmas determinast is, nagyobb méretiit pedig méginkabb, ezzel a médszerrel
érdemes kiszamolni. Latjuk, hogy igen elényds, ha a determinansnak valamelyik eleme nulla,
hiszen ekkor ennek az elemnek a soraban vagy oszlopaban a tébbi elem aranylag kdnnyen
nullava tehetd.

5. feladat Szamitsuk ki a determinanst.

2 6 4
5 3 8
75 2

Megoldas: A determinans egyetlen eleme sem 1, de ezen most kénnyen segithetiink. Példaul

adjuk hozza az els6 sor minusz kétszeresét a masodik sorhoz. Ekkor
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2 6 4 2 6 4
5 3 8|=(1 -9 0
75 2 7T 5 2

Mostmar a masodik sorral manipulalhatunk. Adjuk hozza ennek minusz kétszeresét az els6

sorhoz, minusz hétszeresét a harmadik sorhoz. igy az alabbi determinashoz jutunk.

2 6 4 0 24 4
1 -9 0|=|1 -9 0
7T 5 2 0 68 2

Ez a determinast pedig kifejtve az elsé oszlopa szerint azt kapjuk, hogy

0 24 4 o4 4 :
1 -9 0 :(—1)2“-1-' 63 o ':—1(48—272):224
0 68 2

6. feladat Szamitsuk kia| 92 1 |determinanst.

(O N S

1 1
1 1
1 2

Megoldas: Sok egyes van, szamos Ut kindlkozik. Paldaul a negyedik oszloppal manipulalva
elérjik, hogy az els6 sorban az utols6 elemet kivéve minden elem nulla legyen. Ehhez a
negyedik oszlop minusz egyszeresét kell a masodik és harmadik oszlophoz, a minusz

kétszeresét az elsé oszlophoz hozzaadni. igy

21 11 0O 0 0 1
1211} -1 1 0 1
1121 (-1 0 1 1
111 2 -3 -1 -1 2

Kifejve ezt az elsd sora szerint
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0 0 0 1 11 0
-1 1 0 1
=—] -1 0 1
-1 0 1 1 P
-3 -1 -1 2
Ne feledkezziink meg a minusz elgjelrd, (_1)1+4 - _1-

Az utolsé determinansban adjuk hozza a masodik sort a harmadikhoz. Ekkor arra jutunk, hogy

-1 1 0 -1 1 0
- -1 0 1 |=—=|-1 0 1
-3 -1 -1 -4 -1 0
Ezt kifejtve a harmadik oszlopa szerint
-1 1 0 :
—| -1 0 1 :' :411 _11 ':1—(—4):5
—4 -1 0
(Mivel (_1)2+3 — __1.akétszer kettes aldeterminans elétt(_l)'(_l) — ] aszorzd.)
7. feladat Szamoljukkiaz| 1 92 3 4 |determinanst.
2 3 41
3 41 2
4 1 2 3

Megoldas: Kivonjuk az els6 sor kétszeresét a masodik, haromszorosat a harmadik és
négyszerersét a negyedok sorbdl. Ekkor

rogton kifejtve az elsé oszlop szerint.

1 2 3 4 1 2 3 4 1 e o L 9 3
2 3 4 1 0o -1 -2 -7

— = -2 -8 —-10|=-]2 8 10
3.4 12 0 -2 -8 —I0 -7 —10 -13 7 10 13
41 2 3 0 -7 —10 —13

2.4 Linearis algebra
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Az utolsé egyenldséget tgy kaptuk, hogy mindharom sorbdl kiemeltiink — ] -et, tehat a szorzd

végil is (_1)3 — 1 lett.

Manipulajunk most az els6 oszloppal. Az elsé oszlop kétszeresét vonjuk ki a masodikbdl,

haromszorosat a harmadikbdl.

Ekkor
1 2 3 1 0 0 4 4
—|2 8 100|=—|2 4 4 ——‘_4 _8‘:—(—32—(—16)):16
7 10 13 7 —4 -8
9. feladat Szamoljuk kiaz| a ¢ |determinanst.
—a a b
—a —a b

Megoldas: Hozzaadva az elsé sort a masodik és harmadik sorhoz is az

a a a
0 2a¢ a+b
0 0 a+bd

determinanst kapjuk. Ezt kifejtve az els6 oszlop szerint

@ aa 2 a+b -
0 2a a+b :a' 0 a+b':a(2a(a+b)—0):2a + 2a°b
0 0 a+0d
10. feladat Oldjuk megaz| 1 92 egyenletet.
2 1 3|1=0
r 1 3

Megoldas: A determinans értéke nyilvan fiigg L -t6l, és éppen azokat az L -eket keressiik,
amelyekre ez a kifejezés nulla. El6észér meghatarozzuk a determinanst. Csinaljuk azt, hogy

kivonjuk a masodik oszlop kétszeresét az elsd, haromszorosat a harmadik oszlopbdl. Ekkor

29
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1 2 z -3 2 -6
2 1 3 |= 0 1 0
x 1 3 rxr—2 1 0

Kifejtve ezt a masodik sor szerint

-3 x—6
T —2 0

adddik.

':0—(3:—2)(:1:—6):—(:E—2)(fl7—6)

Ez utébbi kifejezés 1 = 2 és 1 = 0 esetén nulla, ezek tehat az eredeti egyenlet megoldasai.

Ellen6rz6 kérdések

[@ 1. kérdés| 7 3 '_
2 1|

=1

1

0
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[@ 2. kérdés| 1 7 3
2 1 6 |=
-1 1 2

i~ —65.

~ 65.

~  56.

i~ —56.

[@ 3.kérdés| _1 1 1
1 -1 1 |=
1 1 -1

O

3

2

1

[@ 4.kérdés| () 1 1]
1 0 1]|=
1 10

=2

-1

1

2
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[@ 5.kérdés| 9 o o
r 2 x| =
r x 2

8+ 622 + 223

8 — 622+ 2%

2 — 62— 8-

213 — 6272 + 8-

[@ 6.kérdés| 1 2 3 4
2 3 4 5
4 1 -1 0
1 2 1 1

~ —6

N §)

=7
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[@ 7. kérdés Milyen L -relesz| 2 | 3 ?
-1 1 2 (=0
3 1 «x
{ 10
3
10
3
{ 3
10
o _3
10
@ 8. kérdés| 4 1
1 4 |
-1 -3
-3 -1
|
i~ -1
~ 0
2
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Tanulasi cél: Begyakorolni az inverz matrix kiszamolasat az adjungalt matrix felhasznalasaval.

Elméleti 6sszefoglalé: Egy négyzetes martix aj (A) -val jelélt adjungaltjat ugy kapjuk, hogy

minden elem helyére beirjuk az elemhez tartozo6 éléjeles aldeterminans értékét, és vesszik az

igy kapott matrix transzponaltjat.

Ha egy négyzetes martix determinansa nem nulla, akkor a matrixnak van A—l -el jeldlt inverz

matrixa, ami

1

At
det (A)

adj (4)

Az inverz matrix legfontosabb tulajdonsaga, hogy 4 4~ = A=14 = [ .,ahol [ a

(megfeleld méretl) egységmatrix.
Ervényes, hogy(AB)—1 — B 141
Tananyag:

Kidolgozott feladatok:

1. feladat Szamitsuk ki az 9 1 |métrix transzponaltjat.
| -3 4

Megoldas: Tudjuk, hogy transzponalaskor az eredeti matrix sorait fel kell cserélni az
oszlopaival. Az elsd sorbdl lesz a transzponalt els oszlopa, a masodik sorbdl a transzponalt

masodik oszlopa, és igy tovabb. Tehat

Persze ugy is megkaphatjuk a transzponaltat, hogy a f6atléra tiikrozziik az eredeti matrixot.
2. feladat Hatarozzuk meg az -1 2 1 matrix transzponaltjat.
A= 3 0 =2
2 -1 2
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Megoldas: Kiilonésen nagyobb méreti, vagy nem négyzetes martixok esetén a fé6atléra valo
tikrozést kdnnyen el lehet rontani, biztonsagosabb a sor-oszlop cserével szamolni a

transzponaltat.

Most azt kapjuk, hogy

-1 3 2
AT=1 2 0 -1
1 -2 2
3. feladat Legyen 2 —1 |- Hatérozzuk meg az AT matrixot.
A= 3 0
-1 2

Megoldas: A transzponalt a sor- oszlop cserével az alabbi 2 X 3 -as matrix:

r [ 2 3 -1]
A‘[—10 2]

4. feladat Szamitsuk ki az [ —-1 2 ] martix adjungaltjat.

— |1 3

Megoldas: Tudjuk, hogy

it = [40 42]"

AQl AQQ
ahol Aij az eredeti matrix @ij eleméhez tartozo eléjeles aldeterminans.

Kiszamoljuk el&sz6r AH -et. Ehhez, gondolatban téréljiik a eredeti matrix @11 elemet
tartalmaté sorat és oszlopat, és a megmaradt szamokbdl alkotott aldeterminanst megszorozzuk

(_1)1+1 — 1-el. Atorlés utn most egy 1 X 1 -es aldeterminans marad, amelynek egyetlen

eleme 3 . Emlékezziink arra, hogy egy egyetlen szambol all6 1 X 1 -es matrix determinansa,

definicio szerint, a szébanforgd szam. Ezért

A =3.
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Hasonldan eljarva kapjuk, hogy A12 — (_1)1+2.1 — _1,hiszena 2 -es elem soranak és

oszlopanak toriése utan az ] elemet tartalmazo 1 X 1 -es aldeterminanst kell kiszamolnunk.
Ugyanigy 4, = (—1)*""2 = —2-

591 2+2,
Vegul Aoy = (_1) (_1) m—_—

Ezeket felhasznalva

. o All A12 T_ 3 —1 T_ 3 —2 |
adJ(A)_[Azl AQQ] _!—2 —1] — -1 -1

5. feladat Szamitsuk ki az 2 1 (O [|matrix adjungaltjat.
A=1({1 1 3
2 21
Megoldas: Most
T
Aun A Asg '
adj (A) = | Ax Az Ass
A31 A32 A33

Kiszdmoljuk sorban az Aij el6jeles aldeterminansokat.

Aqjamartix @;; = 2 elemét tartalmazo sor és oszlop torlése utdn megmaradd

~1 3 aldeterminéns(_1)1+1 _ | -szerese, azaz
2 -1
1 3
1\l 1 _
Ay = (-1) 9 1 ' 1-6 5
Hasonléan szamolva
A = (—1)'72 ; i’ ' ——(1-6)=5
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A = (=D ; ;'=2—2=0
Ay = (—=1)*th ; (1) =—(1-0)=-1
Agy = (—1)*F° 3(1) =2-0=2
Agg = (1)1 ; ; =—(4—2)=-2

Végul az utolso sor elemeihez tartozoé elbjeles aldeterminansok:

2 0
Ap=(-1"" ] 5 |=-(6-0=-6
2 1 :
Asz = (—1)* L1 |=2-1=1
igy tehat
Ay Ap Ap 17 5 5 01" 5 -1 3
a,dJ (A): A21 A22 A23 = —1 2 —2 = 5) 2 —6
As; Asy  Ass 3 -6 1 0 -2 1

Latjuk, hogy az adjungaltat elég nehéz szamolni, a leggyakoribb hiba az aldeterminansok

eléjelének elhagyasa és a transzponalas elmaradasa szokott lenni, ezekre is tgyelni kell.
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matrix adjungaltjat.

_ o o &

0
0
1
0

OO = O
O O O =

Megoldas: A matrixunk 4 X 4 -es, tehat 16 darab 3 X 3 -as aldeterminanst kell majd
kiszamolnunk, ami elég sok munkat sejtet. Mivel azonban a matrixunkban igen sok elem nulla,
ezek kdzll sok kiszamolasa egyszer( lesz.

Példaul

A11 = (), hiszen az @11 elem térlése utdn megmaradé aldeterminans elsé oszlopa csupa

nulla elembdl all, és igy a determinansa is nulla.

Ay = (—1)1+2'

S O =
= o O
S = O

— (_1)1“-1-' (1) (1) ':—(0—1):1.

(A3 X 3 -as aldeterminanst az els6 oszlopa szerint fejtettiik ki.)

A13 — (), (mert az aldeternimans kézéps6 oszlopa csupa nullat tartalmaz).

Aq4 = 0, ugyanazért, mint az elébb.

Ag = (—1)2+1'

S O =
= o O
S = O

— (_1)2“-1-' (1) (1) ':—(0—1):1.

Aogy = A9z = Ay = (), mert a megfeleld aldeterminansoknak mindig csupa nulla all az

elsd oszlopaban.

A3 = Azs = A3z = 0, mert most az aldeterminansok utols6 oszlopa csupa nulla.

Azq = (—1)*

_ (_1)3+4-(_1>-' : ': !

o = o
o O =
_ o O
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Ay = Ap =0.
010
A43 _ (_1)4+3, 1 0 0 _ (_1)4+3(_1) '
0 01
A =0.
Mindezek alapjan
01001 [o100
. 1 0 0 O 1 0 00
adil) =106 001] o001
0 010 0 010
7. feladat Szamoljuk ki az [2 5 ]métrix inverzét.
— 137

Megoldas: Tudjuk, hogy

1

-1 _
A= det (A)

adj (4)
Kiszamoljuk el6sz6r a determinanst.

2 9 :
det(A)—' 5 - '_14—15_—1

Ezutan meghatarozzuk az adjungalt matrixot.

oo | A An T_ T3 T_
adJ(A)_[Azl A22:| _[—5 2] B

Ezek felhasznalasaval

S =
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oy ) = (1) [ A ] - [ 30 ]

Al =

Konnyen leellenérizhetd, hogy valdban

AA =A"tA=T.
8. feladat Szamoljuk ki az 2 2 1 [|métrixinverzét.
A= -1 -1 1
3 2 =2

Megoldas: A determinanst ugy fogjuk kiszamolni, hogy a masodik sorral manipulalva elérjik,
hogy a harmadik oszlop elsé és utols6 eleme nulla legyen. Ehhez a k6zépsé sor egyszeresét

hozzaadjuk az els6 sorhoz, a kétszeresét pedig a harmadik sorhoz. Ekkor

2 2 -1 1 1 0 :
1 -1 1 |=|-1 -1 1]|=1
3 2 -2 1 0 0

Az adjungalt aldeterminansok:

A =0, Ap=1 Az=1,

Agr =2, Ap=-1, Ay =2,

A31 = 17 A32 = _]-7 A33 =0.

Tehat
. 0o 1 11" 0 2 1
Al = adjA)=12 -1 2| =1 -1 -1
det (4) A 1 -1 0 1 2 0

Ismét gy6z6djén meg az olvasd, hogy A A~ — A~ 14 =T
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matrix inverzét.

s
I
INGNIUIIN
W L
CRINCRE

Megoldas: Most, kivonva az elsé sor kétszeresét a masodikbdl, haromszorosat a harmadikbdl

és kifejtve a kapott detreminanst a harmadik oszlopa szerint:

2 1 1 2 1 1 1
det(A)=|3 3 2|=|-110 :'_2 0':0—(—2):2
4 3 3 -2 00
A el6jeles aldeterminansok pedig
A =3, Ap=-1, Ap=-3,
A21:07 A22:27 A23:_2’
Aglz—l, A32:—1, A33:3-
Ezért
T
3 -1 -3 [ 3 0 -1 5 0 -1
At==10 2 =2 =5 | -1 2 -1|= -1 1 -1
~1 -1 3 —3 -2 3 -3 -1 3

Ellen6rz6 kérdések

A kdvetkez6 feladatokban ne behelyettesitést végezzink, hanem szamoljuk ki az inverz

matrixot, és az alapjan véalaszoljunk a kérdésekre.
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[@ 1. kérdés Legyen

- 5
-3
|5
| 3
 [5
| 2
- 5
-2

N W
L 1

W N
L 1

[@ 2. kérdés Ha
A=

3 1 ], akkor 4—1 =
o]

i~ 2
3
—1
i~ [ 1
3
_1
- 3
2
-1
- _
1
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[@ 3. kérdés Ha 1 2 5 ], akkor 41
A=101 4
0 01
1 -2 3
0o 1 -4
0 0 1
- [1 2 3
0 1 4
| 0 0 1
| 2 -3 ]
0 -1 4
0 0 -1
1 -4 3
0 1 =2
0 0 L
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~ [0 0 =117
0 —1 0
1 0 0
T 0 0 =17
0 1 0
| -1 0 0
~ [0 0 1
01 0
|10 0
—~ [ 0o o0 1
0 —1 0
| -1 0 0
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[@ 5. kérdés Ha 2 —1 2 T,akkor 4! —
A= 1 1 2
-1 1 -1
31 4
1 0 2
2 1 3
[ -3 1 —4
-1 0 2
| -2 -1 3
[ 3 -1 4
1 0 2
-2 1 -3
3 -1 —4
1 0 =2
2 1 -3
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[@ 6. kérdés Ha -1 2 1,akkor 41 —
A= 2 1
1 -1
£ 1 [ -5 5 5]
0 -3 -1 1
1 =3 -1
£ 1 [ 5 -5 5 ]
0 -3 1 =5
-1 3 5 |
- 1 [ -5 5 —5]
T 3 -1 5
1 3 =5
- 1 [ 5 5 5
10 3 1 5
| 1. 35
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Tanulasi cél: Begyakorolni linearis egxenletrendszerek Gauss-féle algoritmussal térténd

megoldasat.

Elméleti 6sszefoglald: A Gauss-féle algoritmus soran alkalmazhato Iépések:

a) két egyenlet felcserélése,

b) egy egyenlet tetszdleges, nullatdl kiiléonb6zé szammal valé megszorzasa,

c) két egyenlet 6sszeadasa, ilyenkor az egyik egyenlet helyére az 6sszeget irjuk, a tobbi

egyenlet marad valtozatlan.

Ezek az atalakitasok az egyenletrendszer kibévitett matrixan is végrehajthaték, ilyenkor a

matrix soraira kell ket alkalmazni.

Ezekkel az atalakitasokkal elérhetd, hogy az egyltthatomatrix fels6 haromszdgmatrixa valjon,
azaz a féatldja alatt minden elem nulla legyen. (A f6atlét azok az elemek alkotjdk, amelyeknek

a sor és az oszlop indexe megegyezik.)

Ha az egyitthatématrix felsé haromszog matrix, akkor leolvashatd, hogy van-e megoldas, és ha

van, akkor a legalso egyenletbdl kiindulva az ismeretlenek sorban meghatarozhatoék.

Akkor nincs megoldasa az egyenletrendszernek, ha a felsé haromszégmatrixa transzformalas
utén a kibdvitett matrixnak van olyan sora, amelyben minden elem nulla, kivéve a sor utolsé
elemét.

Tananyag:

Kidolgozott feladatok
1. feladat Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert.

|
wo

r + 2y
—2z + 2y = 0

Megoldas: Esé Iépésként felirjuk az egyenletrendszer kibdvitett matrixat. Ez most
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Adjuk hozza az els6 sor kétszeresét a masodik sorhoz. Ekkor az alabbi matrixot kapjuk.

| —|
S =
o N
o W
| IS

Ezzel az (elsd két oszlopbdl alld) egyutthatdmatrixot felsé haromszégmatrixa alakitottuk, és
ezutan az egyenletrendszer megoldasa meghatarozhaté. A utolsé matrix ugyanis azt, az

eredeti egyenletrenszerrel ekvivalens, egyenletrendszert jelenti, hogy

r + 2y = 3.
by = 6

A masodik egyenletbdl yy = 1. Ezt visszairva az els6 egyenletbe
r+2=3
adodik, amibsl = 1.

A egyetlen megoldas tehat: 7 = 1, y = 1.
2. feladat Oldjuk meg az

Sr + y = 4
2z + 3y = -1

egyenletrendszert.

Megoldas: Most is az az elsd Iépés, hogy felirjuk az egyenletrendszer kib&vitett matrixat. Ekkor

az
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matrixot kapjuk.

Mieldtt az egyltthatomatrix felsé haromszdgmatrixa transzformalasat elkezdenénk érjik el,

hogy az els6 sor elsé eleme 1 legyen. Ehhez a masodik sor kétszeresét kivonjuk az elsd sorbdl.

igy az

1 -5 6
2 3 -1
matrixhoz jutunk.

Mostmar kinullazhatjuk az egyes alatti szamot, gy, hogy az elsd sor kétszeresét kivonjuk a

masodik sorbdl. Ekkor

1 -5 6
0 13 —13

adodik.

Az egyutthatématrix felsé haromszégmatrix, a megoldas meghatarozhatd. Az utolsé matrix altal

meghatarozott egyenletrendszer

r — 92y = 6 .
13y = —13
A masodik egyenletbdl y = —1. Ezt az elsé egyenletbe behelyettesitve
r+5=6,
amibsl x = 1.
Most is egyetlen megoldasvan:x = 1, y = —1.

3. feladat Odjuk meg az alabbi egyenletrendszert.
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r + y + z =3
2 — y + 2 = 2
—r + y + z =1

Megoldas: Az egyenletrendszer kib&vitett matrixa

11 13
2 -1 1 2
-1 1 11

Az elsd sor elsé eleme szerencsére | , ezért rogton elkezdhetjiik az egyiitthaté matrix felsé
haromszdgmatrixa transzformalasat. Elszor az elsé sor kétszeresét kivonjuk a masodik sorbdl,

majd az elsé sort hozzaadjuk a harmadik sorhoz. igy az alabbi matrixhoz jutunk

1 1 1 3
0 -3 -1 -4
0 2 2 4

Akkor tudnank legkényelmesebben folytatni a haromszdgmatrixa transzformalast, ha a masodik

sor masodik eleme 1 lenne, de nem az. Ezen azonban kénnyen segithetiink.

Cseréljik most meg a masodik és a harmadik sort, majd osszuk el kettével az Gj masodik sort.

Ekkor nyerjik, hogy

1 1 1 3
0O 1 1 2
0 -3 -1 -4

A kovetkez6 lépésként a masodik sor haromszorosat hozzaadjuk a harmadik sorhoz. Ekkor

oo -
O~ =
[N Ry —
NI ORI

Az els6 harom oszlop altal alkotott egyltthatd matrix fels6 haromszégmatrixa valt. Felirjuk a

megoldast.
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Az utolsé matrix altal kodolt egyenletrendszer

z + vy + z = 3.
y + 2z = 2
2 = 2

A harmadik egyenletbsl 2 = 1 . Ezt felhasznalva a masodik egyenletbdl y= 1. Végiil ezek

behelyettesitésével az els6 egyenletbsl 1 = 1 .

Ismét egyértelm(i megoldas van tehat: r = 1, Yy = 1, z=1.

4. feladat Oldjuk meg az

3r + y — z = -1
2 — y + 2z = 1
dr + 2y + 2z = 4

egyenletrendszert.

Megoldas: irjuk fel az egyenletrendszer kib&vitett matrixat.

3 1 -1 -1
2 -1 1 1
4 2 1 4

Sajnos az elsé sor els6 eleme nem 1, de ha a masodik sort kivonjuk az elsébél, akkor elérjik,

hogy az legyen.

1 2 -2 =2
2 -1 1 1
4 2 1 4

Elkezdjuk a fels6 hdromszdgmatrixa transzformalast. El&szdr az els6 sor kétszeresét kivonjuk a
masodik sorbdl, majd az elsd sor négyszeresét kivonjuk a harmadik sorbél. Ekkor a martixunk

igy alakul
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1 2 -2 =2
0 -5 5 5
0 -6 9 12

Osszuk el most a masodik sort minusz éttel. Igy elérjiik, hogy a masodik sor masodik eleme

egy legyen.
1 2 -2 -2
O 1 -1 -1
0 -6 9 12

Adjuk most hozza a masodik sor hatszorosat a harmadik sorhoz. igy

1 2 -2 -2
01 -1 -1
0 0 3 6
adodik. Ez az
r + 2y — 2z = =2
y — z = -1
3z = 6

egyenletrendszert jelenti.

Mostmar az utolsé egyenletbdl 2 = 2. Ennek behelyettesitésével a masodik egyenletbdl

Yy = 1 . Ezeket behelyettesitve az els6 egyenletbe £ = ().

Az egyértelml megoldas tehat: © = O7 Yy = 1, z2=2.

5. feladat Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert.

r — y — z = -1
x4+ y — z = 3
r + 3y + 2z = H

Megoldas: Az egyenletrendszer kibdvitett matrixa
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1 -1 -1 -1
3 1 -1 3
1 3 1 5

Elsé Iepésként az els6 sor haromszorosat kivonjuk a masodik sorbdl, majd a elsé sort kivonjuk

a harmadik sorbdl. Ekkor a kdvetkezd matrixot nyerjik.

-1 -1 -1
2 6

1
0 4
0O 4 2 6

Vonjuk most ki a masodik sort a harmadikbdl. Ekkor kapjuk az

1 -1 -1 -1
0 4 2 6
0o 0 0 0

matrixot.
Az egylthatomatrix most is felsé haromszogmatrix, ratérhetiink a megoldas meghatarozasara.

Az utolsé matrix az alabbi egyenletrendszert jelenti.

T -y — z = -1
9y + 2z = 6
0 = 0

Itt az utolso6 egyenlet egy nyilvanvald 6sszefliggés, és azt jelenti, hogy az eredeti
egyenletrendszerben a harmadik egyenlet az elsd kettd kdvetkezménye, ha azok teljestilnek,

akkor a harmadik is automatikusan teljesul.

A masodik egyenletben egynél toébb ismeretlen szerepel, most kettd. A két ismertlen kdzul az
egyiket kifejezhetjiik a masikkal. Példaul kifejezhetjiik az ¥ ismeretlent a < ismeretlennel. Ekkor

kapjuk, hogy
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Ny

I
| o
|
SN\
N

I
N | o
|
DO | X

Ha ezt visszairjuk az elsé egyenletbe, akkor az X ismeretlent is kifejezhetjiik a Z -vel az alabbi

maodon:

3 =z ,
(22, =1
T (2 2) 2z
_1+z.
TT9Ty

B 3 =z B 1 n 2 , akkor mind a harom eredeti
=973 T3y

egyenlet teljesl.

Végtelen sok megolddsa van tehat az egyenletrendszeriinknek.

Szokas ezeket az alabbi paraméteres alakban megadni:

r = % + %
y = 2 — L teR
z =t

Példaul, hat = 1, akkor kapjukazz = 1, y =1, 2 = 1megoldast, amelyet

behelyettesitéssel kdnnyen leellendrizhetiink.
Hat = —1,akkorkapjukazx = 0, y =2, 2z = —1megoldast.

Eszrevehetjiik még, hogy a megoldasok paraméteres megadasa pontosan olyan, mint egy

egyenes paraméteres egyenletrendszere.

Valéban err6l van szd. Ugyanis harom ismeretlen esetén az egyenletrendszer egyenletei
egy-egy sik egyenletei. Egyértelmi{ megoldas van, ha ezek a sikok egy ponton mennek at,
végtelen sok megoldas van, mint a mi esetlinkben, ha a sikok egy egyenesen mennek at.
Ennek az egyenesnek a pontjainak a koordinatai adjak a megoldashalmazt, ezt adtuk meg az

elébb paraméteres egyenletrendszer segitségével. Végul nincs megoldas, ha a sikok kozott
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vannak parhuzamos, de nem egybeesé sikok.

6. feladat Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert.

r — y + z = 2
—r — 2y + 2z =0
2+ oy = 1

Megoldas: A kibdvitett matrix

Adjuk hozza az elsé sort a msodikhoz és vonjuk ki az elsé sor kétszeresét a harmadik sorbdl.

igy kapjuk az
1 -1 1 2
0 -3 2 2
0o 3 -2 -3
matrixot.

Adjuk most hozza a masodik sort a harmadikhoz.

1 -1 1 2
0 -3 2 2
0O 0 0 -1

8
[
&<
+ +
o ¥
I
}LL\')L\')
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Itt az utols6 egyenlet nyilvan ellentmondas, a fenti egyenletrendszernek tehat nincs megoldasa.

7. feladat Oldjuk meg az

r 4+ 2y + 32 = 1
—2r — y 4+ z = 1
2+ y + z = -1
- — vy — 2z = 0

egyenletrendszert.

Megoldas: Ne zavarjon meg minket, hogy csak harom ismeretlen van, de négy egyenlet. Ez
csak annyit jelent, hogy ha van megoldas, akkor legalabb az egyik egyenlet a tébbi

koévetkezménye. A megoldas menete ugyanaz, mint eddig.

A kib&vitett matrix
1 2 3 1
-2 -1 1 1
2 1 1 -1
-1 -1 -1 O

Az elsé sor kétszeresét hozzaadva a masodik sorhoz, a minusz kétszeresét hozzaadva a

harmadik sorhoz és az egyszeresét hozzdadva a negyedik sorhoz nyerjiuk az

1 2 3 1

o 3 7 3

0 -3 -5 -3

0 1 2 1
matrixot.

Kovetkez6 lépésként cseréljik fel a masodik sort a negyedikkel.

1 2 3 1
0o 1 2 1
0 -3 =5 -3
o 3 7 3



2.4.5 Linearis egyenletrendszerek

Adjuk hozza ezutan a masodik sor haromszorosat a harmadik sorhoz, minusz haromszorosat a

negyedik sorhoz.

oo O =
S O~ N
— =N W
S O = =

Ha most a hrmadik sort kivonjuk a negyedikbdl kapjuk a

1 2 3 1
01 21
0 010
00 00
matrixot.
Ez az

T + 2y + 3z =1
y + 2z =1

z =0

0 =0

egyenletrendszert jelenti.

A z = () értéket beirva a masodik egyenletbe Yy = 1, ezeket beirva az elsd egyenletbe

T = —1adodik.
Az egyetlen megoldas tehat: 7 = —1, y =1, 2=0.

8. feladat Oldjuk meg a

2 + y + 2 4+ u = 0
r + 2y + 2z — u =1
- + vy + 2z + u =1
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egyenletrendszert.

Megoldas: Ha tébb az ismeretlen, mint az egyenlet, mint most is, akkor, ha van megoldas,

akkor végtelen sok van.

A kibdvitett matrix most

2 11 1 0
1 21 -11
-1 12 1 1

Elsé lépéskeént cseréljik fel az elsd két sort.

1
2
-1

— =N
DO —
— =

— O =

Adjuk ezutan hozza az els6 sor minusz kétszeresét a masodik sorhoz, egyszeresét a harmadik

sorhoz. Ekkor kapjuk az

1 2 1 -1 1
0o -3 -1 3 =2
o 3 3 0 2

matrixot.

Kényelmes lenne, ha most a masodik sor masodik eleme egyes lenne. Ezt most csak ugy
tudnénk elérni, hogy a matrixban tortek is megjelennek. Ez nem latszik elénybsnek.
Szerencsére a harmadik sor kinullazandé masodik eleme a minusz harom egész szamu
tobbszordse, konkrétan a minusz egyszerese. Adjuk ezért hozza a masodik sort a

harmadikhoz. Kapjuk, hogy

1 2 1 -1 1
0o -3 -1 3 =2
o 0 2 3 O

2.4 Linearis algebra
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Az ennek megfelel6 egyenletrendszer

T 4+ 2y + 2z — uwu = 1
- 3y — z + 3u = =2
2z + 3u = 0

Ismét végtelen sok megoldas van. Ha t = T, akkor a harmadik egyenletbél

Ezeket beirva a masodik egyenletbe

3 :
-3y + -t+ 3t =-2

2

9 |

3y ot =2

9

3y = —2— 2t

4 2
2.3
I=373

adodik.

Ha pedig ezeket behelyettesitjiik az elsé egyenletbe, kapjuk, hogy

4 3 :
T4 - +3t—t—t=1

3 2
11
Tt Ty
_ L
=73

A végtelen sok megoldas tehat a ¢ paraméter fliggvényében:

R
Ty
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()
[SM
DO [ =
S~

o~

SIS
I

S wlww

ahol t tetszéleges valés szam.

9. feladat Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert.

r — Yy + 2z — u = —2
dr + 3y + 22 + u = 20
—-r — Yy 4+ z 4+ u = 4

r + 2y + 2z — u = 4

Megoldas: A kibdvitett matrix

1 -1 1 -1 -2
4 3 2 1 20
-1 -1 1 1 4
1 2 1 -1 4

Hozzaadjuk az els6 sor minusz négyszeresét a masodikhoz, egyszeresét a harmadikhoz és

minusz egyszeresét a negyedikhez.

1 -1 1 -1 -2
o 7 -2 5 28
0o -2 2 0 2
0o 3 0 0 6

Ha most a negyedik sort elosztjuk harommal, majd felcseréljik a masodik sorral kapjuk az

1 -1 1 -1 -2
o 1 0 0 2
0o -2 2 0 2
o 7 =2 5 28

matrixot.
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Ezutan a masodik sor kétszeresét hozzaadjuk a harmadik sorhoz, a hétszeresét pedig levonjuk

a negyedik sorbdl.

1 -1 1 -1 -2
o 1 0 0 2
o 0 2 0 6
0o 0 -2 5 14

Végul adjuk hozza a harmadik sort a negyedikhez.

1 -1 1 -1 -2
0O 1 0 O 2
0O 0 2 0 6
0O 0 0 5 20
Ez a matrix az
T -y + z - u = -2
Y = 2
2z = 6
Su = 20

egyenletrendszert jelenti.

Ezekbdl az egyenletekbsl uy, = 4, z =3, y =2, z=1.

Ellen6rz6 kérdések
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[@ 1. kérdés Az

3 — y = 2
2r + y = 3

egynletrendszernek

(™ végtelen sok megoldasa van, mégpedigz = 1 — 1, Yy = 1+t te R.
i nincs megoldasa.
(™ egyértelmii megoldasavan,ésezy =1, y=1.

(™ végtelen sok megoldasavan,ésx =2 —t, y=1+t, t€R.

[@ 2. kérdés A

- + vy + z =1
2 — y + =z
3r + y + 2z =5

Il
N

egyenletrendszernek

{ végtelen sok megoldasa van, ezek

r=14+t y=1+4+2t, z=1—1t, teR.

{ végtelen sok megoldasa van, ezek

r=2—-t, y=t z=3-2t, t€ER.

{ végtelen sok megoldasa van, ezek

r=—t, y=2+t, 2=3+2t,teR.

(™ egyértelmii megoldasa van, mégpedigr =y = 2 = 1.
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& 3 kérdés Az

xr — 2y + z =0
-r + 2y + z =6
r — y + 2z =4

egyenletrendszernek

i nincs megoldasa.

{ végtelen sok megoldasa van, ezek

r=t, y=1—1t, z=24+1t, teR.

{ végtelen sok megoldasa van, ezek

r=1+t y=—-t, 2=2-3t, teR.

(™ végteken ok megoldasavan,ezekx =1, y =2, z=3+1, teR.

[@ 4. feladat Az

r + 2y — 2z = 2
2r — y + =z
r — 3y + 3z = 2

Il
W

egyenletrendszernek

{ nincs megoldasa.
(™ végtelen sok megoldasa van,ezekx = 2, y=1¢, z=1t, t€R
{ egyértelImld megoldas van, ami 1 = 2, yYy=z= 1.

{ végtelen sok megoldasa van, ezek

r=1+t, y=t, z2=2—-t teR.
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[@ 5. feladat A

20 4+ 2y + 22 = 2
r — 2y — z = -1
-r — vy + z = 1

egyenletrendszernek

i nincs megoldasa.
(™ végtelen sok megoldasavan,ezekz =t, y=1t, z=1+t te€R.

i végtelen sok megoldasa van, ezek

r=2+t y=-2—-1t, z=-1—1t, teR.

{ egyértelml megoldasa van,ezx = y = O7 z=1.

[@ 6. kérdés A

-r — y + 2z = 2
20 + y + 2z = 1
dr 4+ 2y — 2z = -1

egyenletrendszernek

{ végtelen sok megoldasa van, ezek

r=3-3t, y=-5+5t, z2=1, t€R.
{" nincs megoldasa.
(™ végtelen sok megolddsavan,ezekx =t, y=1t, z=1+1t te€ R.

{™  egyértelmii megoldasa van, amix = y = 0, z=1.
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[@ 7. kérdés A

2 + y — z = 2
3 — y + 22 = 4
r — 2y + 3z = 2

egyenletrendszernek

végtelen sok megoldasa van, ezek

r=1-2t, y=1+1t, z=1—1, teR.
végtelen sok megoldasa van, ezek
6t 2T e
Ty YT T
nincs megoldasa.
végtelen sok megoldasa van, ezek
r=2—t y=-2+4+3t z=t, teR.
8. kérdés Az
r + 2y + 3z = 0
3 + 2y + z = —4
r — 2y + z = 2
egyenletrendszernek
egyértelml megoldasa van, ami x = y = —1, 2=1
végtelen sok megoldas van, ezek
r=—14+2t, y=—1—t, z=1+t, t€eR.

végtelen sok megoldasa van, ezek

r=—t, y=-1, z=2—-t, teR.

végtelen sok megoldasa van, ezek x = yy = —t, z = 3 — 21,

teR.
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[@ 9. kérdés A

3 + 2y + 2z =0
r + 3y + 2z 0
2 + yv + 3z =0

homogén egyenletrendszernek

(™ végtelen sok megoldasa van, ezekx =, y = —2t, z=—t, t€ R
(™ végtelen sok megoldasa van, ezekx = —t, y=3t, z2=—t, t€R.
{ csakazr =Y = 2 = () trivialis megoldasa van.

(™ végtelen sok megoldasavan,ezekz =y =1, 2= —2t, t€ R.

[@ 10. kérdés A

d3r + 4y + 2z =0
2 + 2y — =z 0
r + 2y + 2z = 0

homogén egyenletrendszernek

{ csakazl =Y = 2 = ( trivialis megoldasa van.
(™ végtelen sok megoldasa van, ezekz = ¢, y =2t, 2=3t, t€R.

{ végtelen sok megoldasa van, ezek

t .
= — = — — = — t R
x 27 y 37 z E

{ végtelen sok megoldasa van, ezek ot

r=3t y=——7, z=1t tER
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Tanulasi cél: A sajatértékek és sajatvektorok meghatarozasanak begyakorlasa.

Elméleti 6sszefoglal6: Az 70 X T _es, négyzetes, A matrix karakterisztikus polinomja a,

kifejtés utan, \ -ra nézve pontosan 7! -ed foku det()\'[ — A) polinom. Itt persze [ az

N X 1 _es egységmatrix.

A karakterisztikus polinom gydkei, azaz a

det(AT — A) =0

egyenlet megoldasai az A matrix sajatértékei.

Egy S oszlopvektor az A matrix )\ sajatértékhez tartozé sajatvektor, ha
As=NXs.

A )\ sajatértékhez tartozo sajatvektorok a

(N —A)X =0

homogén linearis egyenletrendszer megoldasaval hatarozhaték meg.
Tananyag:

Kidolgozott feladatok

1. feladat Hatarozzuk meg az l 2 _3 ] matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

-2 1

Megoldas: Tudjuk, hogy a sajatértékek a karakterisztikus polinom gyodkei. A karakterisztikus

polinomot ugy kapjuk, hogy kifejtjiik a det()\'] — A) determinanst. Ez részletesen kiirva a

e B i B F R B A Bl Rt

matrix determinansat jelenti, ami
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' )\;2 )\31 ':()‘_2)(>\—1>—62)\2—3)\+2—6:)\2_3)\_4
A

M3\ —4=0

karakterisztikus egyenletnek két gyoke van: Ay = —1és \y = 4. Ezek tehat az A matrix
sajatértékei.

A )\1 sajatértékhez tartozo sajatvektort ugy kapjuk meg, hogy tekintjik a

] . 110 2 3| | -1 0 2 =31 | -3 3
AII_A_(_U[O 1}_[—2 1]_{0 —1]_[—2 1]_[2 —2}
egyutthatomatrixd homogén linearis egyenletrendszert, ami most

-3z + 3y = 0,
20 — 2y = 0

és meghatarozzuk ennek a megoldasat.

Az egyenletrendszer kibdvitett matrixa
-3 3 0
2 =20
Osszuk el az elsd sort minusz eggyel.
1 -1 0
2 =20

Vonjuk ki ezutén az elsd sor kétszeresét a masodik sorbdl.
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1 -1 0
0 0 0

Ez az alabbi egyenletrendszert jelenti:

Ennek az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van. Ezeket célszer(i paraméteresen

megadni az alabbi alakban.

x = t,
t

<
|

ahol t tetszéleges valos szam.

Ebbél a )\1 -hez tartozé 51 sajatvektort tigy kapjuk, hogy tekintjiik azt a vektort, amelynek elsd
koordinataja az els6 ismeretlen, masodik koordinatdja a masodik ismeretlen, és igy tovabb.

Most tehat

Az utolso felirasbol kiléndsen jol latszik, hogy minden )\ -hez tartozé sajatvektor az[ 1 ]

1

vektor szamszorosa.

Példaul at = —3 -hoz tartozé ; —3 [sajatvektorra is teljesul az
31 - _3

oy

Osszefliggés, hiszen
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ERIIEIEHER

Meghatarozzuk a )\2 = 4 -hez tartozé sajatvektorokat.

Ehhez megoldjuk a

. JTro 2 3] T[40 2 -3] [2 3
AQI_A_4[0 1]‘[—2 1 1‘[0 4]‘[—2 1 }_lQ 3]
egyutthatomatrixd homogén linearis egyenletrendszert, ami most

20 + 3y = 0.
2 + 3y = 0

Ennek az egyenletrendszernek a kib8vitett matrixa

2 3 0|
2 30
Vonjuk ki az elsé sort a masodikbdl. igy a
2 30
0 0O

matrixot kapjuk, amihez a

2 + 3y = 0
0 =0

egyenletrendszer tartozik. Ennek is végtelen sok megoldasa van. Ezek paraméteres megadasa

az Y ismeretlent valasztva paraméternek
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ahol T tetszéleges valos szam.

igy a \y -hoz tartozé S2 sajatvektorra

_ 3¢ _3 .
32:[ t2 ]:t[ 12], tER
Paldaul at = 6 -hoz tartozé , —0 [sajatvektorra is teljestl, hogy
82 — 6
2 3 . [-9]_[-=36]_,[-9]
-2 1 6 | 24 | 6
2. feladat Keressiik meg az -1 1 (O |matrix sajatertekeit €s sajatvektorait.
A= 1 -1 0
0O 0 0

Megoldas: Kezdjlk a sajatértékek meghatarozasaval.

A0 O -1 1 0 A+1 -1 0
AN —A=[0 X 0| — 1 -1 0| = -1 A+1 0
0 0 A 0 0 O 0 0 A
Megoldjuk \ -ra a
A+1 =1 0
-1 A+1 0|=0
0 0 A
egyenletet.

Kifejtve a determinanst a harmadik sora szerint kapjuk, hogy a karakterisztikus polinom

AA+1)° =1 =AM +20) = (A +2) =0-
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Ennek a harmadfoki polinomnak a gyokei a )\1 = )\2 = (), a nulla tehat kétszeres gyok, és

a)\g - —2

Az A matrixnak sajatértékei tehata \y = \g = (), ésa 3 = —2.

A X1 = Ay = 0-hoz tartozé sajatvektorok a

1 -0 0
MI-A=0I-A=-A=]-1 1 0
0 0 O
egyutthatomatrixu
xr — y + 0z =0

I
o

Oz + 0y + Oz
Oz + Oy + 0z = 0

homogeén linearis egyenletrendszer megoldasaval kaphaték meg.
Latjuk, hogy ennek az egyenletrendszernek is végtelen sok megoldasa van. Sét, most két

ismeretlent is szabadon megvalaszthatunk. Ha ezek Y és a < ismeretlenek, akkor a megoldas

paraméteres alakban

xT = v .
y = v uv€ER
z = u

A nulla sajatértékhez tartozé sajatvektorok tehat az

S1 = v

alaku vektorok, ahol U és U tetszéleges valds szam.
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Példauly = 2, v = 4 eseténaz

-1 1 0 4 0 4
Asi=| 1 -1 0 40=10|=0]4|=N5]
0 0 O 2 0 2
A )\3 — — 2 sajatértékhez tartozé sajatvektorok a
-2 0 0 -1 1 0 -1 -1 0
A3l — A= 0 -2 0 — 1 -1 0|=|-1 -1 0
0 0 =2 0O 0 0 0O 0 =2
egyutthatomatrixu
—xr — y + 0z =0
-r — y + 0z =0

Or + 0Oy — 2z = 0

homogén linearis egyenletrendszer megoldasaval kaphatok meg.

Ennek kibdvitett matrixa

-1 -1 0 0
-1 -1 0 0
0O 0 -2 0

Cseréljik meg a masodik és a harmadik sort, majd vonjuk ki az elsé sort a harmadik sorbdl.

Ekkor kapjuk, hogy
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-1 -1 0 O
O 0 -2 0
0 O 0 0
Innen leolvashatjuk, hogy 2 = 0,és % = — Y.

A végtelen sok megoldas, az Y ismeretlent valasztva paraméternek

NS
Il
\_\“F
~
m
>

alakban adhaté meg.

Tehata A3 = —2 -hoz tartozo 53 sajatvektorokra
—t —1

S3 — t =1 1 5 teR
0 0

sajatvektorra teljesul, hogy

-1 1 0 -3 6 -3
Asi=1 1 =1 0| | 3 |=]-6|=(=2] 3 |=x5,
0 0 0 0 0 0

3. feladat Szamitsuk ki az alabbi matrix sajatértékeit és sajatvektorait.
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Megoldas: Mivel

A0 O § 0 3 A—38 0 —3
AN —A=|[0 AN 0| — 2 21| = -2 A=2 -1
0 0 A -2 2 3 2 0 A—3
A-8 0 -3
detOM—A)=| -2 A=2 —1 |=(A=8)((A=2)(A—23))—3(0-2(A—2)) =
2 0 A-3

= (A=8)(A=2)(A=3)+6(A—2) = (A\—2)(\*—11A+30) = (A—2)(A—5)(A—6)

Adet ()\I — A) — () egyenletnek ezek szerint harom kiillonb6zé valds gydke van, ezek

ezek a matrixunk sajatértékei.

A \1 = 2-héz tartozé sajatvektorok a

—6 0 -3
-2 0 -1

2 0 —1
egyutthatomatrixa

—6r + Oy — 32 = 0
—2z + Oy — =z
2 + Oy — 2z = 0

I
-

homogén linearis egyenletrendszer megoldasaval hatarozhaték meg.

Ennek kibdvitett matrixa
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-6 0 =3 0
-2 0 -1 0
2 0 -1 0

Elsé Iépéskent cseréljuk fel az els6 és a harmadik sort:

2 0 -1 0
-2 0 -1 0
-6 0 -3 0

Adjuk ezutan hozza az els6 sort a masodikhoz és az elsé sor haromszorosat a harmadikhoz.

Ekkor az alabbi kibdvitett matrixot kapjuk:

2 0 -1 0
A=100 -2 0
00 0 O

Ebbél leolvashatd az egyenletrendszer megoldasa.

A masodik sorbdl kovetkezik, hogy 2 = (). Az els6 sorbdl az, hogy £ = 0. Az Y pedig

tetszbleges. Tehat a megoldas paraméteres alakban

z = 0 .
y = t, teER
z = 0

0 0
S1 = t =1 1 , te R
0 0

)\2 — D esetén kapjuk, hogy az egyiitthatomatrix, sét egybél a kibévitett matrix

2.4 Linearis algebra
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-3 0 =30
-2 3 -1 0
2 0 2 0

A megoldas elsé l1épéseként cseréljik fel az els6 és a harmadik sort, majd osszuk el az elsé

sort kettével:

1 0 1 O
-2 3 -1 0
-3 0 -3 0

Ezutan adjuk hozza az els6 sor kétszeresét a masodik, haromszorosat a harmadik sorhoz:

o O
oS W o
o = =
o O O

A megoldas felirasahoz ismét a % ismeretlent célszerii paraméternek valasztani, ekkor

Neay
I
|
Wl
~
m
=

— ~1
ss=| -t |=t|-3]|, teR
t 1
Ez, ha az u = —3¢ mennyiséget valasztjuk paraméternek, felirhaté
—1 3 3
so=t | —3|=-31] 1 |=uw| 1|, ueR
1 —3 -3

alakban is.



78 2.4 Linearis algebra

A3 = 6 esetén a kibbvitett matrixra

-2 0 -3 0
-2 4 -1 0
2 0 3 0
adodik.

Cseréljik fel az els6 és a harmadik sort.

2 0 3 0
-2 4 -1 0
-2 0 -3 0

Ha most az elsé sort hozzaadjuk a masodik és a harmadik sorhoz, kapjuk, hogy

S O N
S = O
S N W
o OO

Innen a megoldas, ismét a < ismeretlent valasztva paraméternek

T = —%t
y = —3t, tER
z = t

_ 3t _3
: %
S3 = ) =1 ) , t& R
t 1
Ha ki akarjuk kiiszobélni a torteket, akkor ez, az 4 = — 2t mennyiséget valasztva

paraméternek,
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alakban is felirhato.

4. feladat Hatarozzuk meg az alabbi matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

1 2 =3
A= 2 4 6
-1 -2 3

Megoldas: Most

detOM [ —A)=| -2 A—4 6 |=

A= D[A—4)(A—3) —12] +2(=2(A — 3) — 6) + 3(—4 — (A — 4)) =
=A-DA2=TA) -4 —12-3+12=A -1\ =7) - TA =
=AM =1DA =7 =7) = AXA* =8)) = (A —8)-

A sajatértékek tehat a kovetkezok.

AM=X=0, d\=S8.

A nulla sajatértékhez tartoz6 sajatvektorok meghatarozasahoz a

-1 -2 3 0
-2 -4 6 0
1 2 =30

kibGvitett matrix homogén egyenletrendszert kell megoldanunk. Ha itt felcseréljiik az elsé és a

harmadik sort, majd hozzaadjuk az elsé sor kétszeresét a masodik, egyszeresét a harmadik
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sorhoz, akkor azt kapjuk, hogy

12 -390
00 0 O
00 0 O

Most két ismeretlent, az ¥ -t és a 2 -t, szabodon valaszthatjuk, a végtelen sok megoldast az

r = —2u+3v
y = u u,v € R
z = v

paraméteres alakban adhatjuk meg. Tehat a nulla sajatértékhez tartozé sajatvektorok:

—2u + v
s = u , u,v€E€R
v

A )\3 — & sajatértékhez tartoz6 sajatvektorok meghatarozasahoz megoldjuk a

7T =2 30
-2 4 6 0
1 2 50

kib&vitett matrixi homogén egyenletrendszert. Felcseréljik az els6 és a harmadik sort, majd

hozzaadjuk az els6 sor kétszeresét a masodik, minusz hétszeresét a harmadik sorhoz. Ekkor

1 2 5 0
0 8 16 0
0 —-16 =32 0

Ezutan a masodik sort elosztjuk nyolccal, és a tizenhatszorosat hozzaadjuk a harmadik sorhoz.

igy kapjuk az
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o O =
S =N
S N Ot
o OO

kibSvitett matrix( egyenletrendszert. A © ismeretlent paraméternek valasztva ennek a végtelen

sok megoldasa az

r = —t
y = —2t, teR
z = t

paraméteres alakban adhaté meg. Innen az S3 sajatvektor

—t —1

5. feladat Keressiik meg az

o

I
—_ O = o
SR O~
T e )
e R o R

matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

Megoldas: A sajatértékek a

A -1 0 -1

e U
0 —1 A 1|~
1 0 -1 A

egyenletbdl szamithatok ki.

Fejtsik ki a determinanst az els6 sora szerint. Ekkor az alabbi egyenletet kapjuk:
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A =10 -1 -1 0 -1 A -1 :
Al-1 A =14+ 0 X =14+ 0 =1 X |=0
0 -1 A -1 -1 A -1 0 -1

Ha az itt szereplé 3 X 3 -as determinansok kéziil az elsé kettét az elsd sora, a harmadikat az

elsé oszlopa szerint kifejtjlik, akkor a kdvetkezd egyenletet kapjuk:

AAN =1 = A+ (-1 =) -1+ (-1 -\ =-1)) =0
Rendezve a jobb oldalt az

MAZ—1) = A2 = A2 = X2 =X 402 = A2 (N2 —4) =
egyenletet kapjuk. Ennek gyokei

M=XA=0, A3=-2, A\ =2,

ezek az A matrix sajatértékei.

A nulla sajatértékhez tartoz6 sajatvektorok az

0 -1 0 -1
-1 0 -1 0
0O -1 0 -1
-1 0 -1 0

o O OO

kib&vitett matrix homogén egyenletrendszer megoldasabdl kaphatdk meg.

Cseréljuk fel az els6 két sort, majd szorozzuk meg az elsd sort minusz eggyel, végul adjuk

hozza az elsé sort a negyedikhez. Ez az

OO O -
|
—_
oo O
(.
—_ =
oo OO
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kibGvitett matrixot adja. Most a masodik sort megszorozzuk minusz eggyel és hozzaadjuk a

harmadik sorhoz, ekkor kapjuk, hogy

o O O =
o O = O
(e Nell S
o O = O
oo OO

Ha az egyenletrendszeriink ismeretleneit Ls Y, <, W  akkor két ismeretlent, a < -t és a W -t

tetsz6legesen valaszthatjuk, ezekkel a most is végtelen sok megoldas az

g v 8
Il
s
-
£
&4
Mm
ay)

—U
s=1 , uw€ER
v

vektorok.

A A3 = —2 sajatérték esetén a
-2 -1 0 -1 0
-1 -2 -1 0 O
O -1 -2 -1 0
-1 0 -1 -2 0

kib6vitett matrixbol indulunk ki.

Felcseréljik az elsé két sort, megszorozzuk az elsd sort minusz eggyel, majd hozzaadjuk az

elsd sor kétszeresét a masodik, egyszeresét a negyedik sorhoz. Kapjuk, hogy
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1 2 1 0 0
0o 3 2 -10
0O -1 -2 -1 0
0O 2 0 -20

Ezutan felcseréljuk a masodik és harmadik sort, megszorozzuk a masodik sort minusz eggyel

és hozzaadjuk a minusz haromszorosat a harmadik, minusz kétszeresét a negyedik sorhoz.

Ekkor a kibévitett matrix az alabbi lesz:

12 1 0 O
01 2 1 0
00 —4 40
00 —4 -4 0

Végul osszuk el a harmadik sort minusz néggyel és adjuk hozza a negyedikhez:

o o O
o O =N
S = N =
O = = O
oo OO

Innen leolvashatjuk a megoldast:

E e 8
Il
L=
~
m
=

—t —1
S3 = _tt =1 _11 s teR

t 1
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Ay = 2eseténa

2 -1 0 -1
-1 2 -1 0
0o -1 2 -1
-1 0 -1 2

o O OO

kib&vitett matrixu egyenletet kell megoldanunk. Felcseréjik az elsé két sort, megszorozzuk az
elsd sort minusz eggyel, majd hozzaadjuk az els6 sor minusz kétszeresét a masodik sorhoz,

egyszeresét a negyedik sorhoz:

1 -2 1 0 0
0o 3 -2 -1 0
0o -1 2 —-120
0O -2 0 2 0

Ebbdl kapjuk a kdvetkez6t: (az olvasd bizonyara kitaldlja, hogy milyen atalakitdsokkal)

1 -2 1 0 O
o 1 -2 1 0
0O 0 4 —40
0O 0 —4 4 0
majd
1 -2 1 0 O
0O 1 -2 1 0
0O 0 1 —-120
0O 0 0 0 0

Most egy ismeretlent valaszthatunk szabadon. Ha ez a W | akkor az egyenletrendszer

megoldasa:

E v 8
I

¢
¢
t, teR
¢
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Vagyis az 94 sajatvektor

Sq4 = te R

- S S S
I
+

— =

Ellen6rz6 kérdések

r,@ 1. kérdés Az

[ 2 9 ]métrix sajatértékei

13
o4, —1.

-1, 4

~o1, 4

~ -1, —4

[@ 2. kérdés Az matrix sajatértékei

1 00
A=10 2 6
0 5 1

1,7, —4.

=1, 7, —4.
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[@ 3. kérdés Az 1 0 9 | matrix sajatértékei
A=10 -1 O
4 0 -1
o —1, 3, —3
~ 1,3 -3
~ 1,3,3
~ -1, —3,3
[@ 4. feladat Az 2 4 7
A=10 2 3
0 21
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[@ 5. kérdés Az 2 5 |matrix egyik sajatvektora
A=
1 -4
£ -5
Tl
- [ 1
T 15
- [10
T2
{" )
R
[@ 6. kérdés Az 2 0 () |matrix egyik sajatvektora
A= | -1 -1 -1
2 1 1
{ [ —4
s = 3
| =5
{" [0
s=1 2
| 2
{" [ 8
s=1 0
| 10
- [ —1
s=1 —1
1
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[@ 7. kérdés Az —2 (0 —1 |matrix egyik sajatvektora
A= 0O -1 0
1 0 2
- 1]
s = 0
| 2-V3 |
- 1]
§ = 0
| V3 -2
c[ v
5§ = 1
| 3-2V3
S I
s = 0
—V3
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Tanulasi cél: Begyakorolni az inverz matrix Gauss-féle algoritmussal térténd meghatarozasat.

Elméleti 6sszefoglalé: Tekintsik az, egyszeriiség kedvéért, 3 X 3 -as A matrixot és tegyiik

fel, hogy létezik inverze. Ennek, egyelére ismeretlen _X inverz matrixara teljesiil, hogy

AX =1,

vagy, kiirva a matrixok elemeit,

ailx a2 a13 T11 T12 T13 1 00
o1 Qo2 Q23 | | To1 X2 To23 = 010
31 G32 0433 x31 T32 T33 0 01

Ha a bal oldalon elvégeznénk a szorzast, akkor kapnank egy 3 X 3 -as matrixot, ami egyenlé
az egyseég matrixal. Kénny( atlatni, hogy ennek els6 oszlopaban szereplé elemek felirasaban
csak az A matrix elemei és az X matrix elsé oszlopanak elemei szerepelnek. Ebbél az

kovetkezik, hogy az inverz matrix elsd oszlopa az

T11 1
A T21 = 0
T31 0

egyenletrendszer megoldasa. Teljesen hasonlo igaz az inverz matrix masodik és harmadik

oszlopara is.

Tehat az inverz matrix megoldasahoz meg kell oldanunk az alabbi kibdvitett matrixd szimultan

egyenletrendszert:

aipr Q12 a3 10
Qo1 Q22 Qg3 0 1
0 0

_ o o

31 Q32 G433

Ha van inverz matrix, akkor mindharom egyenletrendszernek egyértelm{i megoldasa van.

Célszerl most a Gauss-féle algoritmus alakalmazasaval nem megallni akkor, amikor az

egyutthatomatrixot felsé haromszdgmatrixa alakitottuk, hanem folytatni egészen addig, mig az
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egyutthaté matrix az egységmatrixa valik. Ez mindig megteheté. llyenkor a jobb oldalon

megjelené matrix a keresett inverz matrix.
Ugyanez az eljaras mas méret(i matrixok esaetén is.
Tananyag:

Kidolgozott feladatok

1. feladat Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket.

r — y =0 r — y = -3
2 + 3y = 5’ 2 + 3y = 4

Megoldas: Vegyuk észre, hogy a két egyenletrendszer egyutthatomatrixa azonos. A
Gauss-féle algoritmus alakalmazasa soran csak az egyutthatomatrix elemei doéntik el, hogy
mikor milyen lépést hajtunk végre. A kibdvitett matrix utolsé oszlopa abban jatszik szerepet,

hogy azt felhasznalva dertil ki, hogy van-e megoldas, és ha van, akkor az hogyan adhaté meg.

Ennek az a kdvetkezménye, hogy a két egyenletrendszer megoldasa "sokaig" azonos lépések

szerint halad, amit egy matrixban is 6sszefoglalhatunk.

Induljunk ki tehat az

kib6vitett matrixbol.

Vonjuk ki az elsé sor kétszeresét a masodikbdl.
1 -1 0 -3
0 5 5 10

Elvégeztik az egyltthatomatrix fels6 haromszégmatrixa alakitasat, leolvashatjuk a

megoldasokat.
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Az elsé egyenletrendszer megoldasat ugy kapjuk, hogy a kibdvitett matrix utolsé elétti oszlopat

vesszuk figyelembe. Ekkor a megoldas, mint az kdnnyen leolvashaté: 11 — 17 Y= 1.

A masodik egyenletrendszer megoldasahoz a kib&vitett matrix utolsé oszlopat kell figyelembe
venni, ekkor kapjuk, hogy ekkorx = —1, y = 2.
2. feladat Oldjuk meg az

r — vy + z =1 r — vy + z = 1
T +y + z = 3, r + y + z = 3
- — y + z = -1 -z — Yy + z = -1

egyenletrendszereket.

Megoldas: Az eggyutthatématrixok azonossaga miatt k6zos kibdvitett matrixot hasznalhatunk.

Ez

-1 -1

Elsé I1épésként kivonjuk az elsé sort a masodikbdl, majd hozzaadjuk az elsé sort a hamadikhoz.

1 -1 111
0 2 0 2 2
0 -2 2 0 2

Adjuk hozza ezutdn a masodik sort a harmadikhoz.

S O =
O N
N O =
N DN
= N

Mivel az egyltthatomatrix felsé haromszégmatrix, véget ért a Gauss-féle algoritmus.

Az els6 egyenletrendszer megoldasa a kibévitett matrix utolsé elétti oszlopaval:

z=1 y=1, z=1.

2.4 Linearis algebra
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A masodik egyenletrendszer megoldasa, a kibdvitett matrix utolsé oszlopat véve figyelembe:

r=0,y=1, 2=2.
3. feladat Szamoljuk ki Gauss-féle algoritmus felhasznalasaval az [ 1 -9 ]

matrix inverzét.

Megoldas: A kiindulé matrixunk a kévetkez6:

Ezutan adjuk hozz a masodik sor kétszeresét az els6hoz.

| — |
o =
i )
—_
— N

A balodali matrixot a Gauss-féle algoritmust felhasznalva egységmatrixa alakitottuk, tehat a

jobb oldalon &llé6 matrix a keresett inverz matrix, azaz
a1 [3 2]
111

Kénnyen leellenérizhets, hogy valdban teljesil, hogy 4 A= = A~14 = T -

4. feladat Szamoljuk ki az

-2 3 1
A= -1 1 1
2 =2 -1
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matrix inverzét.

Megoldas: A

-2 3 1 1 00
-1 1 1[01 0]
2 -2 —110 01

matrixbol indulunk ki. Elsé Iépésként felcseréljiik az elsé és a masodik sort, majd az elsé sort

megszorozzuk minusz eggyel.

1 -1 -1]0 -1 0
2 3 1|1 0 0]
2 -2 -1]0 0 1

Ezutan hozzaadjuk az elsé sor kétszeresét a masodik sorhoz, minusz kétszeresét a harmadik

sorhoz.

1 -1 1|0 =10
0 1 —1[1 -2 0]
00 1]0 2 1

Szerencsés modon a bal oldali 3 X 3 -as matrix maris felsé haromszégmatrixa valt.

Kdvetkezd 1épésként hozzaadjuk a harmadik sort a masodik és az els6 sorhoz is.

o O =
o =

— o O
o = O
N O =
— =

Végll hozzaadjuk a masodik sort az els6hoz.

oo
)
N )
e -
N O
— o N
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Elértiik, hogy a bal oldali 3 X 3 -as matrix az egységmatrixa valt, ekkor a jobb oldali 3 X 3 -as

matrix akeresett inverz matrix, azaz

Al =

S = =
O S
— O N

5. feladat Szamitsuk ki az alabbi matrix inverzét.

e

I
—
Sy Ot W
DN DN —

Megoldas: Felirva az

— =
Oy Ul =
N DN =
o O =
o= O
o O

kiindulé matrixot, latszik, hogy elsé lépésként célszeri kivonni az els6 sort a masodik és a

harmadik sorbdl.

141] 1 00
01 1| -110]
021 -101

Most a masodik sor kétszeresét kivonjuk a harmadik sorbdl.

14 1] 1 0 0
01 1|-1 1 0]
00 -1 1 -2 1

Osszuk el ezutan a harmadik sort minusz eggyel, majd vonjuk ki a masodik és a harmadik

sorbol.



96

2.4 Linearis algebra

100 2 2 -3
010[ 0 -1 1]
001[-1 2 -1

Al = 0 -1 1

6. feladat Mi az

-1 2 -1
A= 2 -2 -3
1 2 =2

matrix inverz matrixa?

Megoldas: Tekintsik a

1 2 -1]100
2 -2 -3[01 0]
1 2 -2/00 1

kiindulé matrixot, és els6ként cseréljik fel az els6 és a harmadik sort.

1 2 -2100
2 -2 -3|101
-1 2 —-1]1120

S O =
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Ezutan vonjuk ki az elsd sor kétszeresét a masodikbdl, majd adjuk hozza az elsé sort a

harmadikhoz.

1 2 2|00 1
0 -6 1 [0 1 —2]
0 4 -3|10 1

Most tébb féle uton is folytathatjuk a szamolast. Erdemes térekedni arra, hogy minél tovabb
elkeruljuk a tortekkel valé szamolast, valamint arra, hogy az egyesekkel nullazuk ki az oszlopuk
tobbi elemét. Ezért a kdvetkezd Iépésként hozzaadjuk a masodik sor kétszeresét az elsé

sorhoz, haromszorosat a harmadik sorhoz.

1 -10 0|0 2 -3
0 -6 10 1 —2]
0 —14 0|1 3 =5

Ezutan cseréljiik fel a masodik és a harmadik sort, majd a masodik sort osszuk el —14 -el.

1 10 0] 0 2 -3
0 1 0| -5 —if 1f |
0 -6 1] 0 1 -2

Végul adjuk hozza a masodik sort az els6hdz, illetve hatsorosat a adjuk hozza a harmadik

sorhoz.
10 2 8
01 o] ¥ TE Y
0oy Tu Ty gl
Vagyis az inverz matrix
0 _ 2 8 _ _
) _114 14 14 10 2 8
A= = o g | = L 30
_6 _4 2 6 —4 2
14 14 14
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Az utdbbi feliras az ellenérzéskor hasznos. Ha csak a matrixokat szorozzuk 6ssze, akkor az
egységmatrix 14 -szeresét kell kapnunk. Az olvasé ellenérizze ezt le!

7. feladat Szamoljuk ki az

1 1
1 -1
-1 -1
-1 1

A=

—
—_

matrix inverzét.

Megoldas: Ebben a feladatban csak a matrixokat irjuk fel egymas utédn. Az olvasé talalja ki,

hogy mikor milyen atalakitast végeztink!

1 1 1 111000
1 =11 =1]0 100
—1—1110010]
| -1 1 1 -1{00 01
1 1 1 1 1 000
0 -2 0 -2 -1 100
0 0 2 2 1010]
002 2 0 1 00 1
1 1 1 1 1 000
0 2 2 0 1 00 1
0 0 2 2 1010]
|0 20 -2 -1100
111 1 ]1000

022 011001

00221010]

002 20101
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1 11 1 1
02 2 0 1
0 0 2 2 1
(000 —4] -1
11 11 1
011 0] 1/2
001 1] 1/2
000 1| 1/4
(1 11 0] 3/4
01 10]1/2
0010/ 1/4
000 1] 1/4
(1 1 0 0] 2/4
010 0] 1/4
0010]1/4
| 000 1] 1/4
(1 0 0 0] 1/4
0100]|1/4
0010]|1/4
000 1] 1/4
Vagyis
L1 _1
th i
Ar=1
th
4 4 4

Ellen6rzé6 kérdések

Az alabbi feladatokban a Gauss-féle algoritmust felhasznalva hatarozzuk meg a matrix

_ o o O

1/4

1/4
—1/4

—1/4
1/4
~1/4

1/4
~1/4

1/4

—1/4

G Ll L
i

N

0

1

0]

1

0 0

0 1/2
12 0 |
1/4 —1/4
_1/4 1/4

0 1/2
1/4  1/4
1/4 —1/4
—2/4 0
—1/4 1/4
1/4 1/4
1/4 —1/4
~1/4 —1/4
“1/4 1/4
/4 1/4
1/4 —1/4

]

]

]
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inverzét, és valasszuk ki a megadott valaszok kozil a helyeset.

[@ 1. kérdés Legyen A -1 =2 |-
12 5

{ Az inverz matrix egyik eleme — 1 .

{ Az inverz matrix egyik oszlopvektora [ —1 |-
5

{ Az inverz matrix egyik eleme — 5 .

{ Az inverz matrix minden eleme pozitiv.

r,@ 2. kérdés Tekintsiik az 1 2 1 matrixot. Ekkor
A= 11 2
-1 -2 =2

i az inverz matrixnak pontosan két eleme nulla.
i az inverez matrix elemei kdzott tdbb a pozitiv, mint a negativ.
{ a —2 az inverz matrix egyik eleme.

{ az inverz matrixnak van olyan sora, amelyben két darab nulla szerepel.
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[@ 3. kérdés Legyen . EKkor az inverz matrix

A=

— o=
— N DN
(S Sy —

{ szimmetrikus.
{ egyik oszlopvektora 0

—1
2

{ minden eleme egész.

i elemei kdziil a legnagyobb 3 .

[@ 4. feladat Legyen 2 1 2 |.Ekkorazinverz matrix
A=1 -2 1 -1
2 1 3

{ egyik soraban minden elem egyenlé.
{~  egyik eleme 2.

{~  egyikeleme] .
4

i~  egyik eleme nulla.
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[@ 5. kérdés Tekintsiik az 1 1 1 1 matrixot. Ekkor az
-1 0 1 -2
A= 2 2 1 3
-1 -1 -1 -2

inverz matrix

{ egyiksorvektora[ 1 01 1 }

{™  legnagyobb eleme 4 .
{ egyik soraban minden elem pozitiv.

{ valamelyik eleme nulla.




