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1. lecke, 1. oldal
1. Tobbtagu kifejezések szorzasa és szorzatra bontas

1.1. Bevezetd

Matematikai feladatok megoldasakor a formulak 4talakitasa, egyszertsitése nagyon gyakori. Az ekdzben
felhasznalt azonossagok, formula manipuldldsi fogasok biztos ismerete a késébbiek soran elengedhetetlen lesz.
Ezek koziil igen fontosak a szorzatokkal kapcsolatosak, kiilondsen a szorzatra bontas, ami az egyenletek
megoldasanak egyik legfontosabb fogédsa. A kovetkez6 lecke ezek felelevenitésével és gyakorlasaval
foglalkozik.

1.2. Tobbtagu kifejezések szorzasa

1-1. tétel: Tobbtagu algebrai kifejezést ugy szorzunk meg egy tobbtagt algebrai kifejezésel, hogy minden
lehetséges modon kivalasztunk mindkét tényezébol egy-egy tagot €s ezeket megszorozzuk egymassal, majd
az igy kapott szorzatokat 0sszeadjuk. Az azonos tipusu tagokat 6ssze szokas vonni.

Ha a tényezo6k azonosak, akkor egy tobbtagu algebrai kifejezés hatvanyardl van szé. Ezek koziil, a gyakori
el6fordulasuk miatt, a kéttagui 6sszeg négyzetére és kobére vonatkozo

1-2. tétel:
(a+b)? = a® + 2ab + b2, )

(a+b) = a® + 3a*b + 3ab® + b° )

azonossagok a legfontosabbak. Ezekbél a b helyére —b-t irva kapjuk az alabbi azonossagokat:
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1-3. tétel:
(a—b)? = a® — 2ab + b, (3)

(a — b)3 = a® — 3a%b + 3ab® — b°. (@)

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ezek az azonossagok, és az Osszes tobbi is, akkor is érvényesek, ha az a és b
helyén tetszbleges algebrai kifejezés all.

1-1. feladat: Az (1)-(4) azonossagokat haszndlva szamoljuk ki tobbféleképpen is 6 négyzetét.
Megoldas: Mivel példdul 6 = 4 + 2, az (1) azonossdg alapjan
62=(4+2)%=44+2-4-2+22 =16+ 16 + 4 = 36.
De példaul 6 = 7 — 1, ezért a (3) azonossag szerint
62=(7T-1)2=72-2.7-1+1>=49— 14 +1 = 36.
Végiil 6 = 2.5 + 3.5 is igaz, igy
62 = (2.5)2 +2-2.5-3.5+ (3.5)> = 6.25 + 17.5 + 12.25 = 36.

1-2. feladat: Emeljiik négyzetre a 4 — 2b kifejezést.

Megoldas: A (3) azonossagot hasznaljuk, az a helyére 4-et, a b helyére 2b-t irva:

(4—2b)% =42 —2.(4) - (2b) + (2b)* = 16 — 16b + 4b>.
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1-3. feladat: Emeljiik kobre a ¢ — 2 kifejezést.

Megoldas: A (4) azonossagot hasznaljuk, az a helyére c-t, a b helyére 2-t {rva:

(c=23=c"=3-(*)-(2)+3-(c)-(2)* -2 = —6c% +12¢ - 8.

1-4. feladat: Emeljiik négyzetre az a — 1 + x kifejezést.

Megoldas: El6szorisa — 1+ x = (a — 1) + =, mert ha a-bdl az 1 + z-et kellene kivonnunk, akkor azt

zardjelbe kellene tenniink. fgy, felhasznalva az (1) és a (3) azonossagot is,

(a—1+2)2=(a—-1+2)?=(a—-1)*+2(a—-1)z+2°=0a®—2a+ 1+ 2azx — 2z + 22

1-5. feladat: Végezziik el az (o + f)(8 — «) szorzast.

Megoldas: A definiciét hasznalva, minden tagot minden taggal megszorozva kapjuk, hogy
(@+B)(B—a)=af+ 5 —a’® —fa=p°—a’.
Gyakran el6fordul, ezért érdemes megjegyezni az
1-4. tétel:

(a—b)(a+b)=(a+b)(a—0b)=a®—b (5)

azonossagot.
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1-6. feladat: Végezziik el az (a + 3)(8 — «) szorzast.

Megoldas: Mivel az 6sszeadds kommutativitdsa miatt (o + 5)(5 — ) = (8 + «)(S — «), az (5) azonossdg
felhasznaldsaval

(@+p)(B—a)=(B+a)(f—a)=pF"~a’

Nyilvan ugyanaz az eredmény, mint az el6z6 feladatban.

1-7. feladat: Végezziik el az (23 + 2%y + zy® + 4°) (2 — y) szorzést.

Megoldas: Minden tagot minden taggal megszorozva kapjuk, hogy

(4 2%y + x? + ) (x — y) = 2t + 23y + 22 + 2 — 23y — 2% — P -yt =2t — oyt

1-8. feladat: Végezziik el az (a® + a + 1)(a® — a + 1)(a® — 1) szorzést.
Megoldas: Mivel a szorzds asszociativ (a® +a +1)(a? —a+1)(a® — 1) = ((a> + a + 1)(a®? —a + 1))(a® — 1).
Elészor kiszamoljuk (a? + a + 1)(a? — a + 1)-t:

(@>+a+1)(a?—a+1l)=d'+a®+d*-d®*—d®’—a+a®+a+1=0a*+d’>+ 1

Igy
(@ +a+D)(a®—a+1)(a®>-1)=("+a®>+1)(*-1)=a*+a"+a®>—a*—a®>-1=0a°-1.
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1-9. feladat: Végezziik el az (1 + %) (x — y) szorzdst.

Megoldas: Minden tagot minden taggal megszorozva, majd egyszerlsitve és kdzos nevezére hozva

2 2 2 2
T T T T~ —
Y Y Y )

Az utolsé képlet rdamutat arra, hogy algebrai atalakitdsok esetén nem mindig egyértelm, hogy mit tekintiink
végeredménynek, mi a "legegyszer(ibb alak". A lehetséges Osszeadasokat és kivonasokat elvégezziik, és
gyakran a torteket is k6zos nevezore hozzuk.
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1.3. Ellenorzo kérdések

Kviz

1. Mivel egyenl6 a(b — 2a)?
ab — 2a ab — 2a? ab + 2a b — 2a?

2. Mi b — 2a négyzete?
b2 — 242 b2 — 4a? b% — dab + 4b> b2 — 4ab — 4b?

3. Mi b — 2a négyzete?
b2 — 24 b — 4a? b2 — 4ab + 4b* b2 — dab — 4b*

4. A szorzésok és dsszevonasok elvégzése utdn hany tagt lesz az (1 + z)(x — 1)(z? + 1) kifejezés?
2 3 6 8

5. 1+ z + 22 négyzetében mennyi az 2 egyiitthatdja?
4 3 2 1

6. Az (a — b)(a + 2b)(2a — b) kifejezésben a szorzdsok és Osszevondsok elvégzése utdn hany negativ el6jeld tag
lesz?

4 3 2 1
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1. Mivel egyenl6 2zy(x +y — 1)?

222y + 2%y — 2y 222y + 2xy? — 2zy? 22y + 2xy? — 2zY 222y + 2zy? — 2xy
2. Mivel egyenl6 (z + 2y)(2z — y)?
222 4 3zy — 2> 222 — 3xy — 2y° 222 + 2xy — 21> 222 — 3y + 21°
3. Mivel egyenld (b — 2a)??
b? — 4a? b2 + 4a? b% — 2ab + 4a® b% — 4ab + 4a?
4. Mivel egyenld (2z — y)3?
823 + 1222y + 6zy% — 32 823 — 1222y + 62y% — 33
83 — 1222y — 6zy® — o3 823 — 1222y + 62> + ¢°
5. Mivel egyenld (a — 2b + 1)??
a? — 4ab+ 2a + 4b> +4b + 1 a® — 2ab + 2a + 40> — 4b + 1
a? —4ab —2a + 4b* — 4b+ 1 a? —4ab + 2a + 4b* — 4b+ 1
6. Mivel egyenl6 <1 - > <1 — ) ( >
12 1.3 77i ot 2t .3 4 6
r x2 23 x4 x® b x a2 3 xt b b
12 1 3 6 6 1 2 1 3 6 6
x

.%'5
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1.4. Szorzatra bontas kiemeléssel

A szorzatra bontas az egyenletek megolddsanak egyik legfontosabb moédszere. Minden egyenlet nullara
rendezhetd. Ha ezutan sikeriil a masik oldalt szorzatra bontani, akkor - mivel egy szorzat csak akkor nulla, ha
valamelyik tényezdje az - megkapjuk az eredeti egyenlet gyokeit, ha meghatarozzuk a tényezék gyokeit. Ezek
egyszeribb kifejezések, mint az eredeti egyenlet.

A kiemelés alapja a szorzdsnak az 6sszeaddsra vald disztibutivitdsat megfogalmazd

1-5. tétel:
a(b+c) = ab+ ac. (6)

Ha a (6) azonossag jobb oldala helyett a bal oldali szorzatot irjuk, akkor azt mondjuk, hogy "kiemeltiink a-t",
és a jobb oldali 0sszeget "szorzatra bontottuk". Persze az a és b helyén most is tetszbleges algebrai kifejezés is
allhat.

Fontos, hogy a (6) azonossag bal oldalan szerepl6 kéttagu 0sszeg tobbtagt is lehet, példaul négy tag esetén
a (6) azonossag alakja:

1-6. tétel:
a(b+c+d+e) =ab+ ac+ ad + ae. (7

1-10. feladat: Kiemeléssel bontsuk szorzatra az a*b? — a3b* kifejezést.
Megoldéas: Az egyik lehetséges megoldas

a*b? — a®b* = ab(a®b — %),
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de taldn egyértelm, hogy
a*h? — a®bt = a®v?(a — b?)

jobb.

A masodik megoldast azért tartjuk jobbnak, mert itt emeltiink ki a lehet6 "legtobbet", az eredeti két tag
legnagyobb ko6zos osztdjat. Altaldban is erre érdemes torekedni.
1-11. feladat: Kiemeléssel bontsuk szorzatra az 52y + 10zy — 152y kifejezést.

Megoldas: A harom tag legnagyobb ko6zos osztdja most 5xy, ezért

522y + 10zy — 152y = Sxy(z + 2 — 3y).

1-12. feladat: Kiemeléssel bontsuk szorzatra az a**b — a?* 4 a¥c kifejezést, ahol k € N.
Megoldas: A tagok legnagyobb kozds osztéja most a¥, ezért

a**b — a?* 4 dFe = aF (b — d* + o).

1.5. Szorzatra bontas azonossagok hasznalataval

A kéttagu 0sszeg négyzetére és kobére vonatkozo (1)-(4) azonossdgok egyik oldala szorzat, igy ezek is
felhasznélhatdk szorzatra bontasra. Ugyanez igaz az (5) azonossagra is.
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1-13. feladat: Bontsuk szorzatra az (a — b)? — a? kifejezést.

Megoldas: Ez a kifejezés két négyzet, (a — b)? és a® kiilonbsége. Ezért az (5) azonosség felhaszndldsdval
(a—b)?—a?>=(a—b+a)(a—b—a)=—(2a — b)b.

A konstans tényezdket persze 0sszeszorozzuk és a tényezok elé irjuk.

1-14. feladat: Bontsuk szorzatra az 1 — (x + y?)? kifejezést.
Megoldas: Ez a kifejezés is két négyzet kiilonbsége. Ezért
L= (z+y") =1+ @ +y")A-(@+y") = L+z+y*) (1 -z —y?).

Figyeljiink a tobbtagu kifejezés kivonasakor jelentkezé el6jelvaltasokra!

1-15. feladat: Bontsuk szorzatra az (x — y)? — 4(z + y)? kifejezést.
Megoldas: Mivel négyzetek kiilonbségével van dolgunk, és
(x—y) —da+y)?’=(2-y)° - 2z +y)’ = (@ -y)° — (20 +2)%
azt kapjuk, hogy

(z—y)?—dz+y)?=(z—y) + 2r+2y)((z —y) — (2 +2y)) = Bz +y)(—z — 3y) = —(3z + y)(z + 3y).
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1-16. feladat: Bontsuk szorzatra az a® — b? kifejezést.

Megoldas: Ez a két tag el6fordul a kéttagu kiilonbség kobére vonatkozé (4) azonossag jobb oldaladn, de
hidnyzik melléliik két tag. Ha ezeket hozzdadjuk a® — b3-hez és ki is vonjuk bel6le, egyenl8séget kapunk:

a® — b =a® — b® — 3a%b + 3ab® + 3a®b — 3ab® = a® — 3a®b + 3ab? — b* + 3a®b — 3ab®.
Itt az els6 négy tag a — b kobét adja, az utols6 kett6bdl kiemelhet6 3ab
a® — 3ab + 3ab* — b* 4 3a%b — 3ab® = (a — b)® 4 3ab(a — b)
Az a — b kiemelésével és a négyzetre emelés elvégzésével azt kapjuk, hogy

(a —b)® 4 3abla — b) = (a — b)((a — b)? + 3ab) = (a — b)(a® — 2ab + b*> + 3ab) = (a — b)(a® + ab + b?).

1-17. feladat: Bontsuk szorzatra az 23 + 62y + 12zy? + 81> kifejezést.

Megoldas: A harom utolsé tag olyan tipusi, mint amilyen a harom utolsé tag x + y kobében, csak az

egyiitthaték kiilénboznek. Mivel az x> egyiitthatéja 1, arra gondolunk, hogy = + ay kébével van dolgunk,
alkalmas a-val. Kiemelve a kozépso6 két tagbdl az azonossagban szereplé harmas egytitthatokat és a maradék
konstanst az y elé irva

z3 + 622y + 12zy® + 8y = 2 + 3222y + 3zdy® + 8y>

Mivel 4y? = (2y)2, és 8y = (2y)?

23 + 3222y + 3xdy® + 8y> = 23 + 322 (2y) + 32(2y)* + (2y)% = (= + 2y).
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1.6. Szorzatra bontas csoportositassal és ismételt kiemeléssel

1-18. feladat: Bontsuk szorzatra az ax + 2by + ay + 2bx kifejezést.

Megoldas: Az els6 és a harmadik tagbdl kiemelhet6 lenne a, ezért megvaltoztatjuk a tagok sorrendjét
ax + 2by + ay + 2bx = ax + ay + 2by + 2bx.

Kiemelve az els6 két tagbdl a-t, az utols6 két tagbdl 2b-t
a+ ay + 2by + 2bx = a(x + y) + 2b(y + ).

Felismerjiik, hogy tovabbi kiemelésre van lehet6ség, az x + y is kiemelhetd, azaz

alx +y) +2b(y +2) = (. +y)(a + 2b).

1-19. feladat: Bontsuk szorzatra az a? + bc + ab + ac kifejezést.

Megoldéas: Lehet, hogy ez a négy tag is két kéttagu Osszeg Osszeszorzasabol keletkezett. Ezért ugy
csoportositjuk a tagokat, hogy az els6 kett6bdl és a masodik kett6bdl is ki lehessen valamit emelni. Egy
lehet6ség

a® 4+ be+ ab + ac = a® + ab + ac + be.

Kiemelve mostmar az elsé két tagbdl a-t, a masodik kett6bdl c-t, majd még egy kiemelést végezve
a® + ab+ ac+be = a(a +b) + c(a +b) = (a +b)(a + ¢)

A kezdeti csoportositasra van mas lehetdség is, érdemes kiprébalni, hogy az mire vezet.
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1.7. Ellenorzo kérdések

Kviz

1. Mi az a?b%, (ab?)?, ab? kifejezések legnagyobb kozds osztdja?

a’b? a’b? ab? a’b
2 2 2

2. Mi az 1?223’ ;2;;, ((Z;E)) 1 kifejezések legnagyobb koz0s osztdja?

az. ax a’x az

by? b2y? b2y2 by
3. Hogyan bonthat6 szorzatra a 2z% + 3xy — 2y? kifejezés?

(z —2y)(22 +y) (22 +y)(z —y) (2z +y)(z —2y) (z +2y)(2z —y)
4. Mit kell irni a|[ | helyére, hogy (a + 2)(a* +[ |—4) = a® + 4a® — 8 teljesiiljon?

2a a 3a a?

5. Mit kell irni a[ ] helyére, hogy (z + y)(z +[ ])(z + 3y) = 2® + 622y + 11zy? + 6y° teljesiiljon?
1 y 2y Y
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6. Milyen szdmot kell {rni mindkét [ J-be, hogy (z + y)(z —[ |- y)( ] -z — y) = 223 — 32%y — 3azy® + 2¢°
teljesiiljon?

4 3 2 1



. Mi a 16a%b3, 12a3b? kifejezések legnagyobb kozds osztdja?

2a%b? 4a®b? 12a%b?
. Mi a 2abc?, 4a’be, 6ab?c? kifejezések legnagyobb kozos osztdja?
4a’be 2a2bc 4abc
. Hogyan bonthaté szorzatra az x(a + 2) — y(2 + a) kifejezés?
(a+2)(z —y) (a—2)(z +y) (2—a)(z+y)
. Hogyan bonthatd szorzatra a 2a(z + y) — = — y kifejezés?
(2 +y)a—1) (& - y)(2a—1) (z+y)(2a—1)
. Hogyan bonthat6 szorzatra a 16z* — 9y? kifejezés?
(422 — 3y) (422 — 3y) (42% + 3y)(42?% — 3y) (322 + 4y)(42% — 3y)
. Hogyan bonthat6 szorzatra a 4(a — b)? — (a + b)? kifejezés?
(3a —b)(a — 3b) (3a — 3b)(a +b) (3a +b)(3a — 3b)

. Hogyan bonthaté szorzatra az 23 + y? kifejezés?

-y +ay+y®) (e-y)@®—2y+y?)  (r+y)(@® —ry+y?)
. Hogyan bonthatd szorzatra a 9 — a? + 2ab — b? kifejezés?
B—a—0b)(3+a+1b) B+a—-0b(B+a+b) B+a—-0)(B—-a+d)
. Hogyan bonthaté szorzatra a 223 — x2 — 42 + 12 kifejezés?

(z — 2)(22% — 5 — 6) (z — 2)(22% + 52 + 6) (x +2)(222 — 52 + 6)
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4a*b?

2abe

2+a)(z+y)

(z —y)(2a+1)

(4z% + 3y)(42* + 3y)
(3a — b)(a + 3b)

(z —y)(@® — 2y +y?)
(3—a—b)(3—a-+b)

(z — 2)(22% — 52 +6)
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2. Egyismeretlenes egyenletek megoldasa

2.1. Bevezet6

Az egyenletek megoldasa a matematikdban nagyon fontos. Az egyenletek tobb mdédon is csoportosithaték,
tipusokba sorolhatok. Persze akdrhogy csindljuk is ezt, mindig lesznek egyenletek, amelyek egyik tipusunkba
sem tartoznak, az egyenleteknek végtelen sok fajtdja van, minden egyenletre alkalmazhaté megolddsi mddszer
mar csak emiatt sem 1étezik.

Az egyenletek megolddsa soran altalaban atalakitjuk az egyenleteket. Fontos, hogy csak ekvivalens
atalakitdsokat végezziink, azaz olyanokat, amelyek nem valtoztatjdk meg az egyenlet gyokeit. A legfontosabb
ekvivalens atalakitasok a kovetkezdk:

1. tetszbleges mennyiség hozzdadésa vagy kivondsa az egyenlet mindkét oldalabdl,

2. az egyenlet szorzasa vagy osztdsa nullatdl kiilonb6zé szammal vagy olyan mennyiséggel, ami nem veheti
fel a nulla értéket.

Ha nem csak ekvivalens atalakitast végziink gyokvesztés 1éphet fel vagy hamis gyokoket kaphatunk. A
gyokvesztés a nagyobb gond, mert a hamis gyokok ellendrzéssel kisziirhetok.

Gyokvesztés leggyakrabban akkor 1ép fel, ha olyan mennyiséggel osztjuk el az egyenletet, ami lehet nulla is.
Altaldban gyokvesztésre vezet, ha mennyiségek négyzetébdl gy vonunk négyzetgyokot, hogy egyszeriien csak
elhagyjuk a gyokvondst és a négyzetre emelést. (Azaz, ha v A2 = | A| helyett csak v A2 = A-t {frunk.)

Hamis gyokoket dltaldban az egyenlet négyzetre emelése utdn kapunk, illetve olyankor, ha az egyenletet olyan
mennyiséggel szorozzuk, amely lehet nulla is.

A kiszamolt gyokok helyességérol ellenérzéssel lehet és kell meggy6z6dni.

Ebben a tananyagban altaldban az egyenleteknek a valds szamok halmazaba es6 megoldasait keressiik, ezért
ezt a kitételt a feladat szovegében nem tiintetjiik fel, de ha ettdl eltér6 alaphalmazra szoritkozunk azt igen.



2. lecke, 2. oldal
Ebben a leckében az els6fokt és a masodfoku egyenletekkel foglalkozunk. A késébbi leckékben masfajta
egyenletek is el6 fognak fordulni.

2.2. Els6foku egyenletek

Az els6foku egyenletek a legegyszeriibb tipusu egyenletek. Ennek ellenére sok, az egyenletek megoldésa soran
hasznalt 1épés az els6foku egyenletek megoldésa soran is felhaszndlasra keriil, és ezek itt a legegyszer(ibb
helyzetben gyakorolhatdk.

2-1. definici6: Az els6foku egyenlet dltaldnos alakja
axr+ B =0. (8)

Itt « az ismeretlen, az «, 3 valds konstansok az egyiitthatdk, és a # 0.

2-1. tétel: A (8) els6foku egyenlet megoldasa

)

Az els6foku egyenletnek tehat egy megolddsa van.

Az els6foku egyenlet megolddsa tehat gy torténik, hogy, ha sziikséges, ekvivalens dtalakitdsokkal a (8) alakra
rendezziik az egyenletet, ezutan leolvassuk az « és a (§ egyiitthatokat, majd a (9) képletet hasznalva
kiszamoljuk a megoldast.

Fontos tehat, hogy egy egyenlet nézhet ki nagyon furcsdn is, ha ekvivalens atalakitdsokkal a (8) kanonikus
alakra rendezhet6, akkor az els6foku egyenlet.



2. lecke, 3. oldal
2-1. feladat: Oldjuk meg a 2z — 4 = 6 — 3z egyenletet.

Megoldéas: Ekvivalens dtalakitast végezve, (mindkét oldalbdl kivonunk 6 — 3z-et vagy mashogy mondva,
mindkét oldalhoz hozzaadunk 3z — 6-ot), az

52— 10 = 5z + (—10) = 0

kanonikus alakhoz jutunk, o = 5, § = —10. Figyeljiink az egyiitthaték leolvasdsara. Alkalmazva a (9)

megoldoképletet
—10
r=—-——=2.

)
Elvégezve az ellenbrzést
2.2-4=6-3-2,
0=

Tehdt az egyenlet megoldasa 2.

Gyakran nem érdemes a (8) alakra rendezni az egyenletet, az ax = b alakbdl is konnyen leolvashaté az x = —
a
megoldas. Ekkor persze a kordbbi jeloléssel « = a és g = —b.

- - -1 2
2-2. feladat: Oldjuk meg az a 5 o _ x126 = 3 + 1’1— + 1 egyenletet.

Megoldas: A zavardan sok tortt6l megszabadulhatunk, ha a tortek legkisebb kézos nevezdjével, most a 12-vel,
megszorozzuk az egyenletet:

2 —5)—(x—6)=4(x — 1)+ 3(x + 2) + 12.
Figyeljiik meg a bal oldalon a zaréjelbe keriil = — 6-ot. Elvégezve a szorzdsokat és 6sszevondsokat a

—6x—18 =0



kanonikus alakhoz jutunk.

2. lecke, 4. oldal

Ebbdl z = —3. Ellenbrizve

—3—5_—3—6_—3—1+—3+2+1
6 12 3 4 ’
-8 _9—_4+_1+1
6 12 3 4 ’
—16_;9_—16+;3+
12 12 12 12 ’
-7 -19
- 7 1
12 12+’
12
—=1.
12

Ellenérzéskor mindig az eredeti egyenletbe kell visszahelyettesiteni, akkor is, ha azt a megoldas soran sokat

egyszertsitettiik.

2-3. feladat: Oldjuk meg az 1 — 2[5(3z — 1) — 5(1 + 2z)] = 2(7 — 4x) — x egyenletet.

Megoldas: Felbontjuk a zaréjeleket. Ilyenkor altaldban beliilrdl kifelé érdemes haladni.

1—2[15z — 5 — (5+ 10z)] = 14 — 8z — z,

1 — 2[5z —10] = 14 — 9z,
1—-10x 4+ 20 = 14 — 9z,



2. lecke, 5. oldal
Ellenérzést végziink:
1-2[53-7-1)=5(1+2-7)]=2(7T—4-7)—1T1,

1-2[5-20—5-15] =2 (=21) — 7,
1—2-25=—49,
—49 = —49,

tehat az 5 a megoldas.

)
= egyenletet.

2-4. fel : Oldjuk
eladat: Oldjuk meg a —3 e

2 1 dx —
T + 41 X
g3

Megoldas: Az ismeretlen a nevezdében is szerepel, és a két nevez6 egymas minusz egyszerese. El6szor az
egyenlet jobb oldaldnak nevez6jébdl kiemeliink minusz egyet, hogy azonosak legyenek a nevezok:
2z +1 4x —5

1=— )
:c—3+ r—3

Ezutan ko6zos nevezdre hozunk a bal oldalon

2z+1)+(@x—-3) _ 4x-5

x—3 x—3’

3r—2 —(4x —5)

r—3  r-3
A két tort nevezdje egyenlo, ezért a tortek pontosan akkor egyenlék, ha értelmesek, azaz egyik nevez6 sem
nulla, és a szamlalok is egyenl6k. A szamlalok egyenléségébol kapjuk, hogy

3z —2=—(4z - 5),



rendezve

amibdl

Mindkét nevez6 a 3-ban lenne nulla, 1 # 3, ezért egy megoldas lehet, az 1.

Ellenérzés: 5141 415
it I
-3 * 3-1 "
3 -1
T,
—2Jr 2’
1 -1
2 2

Miutdn a fenti megoldds soran eljutottunk a

3r—2 —(4x —5)
r—3  z-3

2. lecke, 6. oldal

torthoz, a megoldast igy is folytathattuk volna: a két nevezé 3-ban lenne nulla. Feltessziik ezért, hogy a
tovabbiakban az x nem lehet harom, azaz az x — 3 nem lehet nulla. Ezért ha atszorzunk vele, az ekvivalens

atalakitds. Mindkét oldalt megszorozva = — 3-al a

3x —2=—(4z —5)

egyenletet kapjuk, innen ismét x = 1, és ezt az értéket nem zartuk ki, tehat ez lehet a megoldas. Az ellendrzés

ugyanaz, mint az elébb.



2. lecke, 7. oldal
1 2 1 1
2-5. feladat: Oldjuk meg a Srt2 1w+l 3 egyenletet.
r—4 x+5

Megoldas: Ko6zos nevezdre hozzuk a bal oldalt, a kdzos nevezé persze legyen (x — 4)(x + 5)

(18x +2)(z + 5) — (16x + 1)(z — 4)

(x —4)(z +5) =3
(1822 + 92z + 10) — (1522 — 59z — 4) 5
(x —4)(z +5) v
30 + 151w +14 _
(x—4)(x+5)

A bal oldali tort nevezdje 4-ben és —5-ben nulla. Feltessziik tehat, hogy a tovabbiakban x nem lehet sem 4, sem
—5. Ekkor mindkét oldalt megszorozhatjuk a nem nulla (z — 4)(x + 5) = 22 + = — 20 mennyiséggel.

322 + 151z + 14 = 322 + 3z — 60,

1
148x + 74 =0, azaz x:—§.
Mivel ezt az értéket nem zartuk ki, ez lehet egyediil a megoldas. Ellenérzés:
18- (—3)+2 15-(—3)+1
_1_ - 1 B

2 —3+5
-7 =*
9T =
2 2
14 13

3
9+9 ’
27
= -3



2. lecke, 8. oldal
-4 z+4 16z

=0 letet.
T4 z_4  g2_q1g | egyemete

2-6. feladat: Oldjuk meg a a
x

Megoldas: El6szor a bal oldali els6 két tortet kozos nevezore hozzuk.
(v —4)% — (z+4)? 16x
z? — 16 22 —16

Elvégezve a négyzetre emeléseket, és 6sszevonva a torteket

(22 — 8z +16) — (2% + 82 + 16) + 162

0.

2 — 16 ’
0
22 — 16
Az utolsé egyenlet minden x-re igaz, amire értelmes. Az eredeti egyenlet tehat nem egy elséfoku egyenlet,
hanem egy olyan azonossag, amely a —4 és a 4 szdmokon kiviil minden szdmra igaz.

=0.

2 1 4 1
2-7. fel : Oldjuk = — letet.
eladat: Oldju megax_2—|—$+3 po w+3egyenee

Megoldas: Egy oldalra gytijtve az ugyanolyan nevezojl torteket

2 2
r+3 x—-2

Feltessziik, hogy x nem lehet —3 és 2, és mindkét oldalt megszorozzuk az (z + 3)(x — 2) mennyiséggel:
2a —2) = 2(a +3),
2 — 4 =2z + 6.



2. lecke, 9. oldal
2.3. Ellen6rz6 kérdések

2.4. Els6foku egyenletek és az egyenes
2.5. Ellen6rz6 kérdések
2.6. Masodfoku egyenletek

A masodfoku egyenlet az egyik legfontosabb egyenlet tipus. Rengeteg helyen el6 fog fordulni, és a matematika
alkalmazdsaiban is rendszeresen fellép, ezért megoldasuk alapos begyakorlasa rendkiviil fontos. Az

222 — dx = 2z,
—2? —3r+1=2

egyenletek mind masodfoku egyenletek, az els6 harom abban specidlis, hogy a lehetséges tagok koziil egy vagy
kett6 hianyzik.

A hianyos masodfoku egyenletek megoldasa joval egyszertibb, mint az altalanos eset, de persze a mindjart
kovetkezé megoldd képlet minden esetben haszndlhatd.

2-2. definici6: A masodfoku egyenlet altalanos alakja
ax® + Bx+~v=0. (10)

Itt z az ismeretlen, az «, [ és v konstansok az egyiitthatdk, és o # 0.



2. lecke, 10. oldal
2-3. definicio: A (10) masodfoku egyenlet diszkrimindnsa

D = 3% — day. (11

2-2. tétel:

e Ha a (10) masodfoku egyenlet diszkrimindnsa negativ, akkor az egyenletnek nincs megoldasa a valds
szamok halmazan.

e Ha a diszkriminans nulla, akkor az egyenlet egyetlen kétszeres gytke

x1 -k (12)

T 2a
e Ha a diszkriminans pozitiv, akkor az egyenlet két kiilonb6z6 gyoke

e FTE b P "
2a '

2c

(a1

Ezt a két képletet szokas Osszevonva az

_ 2 _
- PRIty (14)

Z1,2
alakban felirni, altalaban ezt nevezik a masodfoku egyenlet megoldoképletének.
Két els6foku polinom szorzata masodfokud polinom. Felmeriil a kérdés, hogy minden masodfoku polinom két

els6fokd polinom szorzata-e? Erre a kédésre nem a vélasz, példdul az 2 + 1 polinom nem bonthato fel
els6foku polinomok szorzatara. De sok masodfokt polinom elséfoktiak szorzata. Errdl szdl a kovetkezd tétel.



2-3. tétel:

2. lecke, 11. oldal

e Ha a (10) mdsodfoku egyenletnek két kiilonb6z6 1 és xo gyoke van, akkor az egyenlet bal oldalan 4llé

masodfoku polinom gyoktényezds felbontasa

ax? + Bz + v = a(z — 1) (z — x2).

(15)

e Ha a (10) masodfoku egyenletnek egy darab kétszeres x1 gyoke van, akkor az egyenlet bal oldalan allé

masodfoku polinom gyoktényezds felbontasa

ax’ 4+ Bz +v=az —21)(z — 1) = alz — 1)

2-8. feladat: Oldjuk meg a 322 — 27 = 0 egyenletet.

(16)

Megoldas: Ha az egyenletiinket egy kicsit 4talakitjuk, 3z — 27 = 322 + (—27) = 0, akkor ez egy kanonikus
alakra rendezett egyenlet, o = 3, 5 = 0 és v = —27. Az egyiitthatdk leolvasdsakor még gondosabban kell

eljarni, mint az els6foku esetben. Alkalmazva a (14) megoldéképletet

.2 2.3

Ebbél
_0+18_,

0—-18
xr1 = = =
1 6 )

To = 6

Ellenérzést végezve
3-(32-27=0, 3-(=3)2-27=0,

tehat mindkét szam kielégiti az egyenletet, ezek az egyenlet gyokei.

 B+/BF 4oy 0+/02-4-3.(—27) 0+324 0+18
- 20 a - B '

—3.



2. lecke, 12. oldal
2-9. feladat: Oldjuk meg az (z + 3)? = 2 + 6 egyenletet.

Megoldas: Hogy a megolddképletet haszndlni tudjuk a kanonikus alakra van sziiségiink, rendezziik tehat az
egyenletet. El6szor a négyzetre emelést végezziik el.

z® + 62+ 9 = 2z + 6.
2 +4x+3=0.
Ezutdn mar alkalmazhatjuk a megoldoképletet:
A4V 431 —A+VE 442
2 2 2

tehdt 1 = —1 és 2o = —3. Ellendrzés: (—1+3)2 =4¢és2-(—1) + 6 = 4, illetve (=3 + 3)2 =0 és
2. (=3) + 6 = 0, tehat mindkét szdm kielégiti az egyenletet.

1,2

2-10. feladat: Oldjuk meg a 322 — 3z — 1 = 0 egyenletet.

Megoldas: Rogton alkalmazhatjuk a megolddképletet:

3£(-32-4-(3)-(-1) 3+21

xl,Q - 9. 3 - 6 )
ebbél
1 VA 1 VA
M= T 7% M7y g

Az ellen6rzés most az eddigieknél kicsit koriilményesebb. Kiilon kiszamoljuk az egyenlet els6 két tagjanak a
gyokokben vett helyettesitési értékét:

2
1 V21 1 V21 21\ 5 V21
Blo+——) =3[-+—F—+_|=-+".
2 6 476 "36) 2 2



2. lecke, 13. oldal

1 V1) 3 21
3=+ SR Sl
2" 6 2

Ezek kiilonbsége 1, ha abbdl még levonjuk a harmadik tagot, nullat kapunk, x; tehdt gyok. Hasonléan

1 \/ﬁQ 1 V21 21 5 V21
3(2_6> :3<‘+ >:2_2'

Ezek kiilonbsége is 1, tehat x4 is gyok.

. 2 5) z—4
2-11. feladat: Oldjuk meg a 71 7_3 + po 0 egyenletet.

Megoldas: A két sz€ls6 tort nevezdje konnyen szorzatra bonthatd, és a szorzatra bontdsokban az = — 2, az

x + 2 és az x tényezOk fordulnak el6. Mivel a kdzépsé tort nevezdbje is ezek koziil kertil ki, bvithetjiik a torteket

ugy, hogy a kozos nevezd z(x — 2)(z + 2) legyen, mert a kozos nevezdre hozas ekvivalens dtalakitds. Ekkor az
2x Sz(x +2) (x—4)(x—2)

i —D@+2) 2r-2@+2)  2z-2)(+2)

=0,

2z —bx(z+2) + (x — 4)(x — 2)
z(x —2)(z + 2)
—42® —Ua+8
r(z—2)(x+2)

=0,




2. lecke, 14. oldal
egyenletet kapjuk. Most sem szorozzuk meg az egyenletet a nevez6vel, mert az lehet nulla is. Egy tort
pontosan akkor nulla, ha a szamlaléja nulla, de a nevez6je nem. A megolddképlettel a szamlal6 gyokei

14+ /196 + 128 14+ 18
X == =
1,2 ) ) )
ahonnan x1 = —4, z9 = —, és ezekben a szamokban a nevez6 nem nulla, ezek az egyenlet megoldasai.
Az ellendrzéskor kiilon-kiilon kiszamoljuk a bal oldalon szereplé hdrom tort értékét. x; = —4 esetén
2 1 5 5 A4
6-4 6 —4-2 6 16—-8

1 5
adodik, és 6 <_6> + (—1) = 0. x5 esetén a harom tort

8 10 14 8 50 42
és T (—3> + (—5> =1 + T 5= 0, tehdt valéban ezek a gyokok.
2-12. feladat: Bontsuk szorzatra az 22 — 6z + 8 kifejezést.

Megoldas: Tekintjiik az 22 — 62 + 8 = 0 egyenletet, meghatdrozzuk a gyokeit, és a (15) vagy a (16) formulat
haszndlva szorzatra bontjuk a polinomunkat.

T12 =

6+36—32 6++/4

2 2
tehat 1 = 4 és x5 = 2. A (15) formula alapjan tehat

22 — 6z +8 = (z—4)(z —2).



2. lecke, 15. oldal
Beszorzassal konnyen meggy6zédhetiink a felbontas helyességérol.
2-13. feladat: Bontsuk szorzatra az z* + 23 — 1222 kifejezést.
Megoldas: FElészér is latszik, hogy 22 kiemelhetd:
ot 4 23 — 1227 = 22 (2® + 2 — 12).
Az 22 + x — 12 masodfokt polinomot pedig gyoktényez8k szorzatdra bonthatjuk, ha megoldjuk az

22 4+ x — 12 = 0 egyenletet.
~1+I+48 147
2 2

T2 =
tehat z; = 3, x9 = —4. Ezt felhasznalva
e —12=(z—x1)(z —x2) = (. — 3)(z + 4).
Végiil is tehat
ot 423 — 1227 = 2% (z — 3)(z + 4).

Beszorzassal most is meggy6zdédhetiink a felbontas helyességérdl.

2-14. feladat: Oldjuk meg az 25 — 223 — 8 = 0 egyenletet.

Megoldas: Ez nem mdsodfoku egyenlet, de ha elvégezziik az u = 2 helyettesitést akkor egy mésodfoku

egyenletet kapunk, hiszen 2% = (x3)2. A mésodfoku egyenletet meg tudjuk oldani. A helyettesitési képletbél
x = /u, ha tehdt a masodfoku egyenletet gyokeibdl kobgyokot vonunk, megkapjuk az eredeti egyenlet
gyokeit. Kezdjiik a masodfoku egyenlettel:

u? —2u—8=0,



2. lecke, 16. oldal
2+4+32 246
2 2
innen u; = 4, up = —2. Kobgyokot minden szambdl vonhatunk, és a kobgyok vonas egyértelm(i mivelet, tehat
két valds gyokot kapunk: zy = ur = V4~ 1.59, és xy = Juy, = v/—2 ~ —1.26.

Ellenérzéskor mindig a gyokok pontos értékét hasznéljuk:

(VA) -2 (va) —s = -2amso

U2 =

(V=2)° —2(¥=2)° —8=(-22-2-(-2) —8=4+4-8=0.

2-15. feladat: Oldjuk meg az 2® — 32* — 4 = 0 egyenletet.

Megoldas: Az el6zé feladat mddszerét kovetjiik. Az egyenlet most 2*-ben mésodfoku, tehat az v = x*

helyettesitést alkalmazzuk. Kapjuk, hogy

u? —3u—4=0,
3+v9+16 3+5
U2 = ) = 9 3

tehat u; = 4, us = —1. Negyedik gyokot csak pozitiv szambol vonhatunk, és a negyedik gyok vonasnak két
értéke van. Ezért up nem ad valds gyokot. A mdsik gyokbol x; 2 = Yuy = ++v/4, vagyis

T =Vi=VVi=v2~141,és 2y = —v4=—\/v4=—/2~ —1.41. Ellenérzést végezve
(v2)
V2

(-2)

8—3(\/§>4—4:24—3-4—4:16—12—4:0,
8_3( 24

—f) 42t 3.4 4—16-12—4=0.



2. lecke, 17. oldal
2.7. Ellen6rz6 kérdések

2.8. Masodfoku egyenletek és a parabola

2.9. Ellen6rz6 kérdések



3. lecke

Kétismeretlenes egyenletrendszerek



3. lecke, 1. oldal
3. Kétismeretlenes egyenletrendszerek

3.1. Bevezetd
Az egyismeretlenes egyenletek megolddsa mellett gyakran van sziikség tobbismeretlenes egyenletrendszerek

megoldédsdra. Mi csak két ismeretlent tartalmazé egyenletrendszerekkel foglalkozunk.

Az alapvet6 megoldasi médszer vazlata:

e az egyik egyenletbdl kifejezziik az egyik ismeretlent a masik segitségével,
e ezt a kifejezést a masik egyenletbe beirva egy egyismeretlenes egyenletet nyeriink, amit megoldunk,

e a megoldast behelyettesitve az egyik eredeti egyenletbe a masik ismeretlenre is egy egyismeretlenes
egyenletet nyeriink, amit megoldva megkapjuk az egyenletrendszer megoldasat.

Ez az ut azonban tobb buktatét is rejthet, és egyaltalan nem biztos, hogy egyaltalan jarhaté vagy, hogy
érdemes ezt csinalni. A részleteket és a legfontosabb egyenletrendszer tipusokat a kidolgozott feladatokon
keresztiil mutatjuk be.

3.2. Kétismeretlenes linearis egyenletrendszerek

A legegyszerlibb és legfontosabb kétismeretlenes egyenletrendszer a kétismeretlenes linedris egyenletrendszer.
Ennek altalanos alakja:

ar + Py = a,

yr + dy = b. a7

Itt = és y jeloli az ismeretleneket, «, 3, v és § az egyiitthatok, amik, a-val és b-vel egyiitt, adott valds szamok.
Egy linearis egyenletrendszernek vagy nincs megoldasa vagy egyetlen megoldasa van vagy végtelen sok
megoldasa van.



3. lecke, 2. oldal
3-1. feladat: Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:

T — y:27
3 — 2y = 9.

Megoldéas: Ez persze egy kétismeretlenes linedris egyenletrendszer, most az egyiitthaték: a =1, g = —1,
y=3,0=-2,a=2¢ésb=09.

Ebben a példaban barmelyik egyenletbdl barmelyik ismeretlen egyértelmtien kifejezheté a masikkal. Fejezziik
most ki az els6 egyenletbdl az y-t az x-el:
y=x—2.

Ha ezt behelyettesitjiik a masodik egyenletbe, kapjuk, hogy
3 —2(x—2) =9,
3r—2x+4=09,
r+4=9,
amibdl = = 5. Ha ezt az els6 egyenletbe behelyettesitjiik
D—y =2,
ahonnan y = 3. Az egyenletrendszeriink megoldéasa tehdt: x = 5, y = 3.

A megoldasunk helyességét visszahelyettesitéssel ellendrizziik:

5 — 3 = 2
3.5 — 2.3 = 0.



3. lecke, 3. oldal
Az elébbi kifejezéses modszer mellett a médsik megoldasi médszer az eliminalés. Ilyenkor megszorozzuk az
egyik vagy mind a két egyenletet egy-egy alkalmas szammal, gy, hogy valamelyik ismeretlennek az
egylitthatdi a kapott egyenletekben egyenl6k vagy egymas minusz egyszeresei legyenek. Ezutan kivonva, vagy
Osszeadva a két egyenletet ez az ismeretlen kiesik, és a kapott egyenletb6l a masik ismeretlen meghatarozhato.

3-2. feladat: Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:
2c + y = 9,
x — 3Jy = -1

Megoldas: Két megolddast is mutatunk.

1. Szorozzuk meg az els6 egyenletet harommal, a masodikat pedig hagyjuk valtozatlanul.

6xr + 3y = 15,
r — 3y = -1
Osszeadva az egyenleteket kapjuk, hogy 7z = 14, amib8l = = 2. Ezt a mésodik egyenletbe helyettesitve
2 — 3y = —1, azaz 3y = 3, vagyis y = 1. Visszehelyettesitéssel ellendrizziik a megoldasunkat:
2.2 + 1 = 5,
2 - 31 = -1

2. Persze mas tuton is megoldhatjuk a feladatunkat. Példaul megtehetjiik azt is, hogy az els6 egyenletet nem
valtoztatjuk meg, de a masodikat megszorozzuk —2-vel. Ekkor az

20 + y = 5,
—2x + 6y = 2,

egyenletrendszert nyerjiik, amibdl 6sszeaddssal 7y = 7, azaz y = 1, amit az els6 egyenletbe beirva 2z + 1 = 5,
ahonnan x = 2. Nyilvan most is ugyanazt a megoldast kapjuk, mint elébb.
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Egy egyenletrendszer tehat dltaldban tobb tton is megoldhatd. Linedris egyenletrendszer esetén az eliminalds
modszere gyakran célravezetébb, ezt érdemes preferdlni.

3-3. feladat: Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:

T +

wie =&

N8

Megoldas: Most az elsé egyenletet hagyjuk valtozatlanul, és a mdsodikat megszorozzuk kettével. Ekkor a két
egyenletben az x egyiitthatéja egyenl6 lesz, hiszen azt kapjuk, hogy:

3y
= 13
T + 1 ,
2y
- 22 = 12
v 3

Ha most kivonjuk a masodik egyenletet az els6bél, akkor

3.2),
4 By_v

17

uy=1

129 )
amibdl y = % Ezt behelyettestive az eredeti masodik egyenletbe

:6,

N8

Wl
}—“i—‘
N
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T_gyt _ 106
2 17 17"
amibdl x = % Ellenérziink:
22812
17 4 17 ’
1 212 1 12 _
2 1r 3w %

221 102
Az els6 egyenletben a bal oldalon 17 van ami valéban 13, a masodik egyenletben a bal oldalon % all, ami 6.

3-4. feladat: Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:

3(z+y) + 6(z—y) = 6.

Megoldas: Ez is egy linedris egyenletrendszer, csak nincs az (17)-beli kanonikus alakra rendezve. Elvégezve a

miuveleteket a
6r — 4y = 2,

9 — 3y = 6

egyenletrendszer adodik. Szorozzuk meg az elsé egyenletet harommal, a masodik egyenletet kett6vel:

18z — 12y = 6,
18 — 6y = 12.

Ha most a masodik egyenletbdl kivonjuk az els6t 6y = 6, azaz y = 1 adddik. Ezt helyettesitve barmelyik
egyenletbe, mondjuk az utolséba, 18z — 6 = 12, amibdl nyerjiik, hogy « = 1. Ellenérziink, ekkor az eredeti
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egyenletrendszert kell hasznalni:

3.3. Ellen6rz6 kérdések
3.4. Kétismeretlenes linearis egyenletrendszerre visszavezethet6 egyenletrendszerek

Egy nemlinedris egyenletrendszer néha helyettesitéssel linearis egyenletrendszerre vezethetd vissza. Ehhez az
kell, hogy az egyenletekben az ismeretleneknek csak ugyanolyan fliggvényei, illetve azok szamszorosai
szerepeljenek.

3-5. feladat: Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:

r +

@‘g < | Ot

Megoldas: Ez nem linedris egyenletrendszer, de ha bevezetjiikk a z = 2 helyettesitést, az x és z valtozokban
linearis egyenletrendszert kapunk:
r + z = 15
20 — 5z = 23.

Szorozzuk az els6 egyenletet kettével:
2+ 2z = 30,
20 — 5z = 23.
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Az els6 egyenletbdl kivonjuk a mésodikot, ekkor 7z = 7, amib6l z = 1. Ezt beirva az = + z = 15 egyenletbe
x = 14 adddik. A helyettesitési képletbdl y = 5. Ellenézést végezve:

)
14 ° = 15,
+ 5)
25
28 - — = 23
5
3-6. feladat: Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:
2 3
_ — 5,
z+4 y—1
5)
_ 10 — L
z+4 y—1
Megoldas: Rendezve a
2 3
_ = 5,
x+4 y—1
) 5)
— = 10.
x+4 y—1
P . . . o 1 1
egyenletrendszerr6l van szo6, ami -ben és -ben linedris. Bevezetve az u = , U=
4 y—1 x+4 y—1

helyettesitéseket a
2u — 3v = 5,
Su — dv = 10
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linearis egyenletrendszert kapjuk. Az els6 egyenletet 6ttel, a masodikat kettével szorozva ebbdl a

10u — 150 = 25,

10u — 10v = 20
egyenletrendszer keletkezik. Kivonva az elsé egyenletbdl a mdsodikat —5v = 5, azazv = —1,ezta2u—3v =5
1
egyenletbe helyettesitve 2u + 3 = 5 keletkezik, amib6l « = 1. Ezutdn az 1= 1 egyenletb6l z = —3, az
X
1
v —1 egyenletbdl y = 0 kovetkezik. Ellenérzést végezve
y—
2 3
- < 5
-3+4 0-1 ’
) )
- 10 =
-3+4 0—1’
azaz
5 — 10 = =5

adodik. Ezek az egyenl6ségek pedig igazak.

3.5. Ellen6rzo6 kérdések
3.6. Nemlinedris egyenletrendszerek

A nemlinedris egyenletrendszerek megolddsara nincs minden esetben m{ik6d6é mddszer, és gyakran egyik
egyenletbdl sem egyszer( kifejezni valamelyik ismeretlent a masikkal, tehat az alapvet6 mddszer sem
alkalmazhaté. Ilyenkor sokszor at kell alakitani az egyenletrendszert, hogy valamilyen mddszer
alkalmazhatéva valjon. Ekozben altaldban arra toreksziink, hogy el6allitsunk egy 6sszefiiggést - egyenletet - az
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ismeretlenek kozott, amely a megadottaknal egyszeriibb. Ennek érdekében gyakran 6sszeadjuk, kivonjuk az
eredeti egyenleteket. A kovetkezo feladatokban mutatunk néhdny jellegzetes példat.

3-7. feladat: Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:

r+y = b,
zy = 6.

Megoldéas: Ez az egyenletrendszer nemlinedris, mert nem rendezhet6 a (17) kanonikus alakra, ugyanis a
masodik egyenletben az ismeretlenek szorzata szerepel. Az altalanos mddszerhez folyamodunk, az els6é
egyenletbdl kifejezziik mondjuk az y-t. y = 5 — z. Ezt a mdsodik egyenletbe beirva z(5 — ) = 6 adédik, ami
rendezve 2> — 52 + 6 = 0. Ebb8] a mésodfoku egyenletbdl

5++v25-24 5+1
2 2

T12 =

azaz x1 = 3, és xo = 2.

Ha x1 = 3, akkoraz y = 5 — x képletb6l y; =5 — 21 =5 —-3=2. Haxzy =2,akkoryo =5 — 20 =5—2 = 3.
Tehat csak az lehet, hogy:
xr1 = 37 Y1 = 27 és T2 = 27 Y2 = 37

és mivel nem végeztiink olyan atalakitast, ahol gyokvesztés 1éphet fel, mds megoldds nem johet széba.
Mindkét szampar ellenbrzését elvégezve
342
3-2 =

il

2+3
2-3 =

bl

5
6
5
6.

Tehat két megoldast kaptunk.
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A linedris egyenletrendszereknél tapasztaltakkal ellentétben egy nemlinedris egyenletrendszernek lehet, hogy
nincs megoldasa, lehet, hogy egy megoldasa van, lehet, hogy tobb, de véges sok megolddsa van, és az is lehet,
hogy végtelen sok megoldadsa van.

3-8. feladat: Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:

35,
14.

< R
o
8 8
<
[

Megoldas: 1. Megprobalkozunk az dltaldnos mddszeriinkkel. Ennek érdekében el6szor is vegyiik észre, hogy
egyik ismeretlen sem lehet nulla, mert akkor valamelyik egyenlet bal oldalan nulla dllna, és igy az az egyenlet

nem teljesiilne. Oszthatunk tehat az ismeretlenekkel. Példdul az els6 egyenletbdl x-el osztva = + y = 39&—5, azaz
y= % — x kovetkezik. Ezt behelyettesitjiik a masodik egyenletbe:
35 2 35
<—l’) +J:(—J:> =14,
X X
352
— —T0+a2” 435 - 2" =14,
x
352
=49,
innen 22 = 25. Ha x; = 5, akkor y; = % — 5 =2,haxzy = -5, akkor yo = 3—% — (—5) = —2. Ellendrizve a
kapott értékeket a
22 + 5.2 = 35,
22 4+ 5.2 = 14,
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és a
(=52 + (-5)(=2) = 35,
(22 + (-5)(-2) = 14
egyenletek teljesiilnek, ezek tehdt a megolddsok.

2. Egy masik megoldds. Ha 6sszeadjuk az egyenleteket
2 fay -+t +ay=(z+y)? =49

Ha x + y = 7, akkor az els6 egyenletb6l 22 + zy = z(z + y) = 35, azaz vy = 5ésy; = 2. Haz +y = —7, akkor
az els6 egyenletbdl 22 + vy = x(x + y) = 35, azaz x3 = —5 és yp = —2. Igy sokkal gyorsabban, egyszer(ibb
szamolasakkol kapjuk meg a megolddsokat.

3-9. feladat: Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:
72 —

W2 =
2 + y? = 5x—y).

Megoldas: Az els6 egyenlet (z + y)(x — y) = 2(z + y) alakban is felirhat6. Ez két esetben teljestil.
1. Ha z + y = 0, akkor y = —z, amit a masodik egyenletbe helyettesitve

2? + (—2)* = 5(z — (~x)),

azaz 2x> = 10x. Ez igaz, ha x; = 0, és akkor y; = 0 vagy ha x5 = 5, és ekkor yo = —5.

2. Ha z + y # 0, akkor oszthatunk vele, és z — y = 2, azaz y = x — 2. Ezt a mdsodik egyenletbe helyettesitve

22 + (z —2)? = 10,



azaz 222 — 4z — 6 = 0, amibél

T34 =

Innen z3 = 3 ésyz = 1, illetve x4 = —1 és y4 = —3.

Elvégezziik mind a négy szdmpar ellendrzését:

02 — 02 = 2(0+40),
02 + 02 = 5(0-0),

32 — 12 = 23+1),
3 4+ 17 = 53-1),

és latjuk, hogy mind a négy megoldas.

3.7. Ellen6rzo kérdések
Kviz
1. Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert:

T
3

4+16+48 4+8

4 4

(-1)2 + (=32 = 5(—1+3),
+ 2y = 1
_ y = —4

Melyik z, y szampar megolddsa az egyenletrendszernek?

r=1y=1
r=-1y=1

3. lecke, 12. oldal
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4. Egyenl6tlenségek

4.1. Bevezet6

Az egyenletek megolddsa mellett gyakran van sziikség egyenl6tlenségek megoldasara is. Egyenl6tlenségek
megoldasa soran jol hasznalhatd az egyenletek megoldasakor begyakorolt atalakitasok egy része, de fontos
eltérések is vannak. Altaldban az egyenl6lenségek megoldasa bonyolultabb, mint az egyenleteké.

Négy féle egyenlétlenség van: a kisebb, a kisebb vagy egyenld, a nagyobb és a nagyobb vagy egyenld, ezek jele
rendre: <, <, > és >. Ezeket a szimbdlumokat relacidjeleknek is hivjuk.

Egy egyenlet megoldasa leggyakrabban egy vagy tobb, de véges sok szam, esetleg végtelen sok, egymastdl
"elkiiloniilé" szam, pl. trigonometrikus egyenletek esetén. Egy egyenl6tlenség megolddshalmaza ezzel
szemben altalaban egy véges vagy végtelen intervallum, illetve ilyenek diszjunkt unidja. Az intervallumok az
aldbbi halmazok. Az elsé négyet véges, a masodik négyet végtelen intervallumnak hivjuk.

(a,b) ={r € Rla <z < b}, [a,b] ={zr € Rla <z <b},

[a
[a,b) ={z € Rla <z <b}, (ab]={xre€Rla<xz<b}, (18)
(a,00) = {x € Rla < z}, [a,00) ={z € Rla < z},

(—o0b) ={z € Rlz < b}, (—o0,b] ={z e R|z <b}.

Tehat példaul az x € (a,b) allitds ugyanazokra az = valds szamokra igaz, mint amelyek kielégitik az a < z < b
feltételt, és igy tovabb a tobbi esetben is. (a < z < b azt jelenti, hogy a < x és x < b, stb.)

Egy egyenlbtlenség ekvivalens atalakitdsa egy olyan atalakitds, amely nem valtoztatja meg az egyenl6lenség
megoldashalmazat.

Megoldani egy egyenl6tlenséget annyit jelent, hogy ekvivalens atalakitasokkal olyan alakra hozzuk, hogy a
megoldashalmaz intervallumai egyértelmiien azonosithatok legyenek - az egyenl6tlenség a fenti nyolc
intervallum definiciéjaban szerepl6 valamelyik egyenl6tlenséggé valjon, illetve ilyen egyenl6tlenségeknek a
logikai "vagy" mtvelettel 0sszekapcsolt rendszerévé.
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Az egyenl6tlenségek ekvivalens dtalakitdsai nem azonosak az egyenletek ekvivalens dtalakitasaival. Az aldbbi
felsorolasban pozitiv (negativ) mennyiségen egy pozitiv szamot vagy egy olyan formulat értiink, amely a
valtoz6 minden értékére pozitiv (negativ). A legfontosabb ekvivalens atalakitasok a kovetkezok:

1. tetszbleges mennyiség hozzaadasa vagy kivonasa az egyenlétlenség mindkét oldalabal,

2. mindkét oldal szorzésa vagy osztdsa egy pozitiv mennyiséggel,

3. mindkét oldal szorzasa vagy osztdsa egy negativ mennyiséggel, és az egyenl6tlenség megforditasa,
4

. az egyenlotlenség mindkét oldalanak paros kitevos hatvanyra emelése vagy paros kitev6ji gyokvonas
mindkét oldalbdl, ha mindkét oldalon nullanal nagobb vagy egyenlé mennyiség all,

5. az egyenl6tlenség mindkét oldalanak paros kitevés hatvanyra emelése és az egyenlétlenség megforditasa,
ha mindkét oldalon nulldnal kisebb vagy egyenlé mennyiség szerepel,

6. az egyenl6tlenség mindkét oldaldnak pdratlan kitevés hatvanyra emelése vagy paratlan kitevéji
gyokvonas mindkét oldalbdl,

7. mindkét oldal reciprokdnak vétele és az egyenl6tlenség megforditasa, ha mindkét oldalon pozitiv vagy
mindkét oldalon negativ el6jelli mennyiség all.

Az egyenl6tlenségek megoldasa sordn gyakran diszkussziét hajtunk végre. Ez azt jelenti, hogy a valtozéra
feltételeket kotiink ki - ezek maguk is altaldaban egyenl6tlenségek. Ezek a feltételek olyanok, hogy egyszerre
semelyik kett6 sem teljestilhet, de valamelyik biztosan teljesiil. Ezutdn mindegyik feltétel mellett megoldjuk az
egyenl6tlenséget, és a teljes megoldashalmaz az igy kapott "rész" megolddshalmazok unidja.

Az eddig elmondottakon tul kiilon médszerek vannak a tortes, a masodfokt és az abszolut értéket tartalmazd
egyenlé6tlenségek kezelésére, ezeket a kovetkezé feladatokban vagy a késébbi leckékben mutatjuk be.

Minden egyenl6tlenség ekvivalens dtalakitdssal nulldra rendezhetd, sét, olyan alakra hozhatd, hogy a jobb
oldalon all a nulla. Gyakran az lesz az elsé cél, hogy ilyen alakra rendezziik az egyenl6tlenséget.

Az egyenlétlenségeket is tipusokba sorolhatjuk, a legegyszertibb tipusokat a kanonikus alakjukkal vagy
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valamilyen jellemz6 tulajdonsdgukkal, pl. abszolut értéket tartalmazd, lehet megadni.

Az egyenlétlenségek sokszor grafikusan is megoldhatok. Ilyenkor el6szor nullara rendezziik az
egyenlétlenséget gy, hogy a jobb oldalon alljon a nulla. Ezutan a bal odalon all¢6 kifejezést egy fliggvény
hozzarendelési utasitasanak tekintve abrazoljuk ezt a fliggvényt egy derékszogli koordinata rendszerben. Ahol
a grafikon az z tengely folott van ott pozitiv a fliggvény, ahol alatta ott negativ.

A médszer alkalmazhatdsaga tehat azon mulik, hogy fel tudjuk-e rajzolni ennek a fiiggvénynek a grafikonjat
legalabb az elgjelét tekintve helyesen. Ebben nagy segitséget nyujt, ha meghatdrozzuk a fliggvény zérushelyeit.

Ezutan az abrardl a relaciojel konkrét tipusatdl fiiggden leolvashatd a megolddshalmaz. A megoldashalmaz
intervallumainak szélén all6 szamokat teli vagy iires korrel megjeloljiik, attol fiiggéen, hogy a
megoldashalmazhoz tartoznak vagy nem. A megoldashalmaz t6bbi pontjat megvastagitjuk.

4.2. Linearis egyenldlenségek

4-1. definicio: A linedris egyenletétlenségek az ekvivalens atalakitdsokkal az aldbbi alakok valamelyikére
rendezhetd egyenlGtlenségek:

ar+B5>0, ar+B8>0, ar+8<0, ax+p5<0. (19)
Itt = az ismeretlen, az «, § konstansok az egyiitthatok, és o # 0.
Ezek mindegyike egyszer(i atalakitassal a (18)-ban szereplé egyenl6tlenségek valamelyikére rendezhetd.

4-1. feladat: Oldjuk meg a 3x + 8 < 5 egyenl6tlenséget.

Megoldas: Mindkét oldalbdl kivonva 8-at, majd osztva a pozitiv 3-al, amikor nem fordul meg az
egyenl6tlenség iranya, az alabbi egyenl6tlenségeket kapjuk:

3xr < =3,



r < —1.

Az egyenl6tlenségiink megolddsa tehdt az {z € Rjz < —1} = (—o0, — 1] halmaz.

4-2. feladat: Oldjuk meg az x — 2 < 3z + 4 egyenlbtlenséget.
Megoldas: Mindkét oldalhoz hozzdadva 2-t és kivonva 3z-et kapjuk, hogy
T < 3x + 6,

—2r < 6.

Osztva a negativ —2-vel megfordul meg az egyenl6tlenség iranya:
x> —3.

Az egyenl6tlenség megolddsa tehdt az {z € R|z > —3} = (—3,00) halmaz.

4-3. feladat: Oldjuk meg grafikusan a 22 — 2 > 4 — x egyenl6tlenséget.

Megoldas: Rendezve az egyenletet kapjuk, hogy
3z —6>0.

4. lecke, 4. oldal

Ezutan felrajzoljuk annak a fiiggvénynek a grafikonjat, amelynek a hozzarendelési utasitasa az el6z6
egyenl6tlenség bal oldala, ez most az f(z) = 3z — 6 linedris fiiggvény, aminek a grafikonja egy egyenes. Az
egyenes meredeksége pozitiv, igy az = = 2 zérushelytdl jobbra esé pontokban pozitiv a fiiggvény. Leolvashaté
tehat az (1.) 4brdrdl, hogy a megoldashalmaz {z € R|z > 2} = [2,00). A 2 is benne van a megolddshalmazban,

hiszen az egyenl6tlenségben > szerepel.
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1. dbra. Az f(z) = 3z — 6 egyenes grafikonja és a 3z — 6 > 0 egyenl6tlenség megolddshalmaza.

4-4. feladat: Oldjuk meg a (3 — 2z)? > (2 — 1)? + 12 egyenlStlenséget.

Megoldas: Ha elvégezziik a kijelolt négyzetre emeléseket és rendeziink, lathatjuk, hogy valdéjaban linedris

egyenl6tlenségrol van szo:
9 — 12z + 42 > 422 — 4z + 1 + 12,

—8x >4,
< 1
T < —=.
2

<—oo, — ;) halmaz.

1
Az egyenl6tlenség megoldasa tehat az {m € Rlz < —2}
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4.3. Ellen6rzo6 kérdések

4.4. Tortes egyenl6tlenségek

Akkor neveziink egy egyenlétlenséget tortes egyenlétlenségnek, ha abban az ismeretlen egy tort nevezojében is
el6fordul. Csak azzal az esettel fogunk foglalkozni, amikor a nevezdk linearis fiiggvények.

A tortes egyenl6tlenségek megoldasa soran gyakran diszkusszidt végziink.

> (0 egyenl6tlenséget.
20 — 4

4-5. feladat: Oldjuk meg a

Megoldas: A tortiink szamldléja negativ, igy a tort pontosan akkor lesz pozitiv, ha a nevezéje is negativ. Az
eredeti egyenl6tlenség tehat ekvivalens a
20 —4 <0

linedris egyenlétlenséggel. Ebbdl = < 2, tehdt a megolddsa az {r € R|z < 2} = (—o0,2) halmaz.

Figyeljiik meg, hogy nem azzal kezdtiik a megoldast, hogy kikotottiik, hogy a nevez6 nem lehet nulla. Ha az
atalakitdasok soran csak ekvivalens atalakitast végziink, a diszkusszié soran pedig minden lehet6séget
figyelembe vesziink, akkor megkapjuk a valtozé minden lehetséges értékét, olyan szam pedig, ami meg nincs a
megoldashalmazban nem lehet a valtozo értéke.

1
4-6. feladat: Oldjuk meg az 5 < 1 egyenlétlenséget.

x —
Megoldas: Elészor nulldra rendeziink, majd k6zos nevezére hozzuk a bal oldalt.

1

r—2

~1<o0,
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1—(x—2)
- <L
x—2 —
3—x
<0.
r—2 =

Szeretjiik inkabb azt vizsgdlni, hogy egy tort mikor pozitiv vagy mikor nagyobb vagy egyenlé mint nulla, ezért
megszorozzuk az utolsé egyenl6tlenséget —1-el, amit tigy végziink el, hogy a bal oldalon a tort szamlalojat
szorozzuk meg —1-el. Szorozhatnank a nevez6t is, de az = — 2 alakot jobban szeretjiik, mint a 2 — x alakot.

T —3
T —2

> 0.

Diszkussziot végziink.

Egy tort akkor nagyobb vagy egyenl6 mint nulla, ha egyenld nullaval vagy ha nagyobb, mint nulla. Ez utébbi
két esetben teljestil, ha pozitiv szdmot osztunk pozitiv szdmmal vagy, ha negativat osztunk negativval.

Ha H; jeloli azoknak a szdmoknak a halmazat, amelyekre az egyenl6tlenségiink azért nagyobb vagy egyenl6
mint nulla, mert egyenl6 nullaval, H, azoknak a szamoknak a halmazat, amelyekre az egyenl6tlenségiink azért
nagyobb mint nulla, mert a szamlaléja is pozitiv és a nevezdje is, Hs azoknak a szdmoknak a halmazat,
amelyekre az egyenl6tlenségiink azért nagyobb mint nulla, mert a szamlaldja is negativ és a nevezdje is, akkor
a megoldashalmaz H, U Hy U Hs.

El6szor meghatarozzuk a H; halmazt. A tortiink olyan x-re nulla, amelyre a szamldléja nulla, de a nevezdje
nem. Ez most egyediil a 3 szdmra teljesiil, tehdt H; = {3}, ez tehat egy egyelem halmaz.

H> meghatdrozasakor a szamlalo pozitiv, ha x > 3, a nevez6 pozitiv, ha x > 2, mind a két feltétel teljesiil, ha
x > 3, tehat Hy = (3,00).

H3 meghatarozasakor a szamlalo negativ, ha = < 3, a nevez6 negativ, ha x < 2, mind a két feltétel teljesiil, ha
x < 2, tehdt Hy = (—00,2). Tehat a megoldashalmaz

HyUHyU Hs = (—00,2) U [3,00).



4. lecke, 8. oldal

Ut

2. dbra. Az nevezdk grafikonja és a gyokeik altal kijelolt intervallumok.

Figyeljiikk meg, hogy a 3 hozzadvétele a H, halmazhoz a balrdl nyilt (3,00) félegyenest a balrdl zart [3,00)
félegyenessé valtoztatja. Intervallumok diszjunkt unidjanak tagjait a szamegyenesen elfoglalt sorrendjiikben
adjuk meg.

2
4-7. feladat: Oldjuk meg a 5 < egyenl6tlenséget.
r—1 2z+4

Megoldas: Tortes egyenl6tlenségek megoldédsa sordn gyakran eltiintetjiik a nevez6kbdl, szorzds segitségével,
az ismeretlent. Ekkor diszkussziot kell végezni aszerint, hogy milyen elgjelli mennyiségekkel szorzunk.

A bal oldali tort nevezdje 1-ben nulla, a jobboldali tort nevezéje pedig —2-ben. Ez a két szdm harom
intervallumra bontja a szdmegyenest: ezek a (—oo, — 2), a (—2,1) és az (1,00) intervallumok. Ezeken az
intervallumokon a tortek nevez6i allandok, és a (2.) abrardl leolvashatd, hogy milyen az elgjeliik.
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El6szor megoldjuk az egyenl6tlenséget az = < —2, azaz az x € (—oo, — 2) feltétel mellet. Legyen az igy kapott
megoldasok halmaza H;.

Ha x < —2, akkor mindkét tort nevezdje negativ, amikor egymas utdn atszorzunk veliik mind a kétszer
megfordul az egyenl6tlenség irdnya, tehat végiil is marad az eredeti:
32z +4) < 2(z—1).
6x + 12 < 22 — 2

7
dr < —14, azaz x € <—oo, - 2) .

Igy H, = (—o00, — 2) N (—o0, — %) = (—o0, — %)
A -2 <z <1,azaz az x € (—2,1) feltétel mellet kapot megolddsok halmazat jelolje Hs.

Ha —2 < z < 1, akkor a jobb oldali tort nevezdje pozitiv, a bal oldalié negativ, igy atszorozva veliik megfordul
az egyenl6tlenség iranya:
3(2x +4) >2(x —1).

6x + 12 > 22 — 2
7
4xr > —14, azaz x € <—2,oo) .

Ezért Hy = (—2,1) N (—1,00) = (-2,1).

Végiil az x > 1, azaz az x € (1,00) feltétel mellet kapot megolddsok halmazat jelolje Hs.

Ha z > 1, akkor mindkét tort nevezdje pozitiv, amikor egymads utdn dtszorzunk veliikk nem fordul meg az
egyenl6tlenség iranya:
3(2x +4) <2(z —1).

6r+12<2x —2
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7
dxr < —14, azaz x € <—oo, — 2) .

fgy Hy = (1,00) N (—00, — 7) = 0.

A eredeti egyenl6tlenség megoldashalmaza, mint tudjuk, a diszkusszi6 soran kapott Hy, Ho és Hj rész
megoldashalmazok unidja, tehat a

H,UH>UH3 = <—OO, — ;) u(=2,1)u 0= (—OO, — ;) U (=2,1)

halmaz.

4.5. Ellen6rzo kérdések
4.6. Masodfoku egyenl6tlenségek

Azokat az egyenlGtlenségeket hivjuk masodfoku egyenlétlenségnek, amelyek ekvialens atalakitasokkal nullara
rendezhet6k gy, hogy a bal oldalon egy masodfoku polinom 4ll.

Tudjuk, hogy minden mésodfoku polinom grafikonja parabola. Felfelé nyild, ha a féegylitthatd pozitiv, és lefelé
nyilé, ha az negativ. gy a masodfokt polinomok grafikonja konnyen felrajzolhaté, ha meghatdrozuk a
gyokoket.

A gafikon segitségével az egyenl6tlenség megolddshalmaza leolvashaté. Ha a parbola felfelé nyild, akkor a
masodfoku polinom a gyokokon kiviil pozitiv, a gyokok kozott negativ. Ha a parbola lefelé nyilo, akkor a
masodfoku polinom a gyokok kozott pozitiv, a gyokokon kiviil negativ.

Ha nincsenek gyokok, akkor pedig nincs is sziikség dbrara, mert ilyenkor a polinom minden z-re pozitiv vagy
negativ, attdl fiiggéen, hogy a féegyiitthatd pozitiv vagy negativ, igy a megoldashalmaz most is
meghatdrozhatd.
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U

3. dbra. 22 — 2z — 3 grafikonja és a gyokein kiviili halmaz.

4-8. feladat: Oldjuk meg az x> > 2z + 3 egyenlStlenséget.

Megoldas: Rendezve az egyenl6tlenséget
z? — 22— 3> 0.

A bal oldalon 4llé méasodfoku polinom gyékei

2+4/(-2)2+12 2+4
Tr12 = 9 = 9
azaz x1 = 3, x5 = —1.

A parabola felfelé nyilo, tehat a gyokokon kiviil pozitiv, vagyis a megoldashalmaz, amint az a (3.) abrardl
leolvashatd, a (—oo, — 1) U (3,00) halmaz.
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Ut

w

4. dbra. —3x2 — x + 2 grafikonja és a gyokei kozotti halmaz.

4-9. feladat: Oldjuk meg a 2 > 322 4 x egyenlStlenséget.
Megoldas: Rendezés utdn a
—322 —2+2>0
masodfoku egyenlétlenséget kapjuk.

(12124 145
—6 T 6

T2 =
Vagyis T = —1, T = %
A parabola lefelé nyild, tehat a gyokok kozott nem negativ, beleértve a gyokoket is. A megoldashalmaz, amint

az a (4.) abrardl leolvashatd, a [—l,ﬂ halmaz.
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4-10. feladat: Oldjuk meg az egyenlétlenséget.

1 1
>
6x —6 = 6x+ 12
Megoldas: Ez ugyan nem masodfoku egyenlétlenség, de a megoldasa visszavezethetd egy masodfoku

egyenl6tlenség megoldasara. Rendezéssel ugyanis az

1 1
_ >0,
6x—6 6x+12 —

(6x+12)—(6:c—6)_(6:1:+12)—(6x—6)>O
(6 —6)(6x+12)  36(x—1)(z+2) ~

vagyis az

1
e

egyenl6tlenséghez jutunk.

Mivel itt a bal oldali tort szamlaléja pozitiv, a tort akkor lesz pozitiv, ha a nevezdéje is az. A tortiink nulla nem
lehet, mert a szamlal6 konstans. Igy az eredeti egyenl6tlenség ekvivalens az

(z—1)(z+2)>0

egyenl6tlenséggel. Itt a bal oldal egy mdsodfoku polinom, ha elvégeznénk a szorzdst, a féegyiitthatd 1 lenne,
tehdt a grafikon felfelé nyil6 parabola, és a gyokok persze x1 = —2 és xo = 1.

Tehat a megolddshalmaz, amint az az (5.) 4brérdl leolvashatd, a (—oo, — 2) U (1,00) halmaz.

4.7. Ellen6rz6 kérdések



5. dbra. (z — 1)(z + 2) grafikonja és a gyokein kiviili halmaz.

5. lecke

Abszolut értékes egyenletek, egyenlotlenségek
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5. Abszolut értékes egyenletek, egyenlotlenségek

5.1. Bevezet6

A fiiggvényekkel kapcsolatos egyik legfontosabb fogalom a hatarérték. Ennek megértéséhez nélkiilozhetetlen
az abszolut értékes egyenl6tlenségek biztos ismerete. Ebben a leckében el6szor az abszoltit értékes
egyenletekkel, majd az abszolut értékes egyenl6tlenségekkel foglalkozunk.

Az a szam |a| abszolut értéke

a haa>0,
lal = { —a haa<0. (20)
Fontos Osszefiiggések az alabbiak:
, a a
la-b| = |al - o], és ‘5 —’|b||. 21)
5.2. Abszolut értékes egyenletek
Az egyik legegyszer(ibb abszolut értékes egyenlet az
Al = « (22)

alaku egyenlet, ahol A az x valtozodtdl fiiggo tetszoleges kifejezés, o tetszéleges nem negativ valds szam. (Ha «
negativ, akkor az |A| = « egyenletnek nincs megoldasa, egy mennyiség abszolut értéke nem lehet negativ.)

Egy ilyen abszolut értékes egyenlet megolddsahoz gyakran két, abszolut értéket nem tartalmazo egyenletet kell
megoldani. Ugyanis
|A| = o pontosan akkor teljesiil, ha A = o vagy A = —a. (23)

Ha az A = « egyenlet megolddshalmaza H;, az A = —« egyenlet megolddshalmaza H,, akkor az eredeti
|A| = a abszolut értékes egyenlet megolddshalmaza H; U Hs.
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Egyszertibb a helyzet, ha A minden lehetséges z-re dlland¢ elgjeldi. Ilyenkor A > 0 esetén |A| = « azzal
ekvivalens, hogy A = o, mig A < 0 esetén |A| = « azzal ekvivalens, hogy —A = «.

Persze nem minden abszoltt értékes egyenlet rendezhetd | A| = « alakra. Ilyenkor mas mddszerre van sziikség,
néhany egyszer( esetre a feladatokban kitériink.

5-1. feladat: Oldjuk meg a 2|z| — 5 = 7 — |z| egyenletet.

Megoldas: El6szor a (22)-ben szerepl6 alakra rendezziik az egyenletet.

3z| = 12,
|z| = 4.
Innen x = 4 vagy = —4, tehdt a megolddshalmaz {—4,4}. Az ellen6rzés csak annyi, hogy mindkét megoldas
esetén
2.4—5="7—4,

ami persze igaz.

5-2. feladat: Oldjuk meg a |2z — 1| = 5 egyenletet.
Megoldas: Vagy 2z — 1 = 5 teljesiil, amibdl = = 3, vagy 22 — 1 = —5 teljesiil, ahonnan z = —2. A
megoldashalmaz tehat {—2,3}. Ellendrzés:
2-(=2) -1 =|-5=5,
és
2.3-1|=5

tehat mindkét szam megoldas.
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5-3. feladat: Oldjuk meg az |z| + = = 2 egyenletet.

Megoldas: Az egyenletiink

|| =2—=x
alakra rendezhet6, ami ugyan nem a (22)-beli alak, de elég egyszerti ahhoz, hogy meg tudjuk oldani.
Ha x > 0, akkor arrdl van sz6, hogy x = 2 — x, azaz x = 1.

Ha z < 0, akkor —x = 2 — z, ami ellentmondds. Tehat egy megoldas van, az 1, amit leellendrizni is nagyon
konnyt.

5-4. feladat: Oldjuk meg az

|z| 0 1e enletet
B ==|== .
2] = 2 %

, 3 1 a4z
Megoldas: Ha |z| — 2= 3 akkor |z| = 2, amibdl x = £2.
3 1 iy . . g .
Ha |z| — 3=y akkor |z| = 1, amib6l = +1. A megoldashalmaz tehat {—2, — 1,1,2}. Ellen6rzés: —2 és 2

3 teljesiil, —1 és 1 esetén |1 — 3| = |- | = 3 szintén teljesiil.

esetén‘Z—%‘ = S

5-5. feladat: Oldjuk meg a |2z — 1| = |z + 4] egyenletet.
Megoldas: Két mennyiség abszolit értéke egyenld, ha egyenl6k a mennyiségek vagy egymas minusz
egyszeresei.
Ha 2x — 1 = x + 4, akkor = = 5.
Ha2r — 1= —(z+4) = —x — 4, akkor 3z = —3, azaz x = —1.



Ellenérzés: © = 5 esetén
110 — 1] = |5 + 4],

ami igaz, r = —1 esetén
|—2—1|=|—1+4]

ami szintén igaz, tehat a megolddshalmaz {—1,5}.

. 2 6
5-6. feladat: Oldjuk meg a a:—:—l ‘ = 2 egyenletet.
x
Megoldas: Ha
2
0y akkor 220 oy,
z+1 z+1
2z+6—2(1‘+1)_0 4 0
r+1 w41
Ez az egyenl6ség soha nem teljestil.
Ha 2z +6 2 6
* = —2, akkor T +2 =0,
rz+1 z+1
20 +6+2(x+1) _0 4r +8 _0
x+1 I
Egy tort ott nulla, ahol a szamldldja nulla és a nevezdje nem. Ebbdl x = —2-t kapunk.
Mivel
—44+6
—2+1

a —2 az egyetlen megoldas.

5. lecke, 4. oldal
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5-7. feladat: Oldjuk meg az |z| + |x — 2| = 4 egyenletet.

Megoldas: Ha az egyenletben tobb kiilonboz6 kifejezés abszolut értékének 6sszege vagy kiilonbsége szerepel,
akkor altaldban legegyszertibb diszkussziot végezni, aszerint, hogy milyen el6jeliiek abszolut értékeken beliili
mennyiségek. Ennek érdekében el6szor meghatdrozzuk az abszoltt értékeken beliili kifejezések gyokeit. Ezek
a gyokok feldaraboljdk a szamegyenest részhalmazokra, amelyeken beliil minden abszolut értékeken beliili
mennyiség allando eldjeld, igy elvégezhet6 az abszolut érték vétele.

A mi esetiinkben az abszolut értékeken beliili kifejezések gyokei 0 és 2. Ezek a szdmegyenest a (—c0,0), a [0,2)
és a [2,00) intervallumokra bontjak. (A gyokoket vegyilik mindig baloldali végpontként a halmazokba.) Az
ezekbe a halmazokba es6 rész megoldashalmazokat jelolje rendre Hy, Hs és Hs. Ekkor a megoldashalmaz

H, UH>U Hs.

Ha z € (—00,0), akkor |z| = —z és |# — 2| = —(z — 2), hiszen ilyenkor mindkét mennyiség negativ. {gy az
egyenletiink

—z—(x—2)=4,
amib8l —2x + 2 = 4, azaz ¢ = —1, tehat

Hy = (—00,0) N {—1} = {~1}.

Ha z € [0,2), akkor |z| = z és |z — 2| = — (2 — 2), hiszen ilyenkor x mér pozitiv de = — 2 még negativ. Ezért az
egyenletiink
x—(r—2)=4,

innen a 2 = 4 ellentmonddst kapjuk, tehat nincs ide esé megoldés, Hy = ().
Ha z € [2,00), akkor |z| = x és |z — 2| = = — 2, hiszen ilyenkor mdr z és = — 2 is pozitiv, azaz
r+x—2=4,

vagyis 2x = 6, x = 3. Ezért
Hz = [2,00) N {3} = {3}.
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Végiil is tehdt a megolddshalmaz

HyUHyUHs={-1}UduU {3} ={-1,3}.

Ellenérzés:
|—1|+|-1—-2[=1+3=4

teljestil, és
13|+ 13—2|=3+1=4

is teljestl.

5-8. feladat: Oldjuk meg az |z + 1| — |2z — 1| = —3 egyenletet.

Megoldas: Az el8z§ feladat médszerét kovetjiik. Most az abszolut értékeken beliili kifejezések gyokei —1 és 1.

Ezek a szdmegyenest a (—oo, — 1), a [~1,2) és az [$,00) intervallumokra bontjak. Az ezekbe a halmazokba es§
rész megoldashalmazokat jelolje most is rendre H;, H, és Hs. Ekkor a megoldashalmaz persze djra
H, U H>, U Hs.

Haz € (—oo, — 1), akkor [z + 1| = —(z + 1) és |2z — 1| = —(2z — 1), azaz
(e +1) - (—(20 1)) = =3,

T —2=-3,

vagyis ¢ = —1. fgy
Hy = (=00, —1)Nn{-1} =0.

Haz € [-1,1), akkor |z + 1| =z + 1 és |22 — 1| = —(2z — 1), azaz

z+1—(—(2z—1)) = -3,



3x = —3,
vagyis x = —1. Igy
1
Hy = [—1,2> N{-1} ={-1}.

Végiil, ha z € [$,00), akkor |z + 1| = 2 + 1 és |22 — 1| = 22 — 1, azaz
r+1—(22-1)= -3,

—x+2=-3,
vagyis = 5. fgy
1
Hjz = [2,oo> N{5} ={5}.

Ezek szerint

HiUHy;UH3 =0U{-1}U{5} ={-1,5}.

Ellenérzés:
|—141]—-]-2-1=0-3=-3

teljestil, és
54+1]—-10-1=6—-9=-3

is teljestl.

5. lecke, 7. oldal



5-9. feladat: Oldjuk meg a |2z — 4| — |2z + 2| = 2 egyenletet.

5. lecke, 8. oldal

Megoldas: Az abszolut értékeken beliili kifejezések gyokei 2 és —1. Ezek most a szdmegyenest a (—oo, — 1), a
[—1,2) és a [2,00) intervallumokra bontjdk. Az ezekbe a halmazokba es6 rész megoldashalmazokat jelolje most

is rendre Hy, Hy és Hs, és igy a megoldashalmaz tjra Hy U Hy U Hs.

Haz € (—o0, — 1), akkor |22 — 4| = —(2x — 4) és |22 + 2| = —(2z + 2), azaz

—(2x —4) — (-(2z +2)) =2,
6=2,
ami ellentmondas, igy H, = 0.
Ha z € [-1,2), akkor |22 — 4| = — (22 — 4) és |2z + 2| = 22z + 2, azaz
—(2z—4)— (22 +2) =2,
—4r +2 =2,

vagyis = = 0. Igy
Hy = [~1,2) N {0} = {0}.

Végiil, ha x € [2,00), akkor |2z — 4| = 22 — 4 és |2z + 2| = 22 + 2, azaz
(22 —4)— 2z +2) =2,

—6=2,
ami szintén ellentmondas, igy Hz = 0.

Ezek alapjan

H1UH2UH3:®U{O}U®:{O}.



Ellenérzés:
| —4[—[2[=2

valoban teljesiil.

5-10. feladat: Oldjuk meg a |3z — 3| — |3z — 6| = 3 egyenletet.

5. lecke, 9. oldal

Megoldas: Az abszolut értékeken beliili kifejezések gyokei 1 és 2. Ezek most a szdmegyenest a (—oo,1), az
[1,2) és a [2,00) intervallumokra bontjdk. Az ezekbe a halmazokba es6 rész megolddshalmazokat rendre H,

H, és Hj jeloli, a megoldashalmaz most is H; U Hy U Hs.

Ha z € (—o0,1), akkor |3z — 3| = —(3z — 3) és |3z — 6] = —(3x — 6), azaz

—(8z =3) = (=2 - 6)) =3,

-3 =3,
ami ellentmondas, igy H; = 0.
Ha z € [1,2), akkor |3z — 3| = 3z — 3 és |3z — 6| = —(3z — 6), azaz

3xr—3—(—(3z—6)) =3,

6z —9 =3,

vagyis x = 2. I'gy
Hy =[1,2)n{2} = 0.

Végiil, ha x € [2,00), akkor |3z — 3| = 32 — 3 és |3z — 6| = 3z — 6, azaz

3x —3—(3z—6) =3,
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3=3.

Ez az egyenlet tehat azonossag, azaz minde z € R szam kielégiti. fgy

Hj3 = [2,00) NR = [2,00).

Ezek alapjan
HyUH; UH3=0UQU [2,00) = [2,00).
Az egyenletnek tehat végtelen sok megoldasa van.
Ellenérzés: ha = € [2,00), akkor [3z — 3| = 3z — 3 és |3z — 6| = 3z — 6, azaz
3z —3— (32 —6) =3,
3=3,

vagyis valoban minden z > 2 szam kielégiti az egyenletet.

5.3. Ellen6rz6 kérdések
5.4. Abszolut értékes egyenlotlenségek
Csak olyan abszolut értékes egyenlotlenségekkel fogunk foglalkozni, amelyek ekvivalens atalakitasokkal az
Al <, |Al<a, |Al>a, |Al>a« (24)

alakok egyikére rendezhet6k, ahol o egy nem negativ valés szam, A pedig a fiiggetlen valtozé els6foku vagy
masodfoku polinomja, illetve olyan tort, amelyben a szamlalo és a nevezd is legfeljebb els6fokt polinom.

Mivel
|A| < o pontosan akkor teljesiil, ha A < awés A > —q, (25)



5. lecke, 11. oldal
egy ilyen abszolut értékes egyenlStlenség megoldashalmazat két, abszolut értéket nem tartalmazé
egyenl6tlenség megoldashalmazanak metszeteként kaphatjuk meg. Ezt a két egyenl6tlenséget gyakran a

—a<A<a (26)

kettés egyenl6tlenséggel irjuk fel.
Az |A| < a esetben hasonlé a helyzet, csak ilyenkor az A < ' és az A > —a egyenl6tlenségek
megoldashalmazanak metszetét kell meghatdrozni. Ezt a két egyenl6tlenséget gyakran a

—a<A<a (27)

kett6s egyenlotlenséggel irjuk fel.

A kozonséges egyenlbtlenségek ekvivalens atalakitdsai ketts egyenlétlenségekre is alkalmazhatdk, csak most a
megfelel6 miveletet mind a harom "oldalon" el kell végezni. Ez dltaldban kényelmesebb, mint kiilon kezelni a
két egyenl6tlenséget.

Mivel
|A| > « pontosan akkor teljesiil, ha A > o vagy A < —a, (28)

egy ilyen abszolut értékes egyenl6tlenség megoldashalmazat két, abszoltt értéket nem tartalmazo
egyenl6tlenség megoldashalmazanak unidjaként kaphatjuk meg.

Az |A| > « esetben hasonlé a helyzet, csak ilyenkor az A > « és az A < —a egyenl6tlenségek
megoldashalmazanak unidjat kell meghatdrozni.

5-11. feladat: Oldjuk meg a |3 — z| < 1 egyenl6tlenséget.

Megoldas: Meg kell oldanunk a
-1<3—-2<1



kettds egyenl6tlenséget. Mindharom oldalbél kivonva 3-at
—4 < -z <=2,

Végigosztva —1-el
4>z > 2,

vagyis a megolddshalmaz a (2,4) intervallum.

5-12. feladat: Oldjuk meg a |2z — 1| < 3 egyenl6tlenséget.

Megoldas: Most a

—3<2x-1<3
kettés egyenl6tlenséggel van dolgunk. Mindhdrom oldalhoz hozzdadva 1-et
-2 <2z <A4.
Végigosztva 2-vel
-1 <x <2,

tehat a megolddshalmaz a [—1,2] intervallum.

5-13. feladat: Oldjuk meg a |6 — 3z| > 3 egyenl6tlenséget.

5. lecke, 12. oldal

Megoldas: A 6 — 3z > 3 feltétel akkor teljesiil, ha « < 1, tehdt a H; rész megolddshalmaz (—oo,1].

A 6 — 3z < —3 feltétel akkor teljesiil, ha = > 3, tehat a Hs rész megoldashalmaz [3,00).

Ezeket felhasznalva a megoldashalmaz

H,UH; = (*00,1] U [3,00)
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5-14. feladat: Oldjuk meg az |22 — 2x| < 3 egyenlbtlenséget.

Megoldas: A megoldandd kettds egyenlétlenség
-3<a?—22<3.
A bal oldali —3 < 22 — 2z egyenl6tlenség azzal ekvivalens, hogy 0 < 22 — 2z + 3, azaz teljes négyzetté

kiegészités utdn 0 < (x — 1)? + 2, ami minden x € R esetén teljesiil, a bal oldali egyenlétlenség
megoldashalmaza tehat H; = R.

A jobb oldali z? — 2x < 3 egyenl6tlenség azzal ekvivalens, hogy 22 — 2z — 3 < 0. Az 22 — 22 — 3 polinom két

gyoke z; = —1 és x5 = 3, a polinom grafikonja egy felfelé nyil6 parabola, ami a két gyoke kozott negativ. Igy a
jobb oldali egyenl6tlenség megolddshalmaza a Hy = [—1,3] intervallum.
Ezeket felhaszndlva az eredeti egyenl6tlenség megolddshalmaza a H; N Hy = RN [—1,3] = [—1,3] intervallum,

amint az a (6.) abrardl le is olvashaté. (Egy masodfokt polinom abszolut értékének a grafikonjat gy kapjuk,
hogy a parabola z tengely alatti részét tiikrozziik az = tengelyre.)

5-15. feladat: Oldjuk meg az |22 — 3z — 2| < 2 egyenl6tlenséget.

Megoldas: Most a —2 < 22 — 3z — 2 < 2 kett8s egyenlétlenséget kell megoldani.

A bal oldali —2 < z? — 3z — 2 egyenl6tlenség azzal ekvivalens, hogy 0 < 22 — 3x. Mivel az 22 — 3z = 0
madsodfoku egyenlet gyokei 0 és 3, és 22 — 3z grafikonja egy felfelé nyilé parabola, ennek az egyenl6tlenségnek
a megolddshalmaza H; = (—o0,0) U (3,00).

A jobb oldali z? — 3x — 2 < 2 egyenl6tlenség azzal ekvivalens, hogy 2% — 3z — 4 < 0. Mivel az 2> — 3z —4 =0
mdsodfoku egyenlet gyokei —1 és 4, és 2 — 3z — 4 grafikonja szintén egy felfelé nyil6 parabola, ennek az
egyenl6tlenségnek a megolddshalmaza Hy = (—1,4).
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S

-5 —3 —1|_ 1, 3

6. dbra. |z% — 2x| grafikonja és az |22 — 2z| < 3 egyenl6tlenség megolddshalmaza.



5. lecke, 15. oldal

7. abra. |2? — 3x — 2| grafikonja és az |22 — 3z — 2| < 2 egyenl6tlenség megolddshalmaza.

Ezek utdn a megolddshalmaz, felhaszndlva a metszetnek az uniéra vonatkozo disztributivitasat

HinHy = ((—oo,()) U (3,00)) N(—14) = ((—oo,()) N (—1,4)) U ((3,00) N (—1,4)) — (~1,0) U (3,4).

A (7.) abrérdl ez a megoldas le is olvashaté.

5-16. feladat: Oldjuk meg a

< 10 egyenl6tlenséget.
2z — 1

Megoldas: Diszkussziét végziink aszerint, hogy milyen el6jel(i a nevezé.

Ha2r —1<0,azaz z < %, akkor az abszoltt értéken beliili mennyiség negativ, abszolut értékét tehat ugy
vehetjiik, hogy megszorozzuk 6t —1-el, azaz a megoldando6 egyenlétlenség:

3

— < 10.
20 —1
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Ha atszorzunk a negativ nevez6vel megfordul az egyenl6tlenség

7
-3 >20x — 10 < —.
x , azaz x 50

Ezt dsszevetve a feltételi = < 1 egyenl6tlenséggel latjuk, hogy mindkett6 teljesiil, ha = < %, tehdta2zx — 1 <0
feltétel melletti rész megolddshalmaz Hy = (—oc0,55).

Ha2x —1>0, azaz = > %, akkor az abszolut értéken beliili mennyiség pozitiv, abszolut értékét tehat 6nmaga,

azaz a megoldandé egyenl6tlenség:
3

20 — 1
Ha atszorzunk a pozitiv nevez6vel nem fordul meg az egyenl6tlenség

< 10.

13
20z — 1 —.
3 < 20z 0, azaz x> 20

Ezt 0sszevetve a feltételi - > % egyenl6tlenséggel latjuk, hogy mindkettd teljesiil, ha = > 13 tehata 2z —1 <0

%)
feltétel melletti rész megolddshalmaz Hy = (33,00).

Ezek utdn a megolddshalmaz Hy U Ha = (—00,55) U (32,00).

5-17. feladat:

Megoldas:

5.5. Ellen6rz6 kérdések
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Hatvanyozas és gyokvonas
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6. Hatvanyozas és gyokvonas
6.1. Bevezetd

A fels6fokt tanulményok soran a matematika két fontos fejezete differencidlszamitas és az integralszamitas.
Ezen témakorok feladataiban gyakran sziikséges hatvanyokat és gyokoket tartalmazo kifejezéket mas alakban
irni, ezért a hatvanyozas és gyokvonas azonossagainak ismerete, és biztos alkalmazasa nagyon fontos a
késébbi tanulmanyok soran.

6-1. definicié: Ha a # 0 és n pozitiv egész, akkor a ™" = —.
n

a
. X (s 1
Ha a > 0 és « tetszGleges valos szdm, akkor a™* = —.
a
Ha a > 0, m egész szam és n > 2 természetes szam, akkor a» = /a™.
6-1. tétel:
ab - a¢ = gbte (29)
b
a
= =gbc (30)

(ab) ‘o ab e (3D
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6-2. tétel:
a®- b = (a-b° (32)
a‘ a\c¢
==& (33)
6-3. tétel:
Ya- Vb= Va b (34)
Va _ . fa
v Vb (35)

\/ Va= "{a (36)



6. lecke, 3. oldal
6-1. feladat: Alakitsuk 4t az aldbbi kifejezéseket ugy, hogy tortek helyett negativ kitevés hatvanyt {runk!

1.
1
@ b
2.
r—4
(x +5)*
3.
1
52
a—3
4.
Yy—95
o
Yy
Megoldas:

1. A negativ kitevGs hatvanyok definici6jat hasznalva a két reciprokot alakitjuk at.
1 1

R
At
2. Most elsé 1épésként célszerti a tortet szorzat alakban irni tigy, hogy a szamlalét szorozzuk a nevez6
reciprokdval.
z—4 1
T p—4) —
(z+5)4 ( ) (z +5)4

Ezutan a reciprokot a definicié alapjan mar konnyen atirjuk negativ kitevés hatvannya.

(x—4)- =(z—4)-(z4+5)71

(. +5)%
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3. Elséként a szamlaléban lathaté reciprokot alakitsuk at.

1
$+2_a_5+2
a—3  a-3

Ezutan alakitsuk szorzatta a tortet gy, mint az el6bb.

1
a—3

a_5+2_
a—3

(@™ +2)-
Majd irjunk a még megmaradt reciprok helyett is negativ kitevés hatvanyt.

(@7 +2) = (@ +2) (a3

4. Most a nevezdben 4llé tortet alakitsuk el6szor szorzattd, majd a reciprok helyett irjunk negativ kitevds
hatvanyt.

Ezutan alakitsuk szorzattd a tortet, és a reciprok helyett ismét irjunk negativ kitevés hatvanyt.

_YTS sy 7 )
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6-2. feladat: Alakitsuk at az aldbbi kifejezéseket tgy, hogy a negativ kitevés hatvanyok helyett torteket
frunk!

1.
50657
2.
2 (x_4 1) 3

3. X

el oy I\ T

x2+y2

Megoldas:

1. A két negativ kitevds hatvany helyett irjunk egyszertien reciprokot.

11
—63—7 _
pab =0

Ezutan végezziik el a szorzast, s a kifejezést irjuk egyetlen tortként.

1 1 5
R R

2. Els6ként a zardjelen beliil 4116 negativ kitevés hatvanyt alakitsuk reciprokka.
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Majd a zardjeles kifejezés negativ kitevos hatvanyat is alakitsuk reciprokka.
1 -3 1
2$<x4_1> :2x-71 3
— -1
(55-1)
Végiil a reciprok el6tti szorzodt vigyiik a szdmldléba, igy egyetlen tortként irhatjuk a kifejezést.
1 2

S 3T 3
) G
. Most elészor a —3-dik hatvanyra emelést bontsuk két részre azaltal, hogy a —3 helyett —1 - 3-at irunk.
21— y‘l =3 B o y—l -13
I'_2 + y—2 - x—? + y—2
Ez azért j6, mert igy haszndlva a hatvanyozas megfelelé azonossagat, el6szor —1-dik hatvanyra
emelhetjiik a zardjeleben 4ll6 tortet, majd pedig a 3-dik hatvanyra.

1. 1\ 3
21 y_l 1-3 B 21 y—1 1
22+ y2 - 272+ y2

Végezziik el a —1-dik hatvdnyra emelést, azaz vegyiik a zdrdjelben allé tort reciprokat.

_1\ 3
o y—l 1 B 24 y—2 3
272 +y 2 T\ 1 y~1

Végiil a tortben szereplé négy negativ kitevés hatvany helyett {rjunk reciprokot.

1 N 1\°?
72 p g2\ 2?2
g1 —y1 - 1 1

r Yy
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Ezzel megoldottuk a feladatot, hiszen a kifejezésben mar nem szerepelnek negativ kitevés hatvanyok.
Szeretnénk azonban megjegyezni, hogy ez a kifejezés még sokféle mas alakban is irhaté. Hozzunk példaul
kozos nevezore a szamlaléban és a nevezoben.

1 1\°

y2+x2 3
ﬁ—i_? x2 - y?

1 1 - Yy —T

T Yy T -

Y

Majd bévitsiik 22 - y2-tel a tortet, és egyszerisitsiink a szamlalén és a nevezén beliil. Igy sikeriil
eltlintetniink az emeletes tortet, azaz nem szerepel a torton beliil tort.

y2+z2 3

3
O —— M'xQ. 2 3 3
x2 - qy2? | 2?2 Y <y2—|—x2) <y2+x2 )
y—x y_x_w2_y2 (y — x)zy xy? — 22y
Ty -y

6-3. feladat: Emeljiik négyzetre kétféle mdédon az ( a2

— b) kifejezést. Egyszer tortekkel végezziik a
miveleteket, egyszer pedig negativ kitevés hatvanyokkal!

Megoldas: Elbszor szamoljunk tortekkel. A kifejezésben szerepl6 negativ kitevos hatvanyt irjuk at tortté.

-G

Ezutdn emeljiik négyzetre a kéttagu kifejezést.

11y
a2 b
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Végezziik el a tovabbi miiveleteket.

1)\* 1 L 1\ 1 2 1

a? a2 b b) at a2b b2
Most pedig hajtsuk végre a miveleteket negativ kitevs hatvanyokkal. Kezdjiik a kifejezésben szerepl6 tort
negativ kitevés hatvannya alakitasaval.

Kovetkezzen a négyzetre emelés.
(@ 2=’ = (a2)* — 2227 + (7)°
Hajtsuk végre a még hatralévé miiveleteket.
(a_2)2 — 2472t + (6_1)2 =—a =247 4172

A két eredmény természetesen megegyezik.
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6-4. feladat: Emeljiink ki az aldbbi kifejezésekben a gyok aldl, amit csak lehet!

1.
V27a?

2.

V322 — 122y + 1242

3.
V3z11

4.
16

Megoldas:

1. Alakitsunk szorzatta ugy a gyokjel alatt, hogy a szorzat egyik tényezdje teljes négyzet legyen.
V2747 = 1/(945) - 3a = \/(3d3)? - 3a
Hasznaljuk fel a gyokvonasnak azt az azonossagat, hogy szorzatbdl tényezénként vonhatunk gyokot.
V(3a3)2 - 3a = \/(3a3)2 - V3a
Az els6 tényezében végezziik el a miiveletet, hiszen teljes négyetbdl konnyti gyokot vonni.
\/W -V3a = 3a* - V3a

2. Most is alakitsunk ki szorzatot a gyokjel alatt ugy, hogy az egyik tényez6 teljes négyzet legyen.

V322 — 122y + 1292 = /3 (22 — dzy + 4y2) = /3 (z — 2y)*
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Vonjunk ismét tényezdénként gyokot.

V3(z—29)? = V3-y/(z —2)* = V3o — 2y

Szeretnénk felhivni a figyelmet arra, hogy nem az = — 2y kifejezést kapjuk meg a gyokvonds utan, mivel
nem tudjuk, milyen elgjeli. Ha egy ismeretlen el6jeli kifejezést el6szor negyzetre emeliink, majd a
mégyzetbol gyokot vonunk, akkor a kifejezés abszolut értékét kapjuk. Roviden ezt ugy irhatjuk:

Va2 = |a|. Hasonlét mondhatunk minden péros kitevéjii hatvany és gyok esetén is. Példaul v/ab = |a|. Ha
viszont paratlan kitev6jl hatvanyrdl és gyokrdl van szd, akkor a hatvanyozas és gyokvonds utan
visszakapjuk az eredeti kifejezést. Példaul va® = a.

Az el6z6 feladatban azért nem volt sziikség az abszoltt értékre, mert ott a gyok csak akkor értelmezett, ha
a nem negativ értéket vesz fel, s ilyen médon a gyokjel elé kiemelt 3a> kifejezés sem vehet fel negativ
értéket.

. Most tigy alakitsunk ki szorzatot a gyokjel alatt, hogy annak egyik tényezdje egy kifejezés 4-dik hatvanya
legyen.

V3z1l = V323 - 28 = (/323 - (22)*
Vonjunk tényezénként gyokot, s a 4-dik hatvanybdl végezziik el a gyokvonast.

W: V323 ¢ (x2)4:x2-v4 323

A kiemelt kifejezést nem kell abszolut értékbe tenniink, hiszen nem vehet fel negativ értéket.
Altaldnossagban azt mondhatjuk, hogy gyok alél kiemelve, a gyok alatt a kiemelt kifejezés annyiadik
hatvényéval kell osztanunk, ahdnyadik gyokot vonunk. Jelen esetben z2-et emeltiink ki a gyokjel aldl, s
igy a gyokjel alatt (z2)4 = z%-nal osztottunk.

. Alakitsunk most is szorzatta a a gyokjel alatt. A szorzat egyik tényezdje legyen egy kifejezés 3-dik

hatvéanya.
f/; 3/ /



Most is vonjunk tényezénként gyokot. Az els6 tényezében végezziik is el a gyokvonast.

(BERIORE

6-5. feladat: Az aldbbi kifejezésekben vigylink mindent a gyok ald!

1.
5Va
2.
vz
2x
3.
Yy
4.
3
5
(@+9) (z +y)?
Megoldas:

6. lecke, 11. oldal

1. Akkor tudjuk elvégezni a szorzast, ha a gyokjel el6tt 4ll6 5-6t ugy irjuk fel, mint valaminek a

négyzetgyoke. Ehhez az 5-6t négyzetre emeljiik, majd gyokot vonunk beldle.
5va=V52-\a=v25 va
Ezutdn a két négyztegyok szozatdt a szorzat négyzetgyokeként irhatjuk.

V25 Va = v25a
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2. Jarjunk el igy, mint az el6bb, csak most a nevez6ben all6 2z-et emeljiik négyzetre, majd vonunk bel6le

gyokot.
Ve Ve
2~ P Vi

A két gyokos kifejezés hanyadosa helyett irhatjuk a kifejezések hanyadosanak gyokét.

ve _ e
\/4332_ 4.1‘2
i_‘/i
422\ 4z

3. Most a kobgyok elott 4llo y-t kell tigy felirnunk, hogy valaminek a kobgyoke legyen. Ehhez y-t 3-dik
hatvanyra emeljiik, majd 3-dik gyokot vonunk.

vy = Vv
A két gyok szorzatdt egyetlen gyokkel irhatjuk.
Vv =y =V

Altaldnossagban azt mondhatjuk, hogy gydkijel ald bevitelnél a bevitt kifejezésnek annyiadik hatvanyaval
szorzunk a gyok alatt, ahanyadik gyokot vonunk.

Hasznaljuk ki, hogy egyszertisiteni tudunk.

4. Most a gyok el6tti « 4 y-t 5-dik hatvanyra kell emelniink, majd 5-dik gyokot kell vonnunk.

5 3 _ 5 5 3
N e VT e
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A két gyok szorzatat irjuk egyetlen gyokkel, majd egyszertsitsiink.

3 s[3(z +y)°
(EEnE \/Hy —\5/(96—1—3/)5- S SR ) PR

(v +y)? (z+y)?

6-6. feladat: Végezziik el a miiveleteket az alabbi kifejezésekben!

1.
\/5 +21 - \/5 - V21
2.
(3vz +vy) 8ve — )
Megoldas:

1. A két gyok szorzatdt irjuk egyetlen gyokkel.

\/5+\/ﬁ-\/5—\/ﬁ:\/(5+\/ﬁ)~(5—\/ﬁ)

A gyok alatti szorzaton 14thatd, hogy (a + b)(a — b) tipusti, aminek eredménye a? — b%. Ezt felhasznélva
végezziik el a gyok alatt a szorzast.

(a1 (5 var) = o - (vai)’

Végezziik el a tovabbi miiveleteket.

,/52—(\/5)2:\/25f2:\/1=2
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2. Most is azt latjuk, hogy a + b tipusu kifejezést szorzunk a — b tipust kifejezéssel. Ezt felhasznélva kapjuk:

2
(3v + Vi) (3vE = viy) = (3v2)" — (V)
Végezziik el a négyzetre emeléseket.
2
(3va)" — (Vi)' =9z —y
Amint l1athatd, ha négyzetgyokos kifejezések szerepelnek (a + b)(a — b) tipusu szorzatban, akkor a szorzas

elvégzésé utan eltlinnek a gyokok. Ezt hasznaljuk fel a kdvetkezé feladatban tortek nevez6jének
gyoktelenitésére.

6-7. feladat: Gyoktelenitsiik az alabbi tortek nevezgjét! Ahol tudunk, egyszertsitsiink a gyoketelnités utan!

1.
3
V-2
2.
12
V5 ++/3
3.
VT++5
VT-+5
Megoldas:

1. A nevezdben egy kiilonbséget latunk, melynek egyik tagja gyokot tartalmaz, ezért célszer(i boviteniink a
nevezdben 4116 szamok Osszegével.
3. 3 VT+2  3(WT+2)
Vio2 Vio2 Vite (Vi-2(it2)
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A nevezbében végezziik el a szorzast, majd a tovabbi miiveleteket.

VT-2)(VT+2) (V-2 T4 3

A gyoktelenités eredményeként most még a tort is eltdnt.

3VT+2) _ 3(VT+2) _3(VT+2) 3(VT+2) _ =,

. A nevez6ben most két gyok Osszege all, igy a a kiilonbségiikkel kell béviteniink.

12 12 V-3 12(V5-V3)
VE+V3 T VE+VE VE—VB (VB4 V3)(VE - V3)

Ezutan végezziik el a miiveleteket.

12(v5-v3)  12(vV5-3) 12([—\/3):12(\f—\/§):6(\f_ﬁ)
2

(V5 VB(5-VE) (Vo -(vBp 53

. Mivel a nevzében gyokok kiilonbsége van, ezért az 0sszegilikkel bovitiink.

VI+Vs _ VT+VE VTV (V7 +V5)?
Vi-Vs VT=V6 VT+VE (VT VE)- (VT +V5)

Végezziik el a miveleteket.

(VIHVER  WIPEVT VB (VR T4V 12428 e

(V1= V5)- (VT+V5) VP -(BP 1B 2
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6-8. feladat: Alkitsuk 4t az aldbbi kifejezéseket ugy, hogy a gyokok helyett tortkitevés hatvanyokat frunk!

1.
5 $2

2.
4 1
z3

3.

/2 + Vb
Megoldas:

1. Egyszertien hasznaljuk a tortkitevés hatvanyok definiciéjat. A hatvanykitevo keriil a tortkitevé
szamlaldjaba, a gyokkitevé pedig a nevezgbijébe.

5/.2

2
x 5

=X

2. Most el6szor a reciprokot alakitsuk at negativ kitevos hatvannya.
4] 1 \4/?3
A
3

\4/ r—3 = x_%

3. Els6ként a 6-dik gyokos kifejezést alakitsuk at hatvannya.

€/2+W: {’/2+x%

Ezutan pedig jarjunk el ugy, mint az el6bb.
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Majd utdna alakitsuk at a 3-dik gyokot is.

V2426 =/(2+28)l = (2+27)3

6-9. feladat: A kovetkez6 kifejezésekben a tortkitevés hatvanyokat irjuk at gyokokre!

1.
a7
2.
a_g
3. )
(e -1)
Megoldas:

1. Hasznaljuk a tortkitevés hatvanyok definicidjat. A tortkitevd szamlaléjabol kapjuk a hatvanykitevét,

nevezG3jébdl pedig a gyokkitevét.
7

4
a7 = Vat

2. Most célszerti a kitevében levo negativ eldjelet a tort szamlaléjaba vinni, s utdna felhasznalni a tortkitevos
hatvanyok definicidjat.
=5
= (]J? = Y x75

a

oojot

Ezt irhatjuk még mas formaban is, ha a negativ kitvés hatvany helyett reciprokot irunk.

1
8 -5 __ 8
Vi =y
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3. El6szor alakitsuk 4t a zardjelen beliili hatvanyt.

(:v%—l): :(%3—1)

Majd alakitsuk at a zardjeles kifejezés hatvanyat is.

(¥ 1)

M)
wln

w

(VIS

. 2
_ 3 (5x3_1>

6-10. feladat: Alakitsuk at a kivetkez6 kifejezéseket a gyokvonds azonossdgait felhasznélva ugy, hogy csak
egyetlen gyokjel szerepeljen benniik! Alakitsuk at ugy is a kifejezésket, hogy a gyokok helyett hatvanyokat
irunk! Végezziik el a hatvanyokkal a miiveleteket, amig csak egyetlen hatvany marad!

1.
4 3a5
2.
5 .T\/E
3.
Va-¥a
4.
vz
\7/5

Megoldas:
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1. El6szor egyetlen gyokké alakitunk. Alkalmazzuk a gyokvonasok egymasutanjara vonatkozé azonossagot,
mely szerint két egymast kovet6 gyokvonas egyetlen gyokvondssal is irhato, s a gyokkitevok szorzdédnak.

Vs = e = Yo

Ezutan hajtsuk végre a masik atalakitast, s irjunk tortkitevés hatvanyokat a gyokok helyett.

9 = ifat = (a3)"

Alkalmazzuk az ismételt hatvanyozdasra vonatkozd azonossagot, mely szerint egyetlen hatvanyt irhatunk,
melyben a kitevé a kordabbi kitevok szorzata lesz.

((]J%)Z = a%% = a%
Jol lathato, hogy az egyetlen hatvany formajaban felirt kifejezés megegyezik az egyetlen gyokkel felirt
alakkal.

2. Most azért nem tudunk régton az el6zbek szerint eljarni, mert a két gyokvonds nem kozvetleniil koveti
egymast. A \/z-et el6bb még szorozzuk x-szel, majd csak utana kovetkezik az djabb gyokvondas. Ezen ugy
segithetlink, ha az x szorzot bevissziik a négyzetgyok ald.

Vovz= VR va= Ve z= VB

Ezutdn mdr ugy jarhatunk el, mint az el6ébb, azaz egyetlen gyokot irhatunk a gyokkitevok szorzataval. Ne
zavarjon meg benniinket az, hogy a négyzetgyok esetén a gyokkitevébe nincs kiirva a 2.

5 /;3 _ 5~2/;3 _ 10/;3
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Ezutdn nézziik a hatvanny4d alakitast.

1
5 5/ 1 1\5
vz r= x':m:(:v-x?)

El6szor a zardjelen beliil végezziik el a miiveletet. Azonos alapu hatvanyok szorzasa esetén egyetlen
hatvany irhatd, s a kitevék 0sszeaddédnak.

1 1 1
1\5 2 1\3 3\ 3

Az egyetlen hatvanyként irt kifejezés most is nyilvanvaléan megegyezik az egyetlen gyokkel felirt
kifejezéssel.

. Most két gyokos kifejezés szorzatat kell alakitanunk, Akkor végezhetjiik el a szorzast, ha mindkét helyen
ugyanannyiadik gyokvonds szerepel. Keressiik meg a két gyokkitevé legkisebb kozos tobbszordsét. Ez
most 15. Irjuk at a 3-dik és 5-dik gyokot 15-dik gyokre.

Va-Ja=\Va> Va3 = Vas . Va?
Majd a két gyok szorzatdt irjuk egyetlen gyokkel.
YeE . Vai = Vo= Y

Ezutan nézziik a hatvannya alakitast.

%.%:a%.a%
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Alkalmazzuk az azanos alapt hatvanyok szorzadsdra vonatkozé azonossagot, mely szerint a kitevék

o0sszeadddnak.
+

W=
ut=

11
a3 -as =a

A kitevében hozzunk k6zos nevezdre, majd végezziik el az 6sszeadast.

Jen
|eo
|oo

+ +4

=
=i
<)

1
a3

t

= ql = ql

Ezt O0sszehasonlitva ezt az egyetlen gyokkel felirt alakkal, most is nyilvdnvalé az egyezés.
. Most két gyokos kifejezés hanyadosa szerepel. Az el6z6h6z hasonldan azt kell elérniink, hogy a
gyokkitevék megegyezzenek. A két gyokkitevé legkisebb kozos tobbszorose most 28. [rjuk 4t a 4-dik és
7-dik gyokot 28-dik gyokre.

% B 4/W B 28 CC7

Y Va
Most a két gyok hanyadosat irjuk egyetlen gyokkel, s egyszertsitsiink a gyok alatt.

28
vV x7 28 .737 28/3
prnd _—= €T

Vor - Vo

Kovetkezzen ezutdn a hatvannyokkal valé feliras.

) ‘&
N

=

SIS

Alkalmazzuk az azonos alapu hatvanyok osztasdra vonatkozd azonossagot, mely szerint a kitevék
kivonédnak.

8 ‘ &
NS,
Il
&
FNT
=

<=
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A kitevében hozzunk k6zos nevezdre és végezziik el a kivonast.

7 4

=2 2

=
©
o
&es

1_
T4 =X

Ha ezt a kifejezést 0sszehasonlitjuk az egyetlen gyokkel felirt alakkal, akkor az egyez6ség nyilvanvalo.

6.2. Ellen6rz6 kérdések

Kviz
S_q
1. Mit kapunk ha a (‘/7”_‘_75)2 kifejezésben a tortek helyett negativ kitevos hatvanyt irunk?
X
3z —77Y) (z+5)7 Bz ' —7)(z+5)"° Bz -7 (22452 (327! —7)(z72+57?)
2. Mit kapunk ha a 5z~ (22 + 8) kifejezésben a negativ kitevés hatvanyok helyett torteket frunk?
1 1 5 1
(+9) 28 P 5
x3 53 1 1

5 +8 T8

3. Ha a /12 (a2 + 2ab + b2) kifejezésben kiemeliink a gyokjel elé mindent, amit csak lehet, akkor mit
kapunk??

4] (a +0)?V/3 4|(a+0)%V3 2|a+b/V3 12| (a +b)V/3

2 -
4. Mit kapunk, ha a n v (z + y)3 kifejezésben minden bevisziink a gyok ala?
Ty
16 2
s 4 Y16(z + 1) V2(z +y)

xr+vy r+y
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5. Gyoktelenitjiik a tort nevezojét. Mit kapunk?

20
VT-V3
10 (V7 +V3) 10 (V7 —V/3) 5(VT+3) 5 (VT —3)
6. Az ¢/ (13 — \3’/;4> kifejezéstben a gyokok helyett tortkitevos hatvanyokat {frunk. Milyen alakban kapjuk

5 2 2
(13-2%)° (13- a%) (13-2%)° (13-2%)°
3
7. Az (mg + 6) ! kifejezésben a tortkitevés hatvanyok helyett gyokoket frunk. Mi lesz ekkor a kifejezés
alakja? ?

8. Mit kapunk, ha a {/x - /x kifejezést egyetlen gyokjellel irjuk fel?
x® Nt %

meg ekkor a kifejezést?

M

7 7
rd
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7. Exponencidlis és logarimus

7.1. Bevezeto

A fels6fokt tanulményok soran a matematikdban gyakran szerepel az exponencialis és a logaritmus, ezért
nagyon fontos, hogy felelevenitsiik az ehhez kapcsol6dé kézépiskolai ismereteket.

7-1. definicié: A b szam a alapti logaritmusa az a kitevd, amelyre a-t emelve b-t kapunk. (¢ > 0,a # 1,b > 0)
Ugyanez egyenlet forméajaban a kovetkezé médon irhatd: a'°8.® = b.

7-1. tétel: A logaritmus azonossagai

log,a’ =b (37)

log,(x-y) =log,x +1log,y (x,y>0,a>0,a#1) (38)
logag =log,z —log,y (z,y>0,a>0,a+#1) (39)
log, 2" =k -log,x (x>0,a>0,a# 1,k € IR) (40)
log, x = logy (x >0,a,b>0,a,b#1) 41)

~ logya
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7-1. feladat: Oldjuk meg a kovetkez6 exponencidlis egyenleteket a valés szdmok halmazdan!

1.
2% =64
2. ]
3= —
27
3.
1 x
— ] =5
()
4.
™=1
5.
3 =11
6.
6" = —2
Megoldas:

1. Az exponencialis egyenletek megoldasa soran altalaban az exponencidlis fiiggvények azon tulajdonsagat
hasznaljuk ki, hogy ha az alap nem 1, akkor a fiiggvény szigortian monoton. Ez azt jelenti, hogy két
azonos alapu (nem 1 alapt) hatvany csak akkor lehet egyenl6 egymadssal, ha a kitevék megegyeznek.
Ezért altalaban arra toreksziink, hogy az egyenlet mindkét oldalan ugyanannak a szamnak egy-egy
hatvanya alljon, mert ez a kitevék egyenl8ségét jelenti. frjuk fel ezért most a jobb oldalt is 2 hatvanyaként.

27 — 64 = 26

A fentiek szerint ebbdl az kovetkezik, hogy x = 6.
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1
. Jarjunk el igy, mint az el6bb, azaz irjuk fel a jobb oldalon allé 2—7—et 3 hatvanyaként.

J— 1 JE—
=5 =
Ebbdl pedig a 3 alapu expondncidlis szigoré monotonitdsa miatt © = —3 kovetkezik.

3 373

. Most a jobb oldalon 4ll6 5-6t az % hatvanyaként kell felirnunk.

LN (1Y
25)  \25
Az % alapu exponencidlis szigori monotonitdsa miatt ebbdl z = -3 kovetkezik.

. Hasonléan az eddigiekhez, most a jobb oldalt 7 hatvanyaként kell felirnunk. Mivel a 0 kivételével minden
valds szam 0-dik hatvdnya 1-gyel egyenld, ezért a jobb oldalra 79 keriil.

D=

"=1="7
A 7 alapu exponencidlis szigori monotonitdsa miatt ebbdl azt kapjuk, hogy = = 0.

. Az eddigi feladatokban aranylag konny( helyzetben voltunk, mert a jobb oldalon &llé6 szamokban nem volt
nehéz felismerni, hogy a bal oldali alap melyik hatvanyaval egyenl6k. Most azonban a 11-et kell felirnunk
3 hatvanyaként, de a 11 nem egy nevezetes hatvanya a 3-nak. Ekkor segitségiil hivhatjuk a logaritmus
definicidjat.

Eszerint a'°%.% = b.

Toltse be a logaritmus definicidjdban az a szerepét a 3, a b szerepét pedig a 11.

Igy kapjuk, hogy 3'°&s 11 = 11. Ezt frjuk be az egyenlet jobb oldalara.

3% — 11 = 3log3 11

Ebbdl pedig a szigorti monotonitds miatt = = logs 11 kovetkezik.
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6. Ha az el6zbek szerint okoskodunk, akkor most a jobb oldalon all6—2-t kellene felirnunk a 6 hatvanyaként.
Ez azonban nem lehetséges, hiszen 6 barmely hatvanya pozitiv, s igy nem lehet egyenlé —2-vel. Az
exponencialis fiiggvények csak pozitiv értékeket vesznek fel, igy egy pozitiv szamnak semelyik hatvanya
sem egyenl6 negativ szammal.
Ebbdl kovetkezik, hogy a 6 = —2 egyenletnek nincs megoldasa.

7-2. feladat: Oldjuk meg az alédbbi egyenleteket a valés szdmok halmazan!

1.
3Pt — 372 =234
2.
5:(:—2 _ 32—1’
3. )
4. ,
9 z<—12 B 9 99—z
4 \3
Megoldas:

1. Az eddigi egyenletek megolddsa viszonylag egyszert volt, hiszen egyik oldalukon egy pozitiv szam
valamilyen hatvanya allt, a masikon pedig egy szam, amit felirtunk a masik oldali alap hatvanyaként. A
most kovetkezb egyenletek mar kicsit érdekesebbek, ezekben mar nem csak annyi a feladat, hogy egy
szamot felirjunk egy masik szdm hatvanyaként. Rogton az els6 egyenletben azt latjuk, hogy a bal oldalon
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nem egyetlen tag 4ll, hanem két tag kiilonbsége. Az lenne jd, ha a kiilonbség helyett csak egyetlen tag
lenne. Hasznaljuk a hatvanyozas azonossagait, €s érjiik el, hogy mindkét tagban azonos kitev6ji hatvany
szerepeljen, példdul 3*. Alakitsuk szorzatta ezért a kiilonbég tagjait.

3l.3% —372.3% =234

1
3-3"——.3"=234
9

1
3°(3——) =234
< 9>

26
= 3v =234
9

Emeljiik ki a 3”-t a bal oldalon.

Végezziik el a zardjelen beliil a kivonast.

26
9

Osszuk mindkét oldalt —-del.

9
T =234. — =38l
3 3 26 8
Ezzel sikeriilt elérniink, hogy olyannd véljon az egyenlet, mint amilyenekkel korabban foglalkoztunk. Irjuk
fel a 81-et 3 hatvanyaként.

3" =81=3*
A szigori monotonitds miatt = 4 kovetkezik ebbdl.

. Ebben az egyenletben nem az okoz problémadt, hogy valamelyik oldalon tobb tag van, hanem az, a két
oldalon kiilonb6zé alapu hatvany all. A kitevoket megvizsgalva azt latjuk, hogy azok egymds —1-szeresei.
Ezt kihasznalva tudjuk alakitani az egyenletet. El6szor dolgozzunk csak a jobb oldalon.

1
31’—2

5r—2 _ 32—z _ g-1(z~2) _ (3172)—1 _
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Szororzzuk mindkét oldalt 3*—2-nal.
5172 X 3x72 -1

Az azonos kitevdjli hatvanyok szorzatara vonatkozd azonossdgot haszndlva irjunk egyetlen hatvanyt a bal
oldalon.
5$—2 . 3$—2 — (5 . 3)1‘—2 — 15$—2 — 1

Ezzel elértiik azt, hogy egyenletiink olyanna valt, mint amilyenekkel korabban foglalkoztunk. Irjuk fel
most az 1-et is a jobb oldalon 15 hatvanyaként.

15%72 = 159

A szigorti monotonitas miatt ebbdl x — 2 = 0 kévetkezik, amibdl = = 2.

. Az elsédleges célunk most is az, hogy elérjiik, ugyanazon szam egy-egy hatvanya élljon az egyenlet
mindkét oldalan. Ehhez a bal oldali tortet bontsuk inkabb szorzattd, majd mindent irjunk fel 3
hatvanyaként.

1 2
27

3—3 . 3:!22 — (32)37
A hatvdnyozdas azonossdgait haszndlva mindkét oldalt irjuk 3 egyetlen hatvanyaként.

3&:2—3 — 323:
A szigorti monotonitas miatt ebbdl a kitevok egyenl6ség kovetkezik, azaz:
2 —3 =22

Mér csak egy masodfoku egyenletet kell megoldanunk. Rendezziik 0-ra az egyenletet, majd
helyettesitsiink a megolddképletbe.
22 —2x—-3=0
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T12 =

(=241 (3 _ [
2.1 3

Az egyenletnek tehat két megolddsa van, s ezek a —1 és a 3.

. Most is azt kellene elérniink, hogy ugyanazon szdm egy-egy hatvanya dlljon az egyenlet két oldaldn.

-2
Hasznéljuk ki, hogy % = <2> . Igy az egyenlet az aldbbiak szerint alakithatd.

() -6
()6

Ez a szigori monotonitds miatt a kitevék egyenléségét jelenti.
—2(2®—12)=9—2z
A kapott masodfoku egyenletet rendezziik 0-ra, majd helyettesitsiink a megolddképletbe.
202 424=9—2z
0=222—2—15

—(-1)£+/(-1)2-4-2-(-15) |3
2.2 125

T12 =

Az egyenletnek tehdt két megolddsa van, melyek 3 és —2.5.
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7-3. feladat: Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valés szdmok halmazdn!

25"~ 4+ 571 = 150

Megoldas: Az eddigi egyenletekben arra torekedtiink, hogy az egyenlet mindkét oldaldn csak egyetlen tag
szerepeljen, melyeket ugyanazon szam hatvanyaiként irunk fel. Ennél az egyenletnél ezt nem tudjuk elérni.
Felismerhet6 viszont, hogy a szerepl6 két hatvany esetében az egyik alapja, amasik alap négyzete, hiszen
25 = 52. Ezt felhasznélva az egyenletet tigy alakitjuk, hogy egy 1j ismeretlen bevezetésével masodfoku
egyenletet kapjunk. Elséként a hatvdnyozds azonossagait haszndlva érjiik el, hogy a kitevében mindegyik
helyen csak x alljon.

2571 . 25" +5' . 5% = 150
1 X x
%‘25 +5-5% =150

Célszer(i 25-tel szorozni mindkét oldalt.
25% 4125 - 5% = 3750

Ezutdn irjuk fel a 25-6t 52 alakban.
(5%)" + 125 - 5 = 3750

Az elsé tagban cseréljiik fel a két hatvanyozas sorrendjét.
(5%)% 4 125 - 5% = 3750
Vezessiik be az a = 5% 1j ismeretlent, igy masodfoku egyenletet kapunk.
a® + 125a = 3750

Mivel 5 > 0 minden valés = esetén, ezért kikotést tesziink az 4j ismeretlenre, mely szerint a > 0.
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Rendezziik az egyeneletet 0-ra és haszndljuk a megolddképletet.

a’? 41250 — 3750 = 0

2-1

125 — £4/1252 — 4 - 1 - (—=375) 25
.2 = ~ =150

A két megoldas koziil a —150 nem tesz eleget a kikotésnek, igy a tovdbbiakban csak a mdasik megoldéssal kell
foglalkoznunk. Az aldbbit kaptuk:
5% =25

A 25-6t irjuk fel 5 hatvanyként.
5:1? — 52

A szigorti monotonitas miatt pedig a kitevok megegyeznek, azaz x = 2.

(Ha a masodfoku egyenlet mindkét megoldasa pozitiv lett volna, akkor természetesen mindkettét egyenlévé
tennénk 57-nel, és az igy kapott két egyenlet mindegyike az eredti egyenlet egy megolddsat adnd.)

7-4. feladat: Oldjuk meg az alabbi egyenl6tlenségeket a valds szamok halmazan!
1.

1
2% > —
8

1\%
-] <81
(5) =

Megoldas:
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1. Az exponencialis egyenl6tlenségek megolddsat hasonléan kezdjiik, mint az egyenletek megoldasat.
Megprobaljuk elérni, hogy mindkét oldalon ugyanannak a szamnak egy-egy hatvanya alljon. Jelen

esetben irjuk fel az g-ot 2 hatvanyaként.

2¢ > 273
Mivel a 2 alapt exponencidlis fiiggvény szigorian monoton nd, ezért 2 két hatvanya koziil az a nagyobb,
amelyiknek nagyobb a kitevgje. A fenti egyenl6tlenség tehat csak akkor teljesiil, ha ugyailyen
egyenl6tlenség 4all fenn a kitevokre is, azaz: © > —3.
(Ha egy a® > a alakt exponencidlis egyenlétlenségben az exponencidlis alapja 1-nél nagyobb, akkor az a”

fliggvény szigori monoton névekedése miatt 1ényegében elhagyhatok az alapok, s a kitevok kozt
ugyanilyen egyenl6tlenség irhato fel, tehdt b > ¢.)

£ x p s . P | . .
2. Az el6z6 egyenl6tlenség mintdjara most a 81-et célszerd felirni 3 hatvanyaként.

1\ _/1\*
- < (=
(s) = ()
Mivel az — alapu exponencidlis fiiggvény szigorian monoton csokken, ezért az — két hatvanya koziil az a

nagyobb, amelyiknek a kitevéje kisebb. Ennek kévetkeztében a fenti egyenlétlenség csak akkor teljesiil, ha
a kitevék kozott forditott irdnyd egyenlétlenség all fenn, azaz x > —A4.

(Ha egy a® > a¢ alaku exponencidlis egyenlétlenségben az exponencidlis alapja 1-nél kisebb, akkor az a®
fliggvény szigori monoton csokkenése miatt a kitevék kozt forditott irdnyu egyenl6tlenség all fenn, tehat
b<e)



7-5. feladat: Hatdrozzuk meg a kovetkezd logaritmusértékeket!

1.
1g 100
2.
lo 1
g2 39
3. |
ln 674
4.
log, Va, (a>0,a#1)
Megoldas:

7. lecke, 11. oldal

1. Alog, a® = b azonossag alapj4n azt mondhatjuk, akkor kénnyti meghatdrozni egy szdm logaritmusét, ha a
szamot felirjuk a logaritmus alapjanak hatvanyaként. Ekkor a szdm logaritmusa az a kitevé, amire a
logaritmus alapjat emeltiik. Ezért most a 100-at fel kell irnunk a 10 hatvadnyaként. Bar most a jel6lésben
nincs kifrva a logaritmus alapja, de ne feledkezziink el arrdl, hogy a lg jel6lés ugyanaz, mintha log,,-et

irnank.

1g 100 = 1g 10 = (log;, 10%) = 2

2. Az el6z6ho6z hasonldan jarunk el, az 3—2—et felirjuk 2 hatvdnyaként, s a logaritmus értéke a kitevovel lesz

egyenlo.

1 _
logy o5 = log; 2 b= _5

3. Most természtes alapu logaritmus szerepel, ami azt jelenti, a logaritmus alapja az e szdm. Az In jel6lés
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ugyanaz, mintha log, szerepelne. Ezért most az — -t kell felirnunk e hatvdnyaként, s a kitevo lesz egyenl
(&
a logaritmus értékével.

1
In— =lne %= -4
He4 ne

4. Az el6zbekhez hasonldan az a feladatunk, hogy a /a-t az a szam hatvanyaként irjuk fel, s a keresett
logaritmusérték a kitevé lesz.

t 1
log, v/a = log, a3 = 3

7-6. feladat: Hatdrozzuk meg az aldbbi hatvanyok értékeit!

1.
310g9 7

2.

101g 3+1g9
3.

71—10g7 5
4.

e3t2 In5

Megoldas:

1. Ha egy hatvany kitevéje egy logaritmus, akkor a hatvany értékét abban az esetben tudjuk konnyen
meghatdrozni, ha a hatvany alapja megegyezik a logaritmus alapjaval, hiszen a logaritmus definici6ja
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szerint al°%® = h. Most tehat azt kell elérniink, hogy a hatvany alapjaban 3 helyett 9 szerepeljen. irjuk fel
ezért a 3-at 9 hatvanyaként.

1\ logg 7
310g9 T _ <9§>

Most alkalmazzuk a hatvadnyozas azonossagai koziil azt, hogy ismételt hatvanyozas estén a hatvanyozas

sorrendje felcserélhetd.
1
(9%> - (Qlogg 7) '

A zardjelen beliil most hasznaljuk a logaritmus definiciéjat, ezzel megkapjuk a keresett hatvany értékét.
1
(91°g9 7) o7 =7

. Most teljestil az, hogy a hatvany alapja megegyezik a kitevében szerepl6 logaritmusok értékével, de a
logaritmus definiciéjat csak akkor fogjuk alkalmazni, ha nem két logaritmus 6sszege fog ott dllni, hanem
csak egyetlen logaritmus. Ezért el6szor hasznaljuk fel a logaritmusnak azt az azonossdgat, mely szerint
azonos alapu logaritmusok 0sszege egyenlo a szorzat logaritmusaval.

101g3+1g9 — 101g(3-9) — lolg 27
Igy mar hivatkozhatunk a logaritmus definiciéjara.
10827 — (1010g10 27) — 97

. Bar a hatvany alapja, és a kitvében a logaritmus alapja megegyezik, mégsem tudjuk most sem alkalmazni
rogton a logaritmus definicidjat, mert a kitevoben nem csak egyetlen logaritmus all. Akkor tudunk a
kiilonbség helyett egyetlen logaritmust irni, ha a kiilonbség mindkét tagja azonos alapu logaritmus. Ezért
els6 1épésként az 1-et kell felirnunk 7 alapt logaritmusként. A log, a® = b azonosségot haszndlhatjuk fel, s
eszerint 1 = log, 7'. Irjuk ezt be a hatvany kitevéjébe.

71710g7 5 _ 710g7 7—log, 5
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Ezutan alkalmazzuk a kitevében az azonos alapu logaritmusok kiilonbségére vonatkozé azonossagot, mely

szerint hanyados logaritmusat kapjuk.
710g7 7—log;5 _ 7log7 %

Ezek utdn tudunk hivatkozni a logaritmus definici6jara.

710g7% — Z

. A hatvany alapja és a kitevoben 4ll6 logaritmus alapja megegyezik, de sajnos nem csak egyetlen
logaritmus van a kitevében. Az eddigiek utan nyilvanvald, hogy a kitevében 4ll6 3-at fel kellene irnunk
természetes alapt logaritmusként. Ismét a log, a” = b azonossagot hasznaljuk, s ebbél az kévetkezik, hogy
3 =Ine3, hiszen Ine? = log, 3. rjuk ezt be a hatvany litevéjében a 3 helyére.

3
63—|—21n5 — elne +2Inb

Mivel az egyik logaritmus el6tt egy szorzé all, ezért nem alkalmazhato a logaritmusok 0sszegére
vonatkozo azonossag. El6bb hasznaljuk azt, mely szerint ha logaritmust szorzunk, akkor a szorzé bevihet6
a logaritmusba hatvanykitevonek.

3 3 2 3
6lne +2Inb — 6lne +In5 _ elne +In 25

Most haszndljuk a logaritmusok 0sszegére vonatkozé azonossagot.

3 2 3. 3
elne +In5% _ eln(e 25) _ eln(25e )

Végiil hivatkozhatunk a logaritmus definicidjara.

In(25€%) _ (eloge(25e3)> = 25¢3
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7-7. feladat: Oldjuk meg a kovetkez6 logaritmikus egyenleteket!

1.

logsz =3
2.

lgx = -2
3.

Ine=—=

nxr 3
4.

log, 25 = —2
Megoldas:

1. Alogaritmikus egyenletek esetében el6szor mindig a sziikséges kikotéseket tessziik meg. Egyrészt
logaritmusa csak pozitiv kifejezéseknek 1étezik, vagy masképp mondva logaritmus mogotti kifejezés
nagyobb mint zérus, masrészt pedig logaritmus alapja is csak pozitiv lehet, de nem lehet egyenlé 1-gyel.
Jelen esetben az x > 0 feltételt jelenti ez.

Az egyszer( logaritmikus egyenletek megolddsa hasonlit az egyszer(i exponencialis egyenletek
megoldédsara. Mindkét oldalt ugyanazon alapu logaritmusként irjuk fel, s ekkor a logaritmusfiiggvények
szigorti monotonitdsa miatt a logaritmus elhagyhaté az egyenletbdl. Jelen esetben a jobb oldalon 4ll6 3-at
kellene felirnunk 5 alapt logaritmusként. A log, a® = b azonosség felheszndldséval 3 = log; 5° = log; 125.
frjuk ezt be az egyenletbe.

logs x = logs 125

Ebbdl az 5 alapu logaritmusfiiggvény szigorti monotonitdsa miatt x = 125 kovetkezik, ami megfelel a
kikotésnek.
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2. Most is az ¢ > 0 kikotéssel kezdiink.
Jarjunk el hasonléan, mint az elébb, a jobb oldalon 4llé —2-t irjuk fel 10 alapt logaritmusként.

_ 1
lgz =1g1072 = 1g1—02 =1g0.01

Ebbdl pedig a szigorti monotonitds miatt z = 0.01 kovetkezik, ami eleget tesz a kikotésnek.

3. Kikotésiink most is z > 0. .
Az el6z6ekhez hasonldan a —g-ot kell természetes alapu logaritmusként felirnunk.
1 1
Inz = —3 =Ine3 =1n Ve

A természetes alapu logaritmus szigori monotonitdsa miatt ebbdl z = /e kovetkezik. Ez természetesen
megfelel a kikotésnek.

4. Mivel x most a logaritmus alapjaban szerepel, ezért az x > 0 és x # 1 kikotést kell tenniink.
Az el6z6eknek megfeleléen most a jobb oldali —2-t irjuk fel 2 alapt logaritmusként.

1
log, 25 = —2 = log, 2 = log, —
x

A logaritmus szigori monotonitdsa miatt ebbdl az aldbbi egyenlet kovetkezik.

1
25 =—
22
Rendezziik at az egyenletet.
=
25

1
Enek az egyenletnek két megolddsa van: = = ig.

1
De mivel z-nek eleget kell tennie az x > 0 és x # 1 feltételeknek, ezért az eredeti egyenletnek csak x = 5
a megoldasa.
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7-8. feladat: Oldjuk meg a kovetkez6 logaritmikus egyenleteket!

1.
lgx =1g35+1g8 —1gb
2. |
Inz = §1n27—|—21n5
3.
lg(z —3) +1g(x +4) =1g(5z +9)
Megoldas:

1. Most is az = > 0 kikotéssel kezdiink.
Az el6zbekben hasznaltuk, hogy ha az egyenlet mindkét oldalan egyetlen, ugyanazon alapu logaritmus
szerepel, akkor a logaritmus elhagyhaté az egyenletbdl. Ha valamelyik oldalon nem csupan egyetlen
logaritmus van, akkor els6ként azt egyetlen logaritmussa kell alakitanunk. Jelen esetben a jobb oldalon
hasznaljuk fel azt, hogy logaritmusok 0sszege szorzat logaritmusaként, logaritmusok kiilonbsége pedig
hényados logaritmusaként irhaté.

35 -8
lgz =1g35+1g8 —1gh =1g(35-8) —lgh zlg? =1g42

Ezutan a 10 alapu logaritmus szigori monotonitasa miatt elhagyhaté mindkét oldalrdl a logaritmus, és az
x = 42 eredményt kapjuk, ami megfelel a kikotésnek.

2. Természetesen most is el6szor kikotjiik, hogy = > 0.
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Azutén a jobb oldalt egyetlen logaritmussa alakitjuk. A logaritmusok el6tt szorzdkat vigyiik be a
logaritmus mogé, igy hatvanykitevo lesz beléliik. Ahol lehetséges, ott irjuk egyszeriibben a hatvanyt.

Inx =1n (27%) +In52 =In V2741025 =In3 +1n25
Ezutdn alkalmazzuk a logaritmusok 0sszegére vonatkozd azonossagot.
Inz =In(3-25) =1In75

A szigord monotonitas miatt elhagyhatjuk a logaritmusokat.
Kapjuk: = = 75, s ez nyilvan eleget tesz a kikotésnek.

. Most nem csak egyetlen kikotéssel kell élniink, hiszen tobb kifejezés szerepel logaritmus mogott.
Mindegyikre ki kell kotniink, hogy nagyobb mint zérus.

Elsé kikotés: x — 3 > 0, amibél z > 3 kovetkezik.

Masodik kikotés: = + 4 > 0, ami x > —4-gyel ekvivalens.

Harmadik kikotés: 5x + 9 > 0, amib6l z > —g kovetkezik.

Mi azon halmazon keressiik a megoldast, melynek elemei mindhdrom kikotésnek eleget tesznek, s ez jelen
esetben az x > 3 feltételt jelenti.
Ezutdn most az egyenlet bal oldaldn alkalmazzuk a logaritmusok 6sszegére vonatkoz6 azonossagot.

lg((x—3)- (x+4)) =1g(5xz+9)
lg (acQ +x —12) =1g(5z +9)
A szigord monotonitds miatt elhagyhatjuk a logaritmusokat.
2’ +2—12=52+9
A kapott masodfoku egyenletet rendezziik 0-ra.

22 —d4r—21=0
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Helyettesitsiink a megolddképletbe.

T12 =

—(—4)£/(-4)2—-4-1-(-21) |7
2.1 - 1-3

A masodfoku egyenlet két megoldasa koziil csak a 7 felel meg a kikotésnek, igy az eredeti egyenletnek
csak ez a megoldasa.

7-9. feladat: Oldjuk meg a 2logs = — 9log, 3 = 17 egyenletet!

Megoldas: Tegyiik meg a sziikséges kikotéseket. Mivel = logaritmus mogott és logaritmus alapjaban is
szerepel, ezért az x > 0 és x # 1 feltételeknek kell teljesiilni.

Mivel az egyenletben két kiilonb6z6 alapti logaritmus szerepel, ezért az egyik logaritmus esetén at kell térniink
a masik logaritmus alapjara. Térjiink a4t most az = alapu logaritmusrdl 3 alapt logaritmusra. Ehhez haszndljuk

1 logs 3 ,
alog,x = %% % azonossagot. Ebbél azt kapjuk: log, 3 = %839 _ . Irjuk ezt be az egyenletbe.
logy a logsxz  logsx
2loggx —9 =17
logs

Célszertinek tlinik bevezetni az a = logs = 0j ismeretlent. Igy az egyenlet a kovetkezd lesz.
1
20 —9— =17
a
Mindkét oldalt szarozva a-val egy mdsodfoku egyenletet kapunk, amit rendezziink 0-ra.

24> —9=17a
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20> —1Ta —9=0

Helyettesitsiink a megolddképletbe.

—(-17) £ /(~17)2 —4-2.(-9) 9
a1 = 2.9 = _1

Ezutan két agon folytatjuk a megoldast.
Az els6 esetben logs x = 9.

frjuk fel a jobb oldalt is 3 alapt logaritmusként.
logs = = logy 37 = logs 19683
A szigorti monotonitas miatt a logaritmusok elhagyhatdk, s kapjuk x = 19683, ami megfelel a kikotéseknek.

1
A madsodik esetben logs = = —3

Ismét a jobb oldalt irjuk fel 3 alapu logaritmusként.

1 1
logs x = logg 372 = logy ﬁ
A szigorti monotonitds miatt elhagyva a logaritmusokat x = — kovetkezik, ami tgyszintén eleget tesz a

V3
kikotéseknek.

1
Az egyenletenek tehat két megolddsa van, a 19683 és az —.

V3
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7-10. feladat: Oldjuk meg az aldbbi egyenl6tlenségeket!

1.
Inz > 1
-3
2.
log% x> -3
Megoldas:

1. Alogaritmikus egyenletekhez hasonléan az egyenl6tlenségek esetében is kikotéssel kezdjiik a megoldast.
Jelen esetben az = > 0 feltételnek kell teljesiilni.
Ezutan ugy, mint az egyenletek esetében, azt szeretnénk elérni, hogy mindkét oldalon ugyanolyan alapt

logaritmus alljon. Irjuk fel tehat most az g-ot természetes alapu logaritmusként.

Inz > 1In e%
A jobb oldalon a tortkitevos hatvany helyett célszer(ibb gyokot irni.
Inz > 1n e

Mivel a természetes alapt logaritmusfiiggvény szigorian monoton novekvo, ezért két e alapu logaritmus
értéke koziil az a nagyobb, ahol nagyobb szdmnak vessziik a logaritmusat. A fenti egyenlé6tlenség tehat
csak akkor teljesiilhet, ha x > /e. Azon szdmok, amelyek ennek az egyenl6tlenségnek eleget tesznek,
azok mind megfelelnek a kezdeti kikotésnek is, igy a feladat megoldasa: = > /e.

(Ha egy log, b > log,, ¢ alaku logaritmikus egyenl6tlenségben a logaritmus alapja 1-nél nagyobb, akkor a
log,, = fliggvény szigori monoton névekedése miatt lényegében elhagyhaték a logaritmusok, s a mogottitk
allé szamok kozt ugyanilyen egyenlétlenség irhat6 fel, tehat b > c.)
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2. Most is kikotéssel kezdjiik a megoldast, az = > 0 feltételnek teljestilni kell.

Az el6z6 egyenl6tlenség mintdjara most a —3-at célszer felirni 3 alapu logaritmusként.

-3
1
log: = > log1 <2>
2 2

Végezziik el a jobb oldalan a hatvanyozast.

log: x > log1 8
2 2

1 1
Mivel az 2 alapu logaritmusfiiggvény szigorian monoton csokken, ezért két B alapu logaritmus koziil az a

nagyobb, amelyik mogott kisebb szam 4ll. Ennek kovetkeztében a fenti egyenl6tlenség csak akkor teljesiil,
ha a logaritmusok mogotti szamok kozott forditott irdnyd egyenl6tlenség all fenn, azaz x < 8. Mivel ezen
egyenlé6tlenségnek eleget tevé szamok nem mind felelnek meg a megoldas elején tett kikotésiinknek, igy a
kikotésben szerepl6 feltételt csatolni kell ehhez. Ennek kovetkeztében az egyenl6tlenség megoldasa:

0 <z < 8lesz.

(Ha egy log, b > log, c alaku logaritmikus egyenl6tlenségben a logaritmus alapja 1-nél kisebb, akkor a
log,, = fliggvény szigoru monoton csokkenése miatt a logaritmusok mogott allé szamok kozt forditott
iranyu egyenl6tlenség all fenn, tehat b < ¢.)

7.2. Ellend6rzo kérdések
Kviz

1 x
1. Mi az <81> = 3 exponencidlis egyenlet megolddsa?

4 —4

W=
=
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. Mely szamok megoldédsai a — = — egyenletnek?

16 8@
1, -4 1,4 1, —4

12
. Mely szamok megoldasai a 5% + 5—5 = 30 egyenletnek?

1, —2 ~1,2 1, -2

1\* ¥ i
. Mi a megoldasa az (7> > 49 egyenlo6tlenségnek?

1
r < =2 x> —2 xr < —5
. Mivel 16 logy, —— ?
ivel egyenld logs -
1 1
- —= 3
2 2
. Mivel egyenlé a 2419825 hatvany?
1 5 16
5 4 5
1
. Mi a logg © = —— egyenlet megolddsa?
1
V3 — 9
V3
.Mia2lgz =1g16 + lg4 egyenlet megoldasa?
2 4 8

. Melyik szdmok megolddsai a log, x + log, 4 = 2.5 egyenletnek?

2,8 2,16 4,8
Mi a megoldésa az lg z > —2 egyenl6tlenségnek?

7. lecke, 23. oldal

1,4

1,2

T > —=

O =

16

4,16
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x > 100
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8. Miiveletek fiiggvényekkel

8.1. Bevezet)

A fiiggvény a matematika egyik legfontosabb fogalma.

8-1. definici6: Ha az A halmaz minden eleméhez egyértelmiien hozzarendeljiik a B halmaz egy elemét,
akkor egy fiiggvényt definialtunk. Azt, hogy az f fliggvény az A halmaz elemeihez rendel B-beli elemeket igy
jeloljiik:

f:A— B
Az f fiiggvény esetén = € A-hoz rendelt B-beli elemet f(z) jeloli. Az A halmazt az f fliggvény értelmezési
tartomdnyanak hivjuk és D s-el is jeloljiikk. Azon B-beli elemeket, amelyeket hozzarendeltiik valamelyik A-beli
elemhez, azaz az
{y € B| van olyan = € A, hogy f(z) =y}

halmazt az f fliggvény értékkészletének hivjuk, és R ;-el jeloljiik.

Egy fliggvényt ugy definidlunk, hogy megadjuk az értelmezési tartomdanyat és elbirjuk a hozzarendelési
utasitasat. Az f(x) formuldban az z-et fiiggetlen valtozénak vagy argumentumnak hivjuk, az x helyett mas
bettit is haszndlhatunk.

8-2. definicid: Két fiiggvény egyenld, ha azonosak az értelmezési tartomdnyaik, és egyenl6 a két hozzaren-
delési utasitas.

Ebben a tananyagban csak olyan fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyek esetén az értelmezési tartomany és az
értékkészlet is a valds szamok halmaza. Az ilyen fiiggvényeket egyvaltozos valds fiiggvényenek hivjuk. Az
egyvaltozds valds fliggvények tehdt valds szamokhoz rendelnek valés szamokat. A hozzarendelési utasitast
szinte minden esetben egy képlettel adjuk meg, amelyik azt adja meg, hogy az értelmezési tartomdanyba esé6 x
szambdl hogyan kell kiszdmolni az f(z) szdmot.
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Legyen f és g két egyvaltozos valds fiiggvény.

8-3. definicio: Az f és a g fliggvények Osszege az a h = f + g fiiggvény, amelyre Dy, = Dy N Dy, és x € Dy,
esetén h(z) = f(z) + g(x).

Az f és a g fiiggvények kiilonbsége az a k = f — g fliggvény, amelyre D, = Dy N Dy, és x € D), esetén
k(z) = f(z) — g(x).

Az Osszeg és a kiilonbség hozzarendelési utasitisaban semmi meglepd sincs, és az is természetes, hogy csak
olyan z-re tudjuk kiszamolni az 0sszeget és a kiilonbséget, ahol mindkét tag értelmezve van, ez éppen az
értelmezési tartomanyok metszete.

Hasonldan egyszer( a helyzet a szorzas esetén is.

8-4. definicié: f és g szorzata az a h = fg fliggvény, amelyre D, = Dy N Dy, és x € Dy, esetén h(z) =
f(x) - g(x).

Fliggvének hdanyadosa esetén még arra is figyelni kell, hogy a nevez6ben nem allhat nulla. A
Dy \ {z € Dgy| g(x) = 0} halmaz a D,-nek azokbdl az = elemeibdl &ll, amelyekre g(x) # 0.

8-5. definicio: f és g hanyadosa az a h = ; fiiggvény, amelyre Dy, = Dy N (Dy \ {x € Dy| g(z) = 0}), és
f(z)

x € Dy, esetén h(x) = —=.
) 9(x)
Ha f fiiggvény, o € R valds szdm, akkor az f + «, af, % képletekben a-ra gy tekintiink, mint a D;-en
értelmezett g(z) = o konstans fliggvényre.

A fiiggvények 0sszeadasa €s szorzasa kommutativ és asszociativ miivelet, és a szorzas disztributiv az
Osszeaddsra nézve. Ezeket foglalja 0ssze a kdvetkezd tétel.
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8-1. tétel:
frg=9+f  fa=gf (42)
(f+9)+h=f+g+h), (foh=Ff(gh) (43)
(f +9)h = fh+ gh. (44)
Jegyezziik meg viszont, hogy altaldban ZLL # i:, mert az értelmezési tartomdnyok kiilonboznek.

Kiilonosen fontos fiiggvény miivelet a kompozicio.

8-6. definici6: f és g kompozicidja az a h = g o f fliggvény, amelynek értelmezési tartomdnya D, = {x €
Dy¢|f(x) € Dy}, és x € Dy, esetén h(z) = g(f(x)).

A g o f kompozicidban az f a belsé fliggvény, a g a kiilsé fliggvény.
8-2. tétel:

fog#gof, (fogloh=fol(goh). (46)

A kompozicié miivelete tehat nem kommutativ, de asszociativ.

A kompozici6 soran kapott fliggvényt osszetett fliggvénynek hivjuk. Majdnem minden fiiggvény, amivel
foglalkozni fogunk Osszetett fliggvény.
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8. abra. Az f és a g fliggvények kompozicidja.
8-1. feladat: Tekintsiik az f(z) = z — 2, Dy = [-1,3] és a g(z) = (z — 1)?, D, = (0,00) fiiggvényeket.
Hatdrozzuk meg az f + g és az f — g fliggvényeket.
Megoldas: Mivel Dy N Dy = (0,3], h = f + g esetén
hz)=2—-2+@x—-1)=2>-2—1, D,=(03],

k= f — g esetén
k(r)=2-2—(z—1)2=—-2+32 -3, Dp=(03]

8-2. feladat: Tekintsiik az f(x) = sinz, Dy = Rés a g(z) = Inz, D, = (0,00) fiiggvényeket. Hatarozzuk
meg az fg fliggvényt.

Megoldas: Mivel Dy N Dy = RN (0,00) = (0,00) a h = fg fiiggvény az a fliggvény, amelyre

h(z) = f(z)g(x) =sinz-Inx, Dp = (0,00).
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1
8-3. feladat: Legyen f(x) = 2z — 4, Dy = R, és hatdrozzuk meg az 7 fliggvényt.

Megoldas: Az értelmezési tartoméany meghatdrozdsakor azt kell figyelembe venni, hogy abban nem lehet
olyan szdm, amelyre a nevez6 nulla. Most f(x) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha = 2. A szdmléaléban 1évé 1-et

1
a Dy folott értelmezett konstans 1 fiiggvénynek tekintve a h = 7 fliggvény értelmezési tartomdanya

Dy = Dy 0\ (Dy\ {z € Dy f(x) = 0}) = Dy \ {x € Dy| f(x) = 0}
hiszen a metszet masodik tagja részhalmaza az elsének. Tehat
Dy = Dy \{z € Dy| f(z) =0} =R\ {2} = (—00,2) U (2,00).

A hozzdrendelési utasitas pedig
h(w) = 7o = 5
= f(z) 22 —4°

8-4. feladat: Tekintsiik az f(z) = 22— 1, Dy = Rés a g(x) = 2—/x, Dy = [0,00) fiiggvényeket. Hatdrozzuk

meg az ; és a % fliggvényeket.

Megoldéas: Nézziik a h = f tort fliggvényt. El6szor meghatdrozzuk a nevezd gyokeit. g(z) = 0 pontosan

akkor, ha « = 4. Ezt a szamot kell elhagyni a D -bdl és venni az igy kapott halmaznak és D ¢-nek a metszetét.
Ez lesz D;,. Tehat

Dy = Dy 0 (Dy\ {o € Dyl g(a) = 0}) = RN ([0,00) \ {4}) = R N ([0,4) U (4,00)) = [0.4) U (4,00).

A h fiiggvény hozzarendelési utasitasa nyilvan




8. lecke, 6. oldal
Ak =Y tort fiiggvény esetén az f fiiggvény gyokeinek halmazara van sziikségiink. Ez a {—1,1} halmaz. igy

R\ {-1,1} = (—00, — 1) U (=1,1) U (1,00). Teh4t
Dy (Dy\ {z € Dyl f(z) = 0}) = [0,00) N ((—00, — 1) U (—1,1) U (1,00)) = [0,1) U (1,00).

A k fiiggvény hozzarendelési utasitdsa is konnyt

8-5. feladat: Hatdrozzuk meg az f(z) = 2%, Dy = R és a g(x) = 2z — 1, D, = R fiiggvények esetén a g o f
és a f o g kompozicidkat.

Megoldas: Kompozicié esetén hasznos egy fiiggvényre tigy gondolni, hogy az az argumentumat alakitja at,
éppen a hozzarendelési utasitds mondja meg, hogy mit "csindl" az argumentumaval. A fenti f fliggvény
négyzetre emeli az argumentumat, barmi is az, a g fliggvény pedig az argumentuma kétszeresébdl kivon egyet.

Ezek utdn nézziik elészor a h = g o f kompozicidt. Most az f a belso, g a kiilsé fiiggvény. Mivel a kiilsé g
fliggvény esetén D, = R, az f(x) € D, minden x € Dy-re, tehdt Dy = Dy = R. Meg kell még hatdrozni a
hozzarendelési utasitast. Legyen = € Dj,. Ekkor

h(z) = g(f(x)) = g(a?) = 227 — 1.

Ak = f o g kompozicié esetén g a belsd, f a kiils6 fliggvény, és mivel most a kiilsé f fliiggvényre Dy = R, igy
g(x) € Dy minden x € Dy-re, tehdt Dy, = D, = R. A hozzarendelési utasits pedig tetszéleges x € Dj-ra

k(z) = flg(x)) = f2r —1) = (22 — 1)* = 42% — 42 + 1.

Lathatjuk, hogy fog # go f.
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8-6. feladat: Legyen f(z) = /z + 1, Dy = [0,00), és hatdrozzuk meg az f o f fiiggvényt.

Megoldas: Ugyanugy, mint példaul az 6sszeadas esetén is lehet a két tag ugyanaz, kompozicio esetén is lehet
a két tényz6 ugyanaz, ha a bels6 fliggvény értékkészlete részhalmaza a kiilsé fiiggvény értelmezési
tartomanyanak. Mivel tetszéleges nemnegativ z-re \/z + 1 is nemnegativ, ez most teljestil. Ah = fo f
kompozicid esetén tehdt Dy, = [0,00). Az f fliggvény gyokot von az argumentumdbdl és azt megndveli eggyel,
tehat x € Dy, esetén

hz) = f(f(z) = f(Vx+1)=/Vz+1+1.

8-7. feladat: Legyen f(x) =1Inz, Dy = (0,00), g(z) = \/z, Dy = [0,00) és hatdrozzuk meg a g o f fiiggvényt.

Megoldas: A kiilsé fiiggvény, a g, csak nemnegativ szdmokra van értelmezve, tehat a kompozici6 értelmezési
tartomanyaba a belsé fiiggvény értelmezési tartomdnyabdl, a D-bél, csak azok az x szdmok tartoznak bele,
amelyekre f(x) > 0. Mivel a logaritmus fiiggvény 1-nél nagyobb vagy egyenl6 szdmokra vesz fel nulldndl
nagyobb vagy egyenl6 értékeket a h = g o f fiiggvény értelmezési tartomdnya D, = [1,00). A hozzdrendelési
utasitas: minden xz € Dj-ra

W) = g(f(@)) = g(lnz) = Vina.

1
8-8. feladat: Tekintsiik az f(z) = 2* + 2, Dy = R, a g(x) = =, Dy = (—00,0) U (0,00) és a h(z) = sin(2z),
X
D, = R fiiggvényeket. Hatdrozzuk meg a k = h o g o f fiiggvényt.
Megoldas: Csak a g fiiggvény jelent korldtozdst, a mdasik két fiiggvény barmilyen argumentumra értelmes.

Azok az z valds szdmok alkotjak tehdt a Dy-t, amelyekre f(x) # 0, mert nulldval nem oszthatunk. Mivel
f(x) = 0 pontosan akkor, ha z = —1 vagy = = 0. Ezt a két szamot kell kizdrni az f értelmezési tartomanyabol.
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fgy Di, =R\ {~1,0} = (=00, — 1) U (=1,0) U (0,00). A hozzarendelési utasitas pedig: minden = € Dj-ra

kle) = hlole) = hlala? +0) =1 (2 ) =sin (55 ).

A kovetkez feladatokban eltekintiink a kompozicidkban szerepl6 fiiggvények értelmezési tartomanyanak
vizsgalatatol és csak a hozzarendelési utasitasokra koncentralunk. Ha a kompoziciéban minden tényezét a
lehetséges legb&vebb értelmezési tartomanyaval szerepeltetiink, akkor a kompozici6 értelmezési tartomanya a
kompozicié hozzarendelési utasitasanak lehetséges legb&vebb értelmezési tartomanya. A kovetkezé lecke
foglalkozik azzal, hogy milyen mddszerekkel lehet ezt a halmazt meghatdrozni.

8-9. feladat: Legyen f(z) = 2% + 2 és g(z) = \/x. Hatdrozzuk mega h = go f és a k = f o g fliggvények

hozzéarendelési utasitasat.
Megoldas:

h(z) = g(f(x)) = g(a® +2) = Va? + 2.
De szamolhattunk volna a kévetkezé mddon is:
h(z) = =/ 2 +
a végeredmény persze ugyanaz.
A k fiiggvény hozzarendelési utasitasat is meghatarozzuk mindkét tton:
k(z) = fg(x) = f(V2) = (Vo) +2 =2 +2,

illetve

k() = F(9(@) = (9(2)® +2 = (VB +2 =2 +2.

Az elején Onellendrzés és gyakorlas miatt érdemes mindkét titon meghatarozni a kompozicié képletét.
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1 1
8-10. feladat: Legyen f(z) = x4+ — ésg(z) = p— Hatdrozzuk mega h = go f ésa k = f o g fliggvények
77 x—

hozzarendelési utasitasat.

Megoldas:

Ugyanezt igy is irhattuk volna

vagy a masik sorrendben

X
&
I
~
—~
Q
—
&
I
2
&
+
|

- 4zl
g(z) x—1+x

8-11. feladat: Legyen f(z) = = + /x. Hatdrozzuk meg a g = f o f fliggvény hozzdrendelési utasitdsat.

Megoldas: Mindkét uton szdmolva

9(@) = F(f(@)) = [z +VE) =2+ Va+ 2+ v,
o(x) = F(F(@)) = (&) + T@) =2+ VE+ 2+ V&

Sokszor van arra sziikség, hogy egy Osszetett fliiggvényt felbontsunk egyszertibb fliggvények kompozicidjara.

Fontos megjegyezni, hogy ezt mindig tobb mddon is meg lehet tenni, tehat az ilyen feladatnak nem csak egy
megoldésa van.
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8-12. feladat: Legyen h(z) = cos(2z — 1). Adjunk meg olyan f és g fliggvényeket, hogy h(z) = g(f(z))
teljesiiljon. (Azaz h = g o f legyen.)

Megoldas: Egy lehetséges megoldds: f(x) = 2z — 1 és g(x) = cosz. Ekkor valéban
h(z) = g(f(x)) = g(2z — 1) = cos(2z — 1).
Egy masik megoldas: f(x) = 2x és g(x) = cos(x — 1). Ekkor is
h(z) = g(f(z)) = cos(f(x) — 1) = cos(2x — 1).

8-13. feladat: Alftsuk el6 a k(x) = cos(2z — 1) fiiggvényt harom fiiggvény kompoziciéjaként.
Megoldas: Legyen f(z) = 2z, g(z) = = — 1, h(x) = cos z. Ekkor valéban
k(z) = hg(f(x))) = h(g(22)) = h(2z — 1) = cos(2z — 1).
Vagy mas sorrendben szamolva

k(x) = h(g(f(x))) = cos(g(f(x))) = cos(g(2x)) = cos(2z — 1).

Van még négy tovabbi szamoldsi sorrend, az olvasé végigprébalhatja 6ket.

8-14. feladat: Keressiink olyan f linedris fiiggvényt, hogy a g(z) = 4z + 3 fliggvény elballjon g = fo f
alakban.

Megoldas: Ha f linedris fiiggvény, akkor f(z) = ax + [ alkalmas o, € R valds szamokkal. Ekkor
f(f(2)) = alax + B) + = oz + af + B. Olyan o, szdmokat keresiink, hogy minden z € R esetén

g(z) =4z +3 =’z +af+ B = f(f(z))
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legyen. Ez akkor teljesiil, ha a® = 4 és a8 + 3 = 3. Ezt a kétismeretlenes nemlinedris egyenletrendszert kell
megoldanunk.

Az els6 egyenletbdl o = 2 vagy o = —2.

Ha « = 2, akkor a masodik egyenletbdl 25 + 3 = 3, amibdl g = 1.

Ha o = —2, akkor a masodik egyenletb6l —23 + 3 = 3, amibdl § = —3.

Tehat két megoldds is van: fi(z) = 2x + 1 és fa(x) = —2x — 3. Mindketté megoldds, hiszen

dr+3=g(z)= fi(fi(z)) =2Q2z+1)+1 =4z + 3,

illetve
dr +3 =g(z) = fo(fa(z)) = —2(-22—3) —3 =42+ 6 —3 =4z + 3.

8-15. feladat:

Megoldas:

8.2. Ellen6rzo kérdések
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9. Ertelmezési tartomany

9.1. Bevezetd
Egy fliggvény definidlasdhoz két adatra van sziikség: el6 kell irni, hogy mi az értelmezési tartomdny, és meg

kell adni a hozzarendelési utasitast.

Gyakran mégis csak a hozzarendelési utasitast adjuk meg. Ilyenkor azzal a megallapodassal éliink, hogy az
értelmezési tartomany a valos szamoknak az a legb6vebb részhalmaza, amelyre a hozzarendelési utasitas
értelmezhet6. Idénként sziikség van ennek a halmaznak a meghatdrozasara.

Ezt a halmazt gyakran egyenlétlenség vagy egyenltlenség rendszer megoldashalmazaként lehet megkapni.
Maskor gy, hogy elhagyjuk a valés szamok koziil azokat, amelyekre a hozzarendelési utasitds nem
értelmezheto.

Sokszor megtehetd, és célszert is az értelmezési tartomanyt diszjunkt intervallumok uni6jaként felirni.

Az értelmezési tartomanyok meghatarozdsahoz ismerni kell a legfontosabb elemi fiiggvények értelmezési
tartomanyat.

9-1. feladat: Hatdrozzuk meg az f(z) =

Er— fliggvény értelmezési tartomanyat.
x [R—

Megoldas: Mivel egyediil a 0-val nem lehet osztani, a fenti tort minden olyan x-re értelmes, amelyre a nevez6
nem nulla. 2z — 4 = 0 pontosan akkor, ha x = 2.

Igy az értelmezési tartomény a
Dy =R\ {2} = (—00,2) U (2,00)

halmaz.
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9-2. feladat: Hatdrozzuk meg az f(z) = v/2x + 6 fliggvény értelmezési tartomdanyat.

Megoldéas: Gyokot vonni nem negativ szadmbdl lehet, tehat azokat az z-eket keressiik, amelyekre
2x+6 > 0.
Az értelmezési tartomany ennek az egyenlétlenségnek a megolddshalmaza.
Mivel 2z + 6 > 0 pontosan akkor teljesiil, ha x > —3, az értelmezési tartomdny a
Dy = [-3,00)

halmaz.

3x+ 12

o210 fliggvény értelmezési tartomdnyat.
7 —

9-38. feladat: Hatdrozzuk meg az f(z) =

Megoldas: Most két feltétel van. Egyrészt a szamldléban 1évé gyokvondas miatt teljestilni kell a
3xr+122>0

egyenl6tlenségnek. Mdsrészt, mivel a nevezében van, 2z — 10 nem nem lehet nulla. Az értelmezési tartomanyt
tehat ugy kapjuk, hogy a fenti egyenlétlenség megolddashalmazabdl elhagyjuk a 2z — 10 = 0 egyenlet
megoldasat.

3x + 12 > 0 pontosan akkor, ha z > —4, tehdt az egyenl6tlenség megolddshalmaza [—4,00). A2z — 10 =0
egyenlet megoldasa x = 5. Ezek felhasznalasaval az értelmezési tartomany a

Df = [_4700) \ {5} = [_475) U (5,00)

halmaz.
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9-4. feladat: Hatdrozzuk meg az f(z) = /8 — 4z + logs(2z + 8) fiiggvény értelmezési tartomdnyat.

Megoldéas: Most is két feltétel van. Egyrészt teljestilni kell a

8—4x >0
egyenl6tlenségnek. Masrészt a

2r4+8>0
egyenl6tlenségnek is, hiszen logaritmusat csak pozitiv szamnak vehetjiik.
Ha az els6 egyenl6tlenség megolddshalmazdt H,, a masodikét Hy jeloli, akkor Dy = Hy N Ho.
8 — 4z > 0 pontosan akkor, ha = < 2, tehat H; = (—c0,2]. 22 4+ 8 > 0 pontosan akkor, ha x > —4, tehat

Hjy = (—4,00). Ezeket felhaszndlva

Df =H NH; = (—00,2] N (—4,00) = (—4,2].

Va2 +3x—4

——— fiiggvény értelmezési tartomanyat.
= —x —20

9-5. feladat: Hatdrozzuk meg az f(z) =

Megoldas: Ismét csak két feltétel van.

2?2 4 3z — 4 > 0, az ezt kielégit6 szdmok halmaza legyen Hy, és x> — x — 20 # 0, az ezt kielégit6 szdmok
halmaza H,. Ekkor Dy = Hy N H,. (Igy ugyanazt kapjuk mintha H,-bdl elhagynank a nevezd gyokeit.)

Az 2% + 3x — 4 = 0 egyenlet gyokei —4 és 1, a parabola felfelé nyild, tehat a mésodfoku polinom a gyokeiben és
a gyokein kiviil nemnegativ, azaz H, = (—oo, — 4] U [1,00).

A z? — 2 — 20 = 0 egyenlet gyokei —4 és 5, tehdt Hy = R\ {—4,5} = (—o0, — 4) U (—4,5) U (5,00).
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9. abra. A Hy, Hs halmazok és a metszetiik.

A H; és H, halmazok metszetét grafikusan hatarozzuk meg. Felvesziink egymas alatt harom szamegyenest
ugy, hogy a harom origé egy fliggdleges egyenesbe essen és mindegyiken ugyanakkora legyen az egység. A
legfelsén a H; halmazt, a kozépsoén a Ho-t, az alsén a metszetiiket abrazoljuk. Ez utdbbit tigy kapjuk, hogy
ezen a szamegyenesen megjeloliink minden pontot, amelyik a folotte 1évé mindkét szamegyenesen meg van
jelolve.

Ezt lathatjuk a (9.) dbran.

Innen leolvashatjuk, hogy
Dy = Hy N Hy = (—00, —4) U[1,5) U (5,00).

9-6. feladat:

Megoldas:

9.2. Ellen6rz6 kérdések
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10. Fiiggvénytranszformacidk

10.1. Bevezeto
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11. Szamtani és mértani sorozatok, pénziigyi alkalmazasok

11.1. Bevezeto

Az egyik legfontosabb fogalom a matematikdban a hatarérték, mellyel els6ként a sorozatok esetében
talalkozunk. Ezért is fontosak szamunkra a sorozatok. A kés6bbi tanulmanyok megkonnyitése érdekében,
ebben a leckében felelevenitjiik a kozépiskolaban oktatott sorozatokra vonatkozo ismereteket, valamint a

hozzajuk kapcsolddd pénziigyi alkalmazdsokat, mint a kamatszamitds és a jaradékszdmitas.

11-1. definicié: Az {a,} sorozatot szdmtani sorozatnak nevezziik, ha létezik olyan d szam, amelyre teljestil,
hogy a,,+1 = a, + d minden n > 1 esetén. A d szamot a sorozat differencidjanak (kiilonbségének) nevezziik.

A szamtani sorozatok esetén igazak az alabbi 0sszefiiggések.

11-1. tétel:

apn=a1+(n—-1)-d (47)

Gy — On4l + On—1 (48)

2
n
Sn = 5(@1 + an) (49)
n
Sp = 5(2(11 +(n—1)-d) (50)

11-2. definicié: Az {a,} sorozatot mértani sorozatnak nevezziik, ha a; # 0, és létezik olyan ¢ # 0 szam,
amelyre teljesiil, hogy a,,+1 = a, -¢ minden n > 1 esetén. A ¢ szdmot a sorozat kvéciensének (hanyadosanak)

nevezzik.
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A mértani sorozatok esetén igazak az aldbbi Osszefiiggések.

11-2. tétel:
an =a1-q" (51)
al = ap_1 - Gn41 (52)
_ o q
Sn—al-q_l ha ¢#1 (53)

11-1. feladat: Hatdrozzuk meg a kétjegyli 9-cel oszthat6 szdmok 6sszegét!

Megoldas: Az els6 kétjegyti 9-cel oszthatd szam a 18, s ezutdn minden 9-dik szam oszthato 9-cel, a
legnagyobb 9-cel oszthaté kétjegyli szdm pedig a 99. A kovetkez6 Osszeget kell tehat kiszdmolnunk:

18+274+364---+99.

Az 6sszeg tagjai olyan szamtani sorozatot alkotnak, melynek elsé tagja a; = 18, és differencidja d = 9. Meg
kellene hataroznunk, hogy a sorozat hany tagjat 0sszegezziik. Az 6sszeg utolsé tagjara irjuk fel az
ap, = aj; + (n— 1) - d 6sszefiiggést. Kapjuk:

99 =18+ (n — 1) - 9.

Ebbdl az egyenletbdl kovetkezik, hogy n = 10, tehdt a sorozat elsé 10 tagjat 6sszegezziik. Ezutdn az 6sszeg

mar konnyen kiszamolhatd:

10 10
S0 = ?(al + alo) = ?(18 + 99) = 585.
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11-2. feladat: Egy szadmtani sorozat 6todik tagja 14, nyolcadik tagja 23. Hatdrozzuk meg a sorozat els6
tagjat és differencidjat, valamint az elsé 20 tag Osszegét!

Megoldas: A feladat szovege szerint
as =a1+4d =14 és ag =a; + 7d = 23.

Lényegében egy kétismeretlenes egyenletrendszert kaptunk, melyben a sorozat elsé eleme és differencidja az
ismeretlenek. Célszer(i ag-bdl kivonni as-0t, mert igy a 3d = 9 egyismeretlenes egyenletet kapjuk, melybdl
d = 3. Ezt visszahelyettesitve valamelyik egyenletbe az a; = 2 értéket kapjuk. Az elsé 20 tag Osszegét most az

Sy =12

5 (2a1 + (n — 1) - d) Osszefiiggésbdl célszerli szamolni. Eszerint:

2
520:?0(2-”(20—1)-3):610.

11-3. feladat: Egy szdmtani sorozat elsé harom tagjanak 6sszge 30, valamint tudjuk, hogy a harmadik tag
az els6 tag négyszerese. Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat és differenciajat!

Megoldas: Induljunk ki a az els6 hdrom tag 6sszegébdl:
Ss =aj; + a2 + as.
Fejezziik ki most a1-et és agz-at az as €s a differencia segitségével.
a1=a2—d és a3:a2+d

[rjuk be ezeket az Gsszegbe.
S3 = (agfd)qLang(angd) = 3as
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Ebboél as = 10 kovetkezik. Ezutdn az els6 és a harmadik tag mar

a1:10—d és a3:10+d
forméban irhaté fel. Hasznaljuk fel, hogy a harmadik tag az elsé tag négyszeres, azaz
a3 = 4a;, vagy masképp 10+ d = 4(10—d)

Ebbdl az egyenletbdl d = 6 kovetkezik, majd ezt felhasznélva a; = 4.

11-4. feladat: Egy mértani sorozat negyedik tagja nyolcszor akkora, mint az elsé tag, tovabba tudjuk, hogy
a harmadik és 6todik tag 6sszege 100. Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat és kvociensét!

Megoldés: A feladat szdvege szerint a, = Sa;. Tudjuk azonban azt is, hogy a4 = a1 - ¢3. Tehét ¢> = 8, amibél
g = 2. Irjuk fel a sorozat harmadik és 6todik tagjat az elsé tag és a kvéciens segitségével.

2 4
az=a1-q S as5=4ai-q

Felhasznalva, hogy ¢ mar ismert:
as = 4aq és as = 16a;.

A feladat szovege szerint ezen két tag Osszege
as + a5 = 100, azaz 4a; + 16a; = 20a; = 100.

Ebbdl kovetkezik, hogy a sorozat elsé eleme a; = 5.
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11-5. feladat: Egy mértani sorozat harmadik tagja tizenhatszor akkora, mint az els6 tag, tovabbd tudjuk,
hogy a masodik és negyedik tag szorzata 2304. Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat és kvociensét!

Megoldas: Jérjunk el hasonléan, mint az el6bb, azaz irjuk fel kétféle médon a harmadik tagot.
az = 16a; illetve a3 =a; - ¢°

Ebbél kovetkezik, hogy ¢? = 16. Vigydzzunk, ennek az egyenletnek két megolddsa van, ¢ = 4 és ¢ = —4.

[rjuk fel a sorozat mésodik és negyedik tagjat az elsé tag és a kvéciens segitségével.
_ _ 3
a2 =ay-q S a4=40ai-q

A feladat szovege szerint ezen két tag szorzata as - aq = 2304. Az a2 = a,_1 - a,.1 Osszefiiggés alapjan ez
egyenl6 a harmadik tag négyzetével, azaz a3 = as - a4, s ebbdl a% = 2304. Most is vigydzzunk, mert ismét két

megoldds van a3 = 48 és a3 = —48. Ezutan a sorozat els6 elemét az a3 = 16a; Osszefiiggésbdl kapjuk. Mivel
két értéket kaptunk as-ra, ezért két értéket kapunk a; esetében is, ezek a1 = 3 és a; = —3. Ezutdn gondoljuk

végig, hany sorozat felel meg a feladat feltételeinek. Mivel a-re és ¢-ra is két értéket kaptunk, ezért 6sszesen
négy sorozat lesz megoldasa a feladatnak. Ezek az alabbiak:

.CL]_:_3 éS q:_4)
e a;=-3 és q=4,
ea =3 és q=—4,

ea; =3 és qg=4.
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11-6. feladat: Egy mértani sorozat els6 hdrom tagjdnak Osszege 26, az elsé hat tag Osszege pedig 728.
Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat €s kviciensét, valamint az elsé tiz tag 0sszegét!

Megoldas: A feladatot két féle modon is megoldjuk. Az els6 megoldasban a mértani sorozat els6é n tagjanak

Osszegére vonatkozé S, = a; - a 1 Osszefiiggést haszndljuk fel. Irjuk ezt fel az els6 hdrom és az els6 hat tag

7 q_
eseten. 3 6
-1 -1
Ss=ay -2 — 2 és Sg=a; 2 — 728
qg—1 q—1
Vegytik Sg és S3 hdnyadosat.
¢ —1
S5 _ " g-1 _ 702
Sy ¢#—-1 26
ai -
q—1

Elvégezve az egyszerisitéseket, az alabbi egyenletet kapjuk:

Mivel ¢% = (¢*)” ezért a szdmlaléban egy a® — b? tipusti kifejezést ismerhetiink fel, amit szorzattd alakithatunk.

2
?-1  ¢-1 ¢ -1

Ujabb egyszerfisités utdn a kovetkezé egyeletet kapjuk:

¢ +1=28
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amibdl ¢ = 3 kovetkezik. Helyettesitsiik ezt vissza az els6 harom tag 0sszegére vonatkozo Osszefiiggésbe.

3B -1
3-1

53 =aj - = 13(11 = 26, amibdl ay = 2.

Mar csak az elso tiz tag 6sszegét kell meghatdroznunk, amihez ismét helyettesitsiink az 6sszegképletbe.

10_1 310_

q 1
=a - =2. = 5904
510 al q 1 3 1 59048

A masodik megoldasban vegyiik az elsé hat tag és az elsé harom tag 0sszegének kiilonbségét.
Se¢ — S3 =728 — 26 = 702
Irjuk fel ugyanezt tigy, hogy kiirjuk az 6sszeg tagjait.
(a1 4+ a2+ as+as+as +ag) — (a1 + az + az) = aq + as + ag = 702

Tudjuk, hogy
a4:a1'q37
as=a1-q"=(a1-q) - ¢* =az- ¢,
a6:al'q5:(al‘q2)‘q3:a3‘q3-
Ezek alapjan
astas+ag=a1-¢+tay - +az-¢®=¢> (a1 +as+a3) =¢>- S5 =702

Az S3 = 26 érték ismert, igy a 26¢° = 702 egyenletet kapjuk, amibél ¢® = 27, majd ¢ = 3 kovetkezik. Irjuk fel
ezutdn az els6 harom tag Osszegét ugy, hogy a tagokat kifejezziik az elsé tag és a kvdciens segitségével.

Sy =ai1+as+az=ar+ (a1-q) + (a1-¢*) =a1(1 +q+¢*)
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Hasznaljuk fel, hogy S5 adott, és a kvdciens értékét mar ismerjiik.

Ss=a1(1+3+3%) =13a; =26

Ebbdl kapjuk:
ap = 3.

Az elsé tiz tag 0sszegét ugyantgy szamoljuk ki, mint az elébb.

11-7. feladat: Harom szam, amelyek 0sszege 60, egy szamtani sorozat elsé harom tagja. Ha az elsé két
szamot valtozatlanul hagyjuk, és a harmadikhoz 10-et adunk, akkor egy mértani sorozat elsé harom tagjat
kapjuk. Hatarozzuk meg a szdmtani sorozat els6 harom elemét és differenciajat!

Megoldas: Jeldlje a harom szdmot a;, as, a3, a szdmtani sorozat differencidjat pedig d. Fejezziik ki az elsé és
harmadik szamot a mdsodik szam és a differencia segitségével.

a1 =ay —d és ag =as +d

Ismerjiik ezek 0sszegét.
al—i—ag—i—ag:(ag—d)+a2+(a2—i—d) = 3a9 = 60

Ebbdl megkapjuk a masodik szamot: ay = 20. Ezutdn a harom szamot az aldbbi moédon is irhatjuk:
a1 =20—d, as =20, a3=20+d.
Jelolje a mértani sorozat elemeit by, bo, b3, és fejezziik ki ezeket a szamtani sorozat elemeivel.
bp=a1=20—d, by=a3=20, b3=a3+10=30+d.

Tudjuk, hogy mértani sorozat egy elemének négyzete egyenl6 a szomszédos elemek szorzataval. Ebbol
kovetkezben:
b3 = by - b,
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azaz
400 = (20 — d)(30 + d) = 600 — 10d — d*

Rendezziik 0-ra a kapott mdsodfoku egyenletet.
d* +10d — 200 = 0

Helyettesitsiink a megoldoképletbe.

—10 4+ \/10% — 4 - 1 - (—200) {10
2-1

d — =
1,2 —90

A feladatnak tehat két megoldasa van. Ha d = 10, akkor a szamtani sorozat harom tagja:
a; =10, ag =20, a3z = 30.

Bar a kérdésben nem szerepelt, de ellen6rzésként gondoljuk végig, hogy ekkor a mértani sorozat elemei:
by =10, by =20, b= 40.

Ha d = —20, akkor a szdmtani sorozat hdrom tagja:
ap =40, as =20, az3=0.

Ellenérzésként most is gondoljuk végig, hogy ekkor a mértani sorozat elemei:

by =40, by =20, bz = 10.
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11-8. feladat: Harom szdm, amelyek szorzata 8000, egy mértani sorozat els6 harom tagja. Ha az els6 két
szamot valtozatlanul hagyjuk, és a harmadikbdl 45-6t kivonunk, akkor egy szamtani sorozat elsé harom tagjat
kapjuk. Hatdrozzuk meg a mértani sorozat els6 harom elemét és kviciensét!

Megoldas: Jelolje a hdrom szdmot ay, as, a3, a mértani sorozat kvdéciensét pedig q. Fejezziik ki az els6 és
harmadik szamot a mdasodik szam és a kvdciens segitségével.

az
ap=— €S az=a2-q
q

Ismerjiik ezek szorzatat.
a2
al-az-agzE-ag-(a2~q):(a2)3:8000

Ebbd] megkapjuk a mésodik szdmot: as = /8000 = 20. Ezutdn a hdrom szdmot az aldbbi médon is irhatjuk:

20
al = —, CL2:20, (13:20'(_[.
q

Jelolje a szamtani sorozat elemeit by, bo, b3, és fejezziik ki ezeket a mértani sorozat elemeivel.

20
blzalz—, b2:a2:20, b3:a3—45:20q—45.
q

Tudjuk, hogy szamtani sorozat egy eleme egyenld a szomszédos elemek szamtani kozepével. Ebbol
kovetkezben:

b1+ b
b2: 12 37
azaz 2
(200~ 45)

20 =

2
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Szorozzuk mindkét oldalt 2-vel, majd vonjunk ki 45-6t.

2
85:—0+20q
q

Szorozzunk g-val, osszunk 5-tel, és rendezziik 0-ra a kapott mdsodfoku egyenletet.
0=4¢> —17¢ + 4

Helyettesitsiink a megolddéképletbe.

(1) £ /(=172 —4-4-4 _ Zi

q1,2 = W

4

A feladatnak tehat két megoldasa van. Ha ¢ = 4, akkor a mértani sorozat harom tagja:
a1 =5, a9 =20, az=80.
Bar a kérdésben nem szerepelt, de ellen6rzésként gondoljuk végig, hogy ekkor a szdmtani sorozat elemei:

by =5, by=20, bs=235.

1 , . . .
Haqg = T akkor a mértani sorozat harom tagja:

Ellenérzésként most is gondoljuk végig, hogy ekkor a szdmtani sorozat elemei:

by =80, by=20, by=—40.



11. lecke, 12. oldal

11-9. feladat: Ev elején betesziink a bankba 100000 Ft-ot évi 6%-os kamatlabra. Mennyi pénzt kapunk vissza
banktol 8 év mulva, ha minden év végén tékésitik a kamatokat? Mennyi pénzt kapunk vissza 8 év elteltével,
ha a kamat id6aranyos részét havonta t6késiti a bank? Hany %-kal nagyobb a masodik esetben a bank altal
kifizetett 0sszeg, mint az elsé esetben?

Megoldas: Jeloljiik a betett 0sszeget, azaz a kezdeti t6két Ty-lal. Egy év elteltével ennek 6sszegét megnoveli
a bank az éves kamattal, tehdt a téke szorzddik 1.06-tal, s innentdl ez képezi a kamatozds alapjat. Ezt ugy is
kifejezhetejiik, hogy ha T} -gyel jeloljiik az egy év utani tékét, akkor

Ty =1Tp - 1.06.

Ugyanigy torténik a kamatozas a masodik évben is, ezért a masdik év eltelte utani t6kére, amit jeloljiink 75-vel,
az alabbi igaz:
Ty =T -1.06 = (Tp - 1.06) - 1.06 = Tp - 1.062.

Mivel minden évben ugyanigy torténik a kamatozds, igy az n-edik év eleji téke (7},) egy év elteltével (7,,41)-re
novekszik, és
Tps1 =T, - 1.06.

Az évenkénti tékék tehat egy olyan mértani sorozatot alkotnak, melynek els6 eleme Tj, kvéciense pedig 1.06.
Nekiink ezen sorozat 9. elemét kell meghatarozni. (Mivel a sorozat els6 eleme Ty, ezért Tg mar a 9. elem.) A
mértani sorozatokra megismertek szerint

Ty = Tp - 1.06% = 100000 - 1.06® ~ 159385 Ft.

Nézziik ezutdn a havonkénti tékésités esetét. Egy honap elteltével a bank az id6aranyos kamattal néveli meg a
tékét. Mivel egy évre 6% a kamatldb, igy egy honapra ennek a 12-ed része, azaz 0.5% jut. Ha most az egy
hénap utdni tékét T -gyel jeloljiik, akkor

T =Ty - 1.005
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Az eléz6ek alapjan ilvanvald, hogy most a havonkénti tékék 6sszege olyan mértani sorozatot alkot, melynek
elsé tagja Tj, kvéciense pedig 1.005. Most a sorozat 97. eleme a kérdés, hiszen a 8 évben 96 honap taldlhatd, és
T a sorozat 97. eleme. Ezek alapjan a bank &ltal kifizetett 6sszeg a kovetkez6:

Tis = Tp - 1.005%° ~ 161414 Ft.

Még az van hatra, hogy meghatarozzuk, hany %-kal jarunk jobban a msasodik esetben. Ehhez vegyiik a két
esetben a bank 4ltal kifizetett 0sszeg hanyadosat. Mivel a masodik esetet akarjuk az els6hoz viszonyitani, igy
Ts-ot kell osztanunk Tg-cal.

Ty 161414

Ts 159385

Ebbél szdmunkra az fontos, hogy mennyivel kaptunk 1-nél nagyobb szdmot. Ez 0.0127, ami 1.27%-nak felel
meg.

~ 1.0127

11-10. feladat: Legaldbb hany évig kell bankban tartani a pénziinket évi 8%-os kamatlab mellett, ha mini-
mum a duplajat szeretnénk visszakapni, és a bank évente tOkésit?

Megoldas: Jeloljiik a betett pénzosszeget Ty-lal. Tegyiik fel, n év sziikséges ahhoz, hogy pénziink legalabb
megduplazddjon. Jeloljiik az n év utani tékénket T),-el. A korabbiak szerint

T, =Tp-1.08".

Mivel pénziink legalabb megduplazoédott, ezért a T,, > 2T; egyenl6tlenségnek kell teljesiilni. Hasznaljuk fel,
hogy az el8bb kifejeztiik T,,-t a Ty-bol. Igy az alébbit kapjuk:

Tp - 1.08"™ > 2Ty.

Osszuk mindkét oldalt Ty-lal, igy
1.08™ > 2.
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Vegyiik mindkét oldal természetes alapu logaritmusat.

In1.08" > 1n2
A hatvany logaritmusdra vonatkozé azonossag felhazsndlasaval:
n-1n1.08 > In 2.

Ebb6l n megkaphatd, ha In 1.08-dal osztunk.
"> In2
~ In1.08
Ez azt jelenti, hogy legaldbb 10 évig kell a bankban kamatoztatni a pénziinket. Természetesen 10 év utdn nem
pontosan a dupl4jét kapjuk vissza az eredeti betétnek, hanem 1.08!° ~ 2.159-szeresét. Viszont ha csak 9 évig
van a bankban a pénz, akkor csak 1.08° ~ 1.999-szeresét. Tehat 9 év elteltével mar majdnem dupléjara né a
betét, de egy kicsivel még a kétszeres érték alatt marad.

~ 9.006

11-11. feladat: Tizenot éven 4t minden év elején betesziink a bankba 100000 Ft-ot évi 8%-os kamatldbra.
Az tizenotodik év végére mennyi lesz a betétiink értéke? A bank évente tokésiti a kamatot.

Megoldas: Irjuk fel kiilon-kiilén, hogy a kiilonb6z6 idépontban betett 6sszegek mekkorara nének a
kamatozds miatt a tizenotodik év végére. Jeloljiik az évenkénti 100000-o0s betétet ap-lal, a tizenotddik év vége
elott n évvel betett Osszeg tizenotodik év végére elért értékét pedig a,,-nel. Az aldbbiakat kapjuk:

ai :a0-1.081, as :a0~1.082 ... Qa1s :a0-1.0815

Lathatd, hogy egy olyan mértani sorozat elsé 15 tagjat kaptuk, amelynek elsé eleme ag - 1.08'° és kvéciense
1.08. Ezt a 15 szdmot 0sszadva kapjuk meg a betét dsszegét a tizenotodik év végén. Az dsszeaddsdhoz
hasznaljuk fel a mértani sorozat 6sszegképletét. Az alabbit kapjuk:

15 15
¢ -1 1.0815 — 1
= (100000 - 1.08) ———— ~ 4282428 Ft.
g—1 ( ) Tos—1

S5 =ay -
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11-12. feladat: Egy csaldd 4j lakds véasdrldsahoz 10 millié Ft-os kolesont vesz fel az aldbbi feltételekkel. A
koleson futamideje 20 év, és évenként egy alkalommal, azonos nagysagu részletekben torlesztik a kdlesont és
kamatait, s az elsé részlet befizetése egy évvel a kolcson felvétele utdn esedékes. Mekkora lesz az éves részlet,
ha a kdlesont 6%-os kedvezményes kamatlabra sikertilt felvennitik?

Megoldas: A feladatot a kovetkezé gondolatmenettel konnyli megoldani. A 20. év végén vonjunk egyenleget
a tartozas és a befizetések kozott. Ehhez minden pénzosszeget kamatoljunk fel a 20. év végére, hiszen az évek
muldsdval minden pénzosszeg kamatozik. A kamatokkal megnovelt tartozds értéke egyenld kell legyen a
befizetések kamatokkal megnovelt értékeinek 0sszegével, mert ebben az idépontban lejar a csalad hitele.
Nézziik a tartozasi oldalt. A 20. év végére az alabbi 0sszeg lenne a csalad tartozasa, ha nem torlesztenének:

T =107 -1.062° ~ 32071355 Ft.

Ez a kicsi tobb mint 32 millié Ft bizony elég csiinyan hangzik! De nézziik a befizetési oldalt is. Ehhez irjuk fel
kiilon-kiilon a kiilonboz6 id6pontban befizetett részletek kamatokkal megnovelt értékét a 20. év végén.
Jeloljiik az n-edik befizetett részlet felkamatolt értékét a,,-nel, az évenkénti részlet értékét pedig ap-lal. Az
aldbbiakat kapjuk:

a1 = ag-1.06Y, ag =ag-1.06"% ... ajg =ag-1.06, asy = ag - 1.06°.
Osszegezziik a befizetések kamatokkal megnovelt értékeit.
B=ai+as+ - +ax =ag (1.06"9 +1.06" +--- +1.06 + 1)

Lathato, hogy ag szorzdi egy mértani sorozat részét alkotjak. Ha forditott sorrendben haladunk, akkor az elsé
tag 1, a kvéciens 1.06, és 20 tag szerepel. Hasznaljuk ezt ki az 6sszegzés soran.

1.06%0 — 1
B=an-Son = an————~ ~ 36.7856
40720 =90 606 -1 o

A fenntebb leirtak szerint teljesiil a 7' = B egyenl6ség, azaz

32071355 = 36.7856ay.
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Ebb6l mar egyszerti osztassal megkapjuk a részlet értékét.

32071355
= — ~ 871845 F%t.
9 = 357g56 o184kt

Ez azt jelenti, hogy a csalddnak havonta 72654 Ft-ot kell kigazdalkodni az éves részlet befizetéshez.

11.2. Ellen6rz6 kérdések

Kviz

1. Mennyi a kétjegyli 3-mal oszthat6 szdmok 6sszege?

1305 1665 2610 3330
2. Egy szamtani sorozat negyedik tagja 18, kilencedik tagja pedig 43. Mivel egyenl6 az els6 10 tag 6sszege?
255 280 510 560

3. Egy szamtani sorozat els6 harom tagjanak 6sszege 45, és a harnadik tag 6tszorose az els6 tagnak. Mennyi
a sorozat differencidja?

3 5 9 10

4. Egy mértani sorozat elsé tagja 27-szer akkora , mint a megyedik tag. Mivel egyenl6 a sorozat elsé tagja, ha
a masodik és harmadik tag 6sszege 108 ?

9 27 81 243

5. Egy mértani sorozat 6todik tagja 25-szor akkora, mint a harmadik tag. Mi a sorozat elsé tagja, ha a
masodik és negyedik tag szorzata 2500 ?

2 -5 2 vagy —2 5 vagy —b5
6. Egy mértani sorozat els6 harom tagjanak 0sszeg 9, a kovetkez6 harom tag 0sszege pedig —72. Mibel
egyenld az els6 9 tag Osszege?
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—513 513 —1539 1539

. Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak 0sszge 24. Ha az els6 két tagot valtozatlanul hagyjuk és a

harmadikhoz 18-at adunk, akkor egy mértani sorozat els6 harom tagjat kapjuk. Mivel egyenlé a szamtani
sorozat differenciaja?

4 vagy —16 —4 vagy 16 6 vagy —24 —6 vagy 24

. Egy mértani sorozat els6 hdrom tagjanak szorzata 27000. Ha a mdsodik és a harmadik tagot véltozatlanul

hagyjuk, az els6 tagbdl pedig 96-ot kivonunk, akkor egy szamtani sorozat els6 harom tagjat kapjuk. Mivel
egyenld a szamtani sorozat differencidja?

—24 vagy 120 24 vagy —120 —36 vagy 90 36 vagy —90

. Ot évvel ezelétt elhelyeztiink a bankban 500000 Ft-ot. Mennyi volt az éves kamatldb, ha most 881176 Ft-ot

kaptunk vissza a banktdl? A kamatokat évente t6késitették.

10% 11% 12% 13%
Mekkora éves kamatlab esetén duplazédik meg a pénziink 7 év alatt, ha a bank évente tékésiti a kamatot?
Kozelitéleg 9.07%. Kozelitéleg 9.83%. Kozelit6leg 10.41%. Kozelitéleg 11.14%.

Nyugdijba vonuldsunk el6tti 10 év mindegyikének elején befizetiink 100000 Ft-ot egy olyan befektetési
formdra, mely 18%-o0s kimagaslé hasznot hoz évente? Minden év végén az éves hasznot hozzairjak a
tékéhez. Mekkora pénzosszeggel rendelkeziink majd a 10. év végén, amikor nyugdijba vonulunk?

2352130 Ft 2775514 Ft 2907686 Ft 3431070 Ft
Ev elején felvettiink 2 millié Ft kélesont 4 év futamidére gy, hogy évente egy-egy alkalommal azonos

nagysagu részletekben torlesztiink. Az elsé befizetés a kdlcson felvétele utan egy évvel esedékes. Sajnos a
kolesont elég kedvezétlendil, 20%-os kamatldbra kaptuk. Mekkora lesz az éves részletiink?

685421 Ft 723916 Ft 748513 Ft 772578 Ft
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12. Vektorok

12.1. Bevezeto

Fizikdban nagyon gyakran taldlkozunk olyan mennyiségekkel, amelyek nem csak nagysaggal, hanem irannyal
is rendelkeznek. Ezek matematikai leirasahoz vezetjiik be a vektor fogalmat. Ebben a leckében azon
vektorokkal kapcsolatos ismereteket ismételjiik at, amelyek alapvetéek az egyéb tantargyakban el6forduléd
alkalmazasok szempontjabol.

12-1. definici6é: Az irdnyitott szakaszt vektornak nevezziik.

Az A kezd6pontu és B végpontu vektort az E szimbodlummal jel6ljiik. Szokas azonban a vektorok jelolésére
egyetlen kisbettit is hasznalni, pl ¥. Rajzban a vektort nyillal abrazoljuk, melynek hegye a a vektor végpontjaba

mutat.

12-2. definici6: Két vektor akkor és csak akkor egyenld, ha megegyezik a hosszuk, az édlldssuk (milyen
egyenessel parhuzamosak) és iranyitasuk (az egyenesen melyik félegyenes iranyaba mutatnak). Ekkor a
vektorok eltolhaték egymasba.

12-8. definicié: Az a vektor hosszdt a vektor abszolut értékének is nevezziik, és |a@|-val jeloljik.

12-4. definicié: Az olyan vektort, amelynek kezdé- és végpontja egybeseik, nullvektornak nevezziik, és 0-val
jeloljiik.

A nullvektor hossza zérus, irdnya tetsz6leges, minden vektorra mer6leges és minden vektorral parhuzamos.
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b
b a C
a i b
d
i+b
d

a+b+c+
10. 4bra. Kettd illetve tobb vektor dsszeaddsa.

12-5. definicio: Adott két vektor @ és b. Toljuk el a b vektort tigy, hogy kezdépontja az @ vektor végpontjiba

keriilipn. Ekkor az @ kezd6pontjdbél a b végpontjdba mutatd vektort a két vektor dsszegének nevezziik, és
a + b-vel jeloljiik.

A definiciébol lathato, hogy az 6sszeaddsa esetén a vektorokat egymas utan felvéve egy iranyitott torottvonalat
kapunk, amelynek kezd6pontjabdl a végpontjdba mutaté vektor az 6sszeg. Ilyen médon nem csak két vektort
adhatunk 0ssze, hanem tetszéleges szamu vektort is.

A nem egy egyenesbe es @ és b vektorok dsszegét az tigynevezett paralelgorammaszaballyal is
megszerkeszthetjiik. Ekkor a két vektort k6zos kezd6pontbdl vessziik fel, és mindegyik végpontjan keresztiil
parhozamost hiizunk a mésik vektorral. Igy egy paralelogrammat kapunk, melyet az @ és b vektorok 4ltal
kifeszitett paralelogrammanak is neveziink. A paralelogramma azon atldvektora lesz az 0sszeg, mely a két
vektor kozos kezdépontjabol indul.
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11. &bra. Vektorok 6sszeaddsa a paralelogrammaszabadllyal.

12-1. tétel: A vektorok 6sszaddsa kommutativ mtivelet, azaz 6sszeadaskor a sorrend felcsrélhetd.

d+b=b+a (54)

12-2. tétel: A vektorok Osszaddsa asszociativ, azaz ketténél tObb tagu Osszeg esetén az Osszeadandodkat
tetsz6legesen csoportosithatjuk.

-,

i+ b+ =(@+b)+¢ (55)

12-6. definicié: Az @ és b vektorok kiilonbségén azt a vektort értjiik, melyet b-hez adva d-t kapunk ered-
ményiil.

Az @ és b vektorok kiilonbségét a kovetkezé mdédon dbrazolhatjuk. Vegyiik fel a két vektort kozos kezd6ponttal.
A b végpontjabdl az @ végpontjaba mutaté vektor az @ — b vektor.
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S

Ql

12. abra. Vektorok kivonasa.

12-7. definicié: Ha ) valds szam és a tetszoleges vektor, akkor \d@ azt a vektort jelenti, amelynek hosszisdga
|A| - |@|, 4lldsa azonos a alldsadval, irdnyitdsa pedig A > 0 esetén megegyezik a irdnyitdsaval, A\ < 0 esetén
pedig ellentétes. Ha A\ = 0 akkor \a@ = 0.

12-3. tétel: Ha @ és b parhuzamosak, és egyikiik sem nullvektor, akkor barmelyik elallithaté egyértelmiien
a masik szamszorosaként, azaz létezik egyetlen olyan A valds szam, melyre

b= \d.
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Ql

13. abra. Vektor szorzasa szammal.

12-4. tétel: Ha X és u tetszbleges valds szamok, @ és b pedig tetsz6leges vektorok, akkor:

A(pd) = (A\p)a (56)
O\ + 1)@ = \@ + pd (57)
M@+ b) = Ad+ A\b (58)

12-8. definici6: Rogzitsiink egy O pontot, melyet origonak neveziink. Ekkor barmely P pont esetén a
p= O? vektort a P pont (O pontra vonatkozd) helyvektoranak nevezziik. Az O pont helyvektora a 0.
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R

14. 4bra.

12-5. tétel: Ha @, b és ¥ egy sik vektorai, és @ nem parhuzamos b-vel, akkor 7-hez egyértelmiien létezik olyan
«, (B valds szampar, amelyre:

7= ad + Bb.

Ugyanezt ugy is fogalmazhatjuk, hogy a sik barmely vektora egyértelmiien bonthato fel két, egymassal nem
parhuzamos vektorral egyalldsu vektor 6sszegére.

A vektorok felbontdsat 6sszetevokre a kovetkezd mdodon abrazolhatjuk. Mérjiik fel azonos O kezdépontbdl az
@, b és ¥ vektorokat. Hizzunk parhuzamost  végpontjan keresztiil az b vektor egyenesével. Mivel @ nem
parhuzamos b-vel, ezért ez az egyenes metszi az @ egyenesét egy A pontban. Hasonléan hizzunk parhuzamost
# végpontjan keresztiil az @ vektor egyenesével. Ez az egyenes metszi az b egyenesét egy B pontban. Ekkor

OA || dés OB | b, s emiatt egyértelmtien léteznek olyan «, 3 valés szdmok, amelyekre OA = ad és OB — Bb.A
vektordsszadds paralelogrammaszabalya szerint:

7= OA+ OB = ai = b,
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15. 4bra.

12-1. feladat: Tekintsiik az ABC D paralelogrammat! A BC oldal felezéspontja legyen F, a C' Doldal D-hez
kozelebbi harmadolépontja pedig F'. Az egyszer(ibb irdsmdd kedvéért jeloljiik az ﬁ vektort b-vel, az ﬁ
vektort Z-vel. Fejezziik ki a b és & vektorok segitségével az E, ﬁ, AF és EE vektorokat.

Megoldas:

Készitsiink egy dbrat a paralelogrammarol. Az AD vektor kifejezéséhez vegyiik észre, hogy ez a vektor
megegyezik a BC vektorral. Mivel a paralelogrammarol van szo, igy a szemkozti oldalak azonos hossztusaguiak
és parhuzamosak, tehat a két vektor is egyenl6 hossztisagu, és azonos dllasu. Az abrardl az iranyitasok
egyezdsége is nyilvanvald. Mivel a BC az azonos kezd8pontd b = AB és & = AC vektorok végpontjait koti
Ossze, igy ezen két vektor kiilonbségeként allithatd el6 tigy, hogy a végpontba mutaté vektorbdl vonjuk ki a
kezdépontba mutato6 vektort, azaz:

BC=c—1

Ugyanezen eredményre jutottunk volna akkor is, ha abbdl indulunk ki, hogy az ABC' iranyitott torottvonal



ugyanugy A-bdl C-be vezet, mint az ﬁ vektor, ami azt jelenti, hogy:
AB + BC = AC,

vagy egyszer(ibb jeloléssel:

b+ BC=2¢

Ha mindkét oldalbdl kivonjuk a b vektort, tjra megkapjuk, hogy:

BC

c—b.

Amint kordbban megallapitottuk ﬁ = B?, amibdl kovetkezik, hogy:

AD —e—b.

12. lecke, 8. oldal

Foglalkozzunk ezutédn az AE vektor el64llitasaval. Ha egy vektort mas vektorokbdl szeretnénk el6allitani,
akkor sok esetben tigy jarhatunk el, hogy az elédllitani kivant vektort egy iranyitott torottvonallal
helyettesitjiik, melynek kezdé- és végpontja megegyezik a vektor kezdé- és végpontjaval. Igy a vektort az
iranyitott toréttvonalat alkoté vektorok 6sszegként kapjuk meg. Jelen esetben az AE vektort plaz ABE

iranyitott toréttvonallal helyettesithetjiik, amib6l kovetkezik:

AE — AB+BE =+ BE.

Mivel az F pont a BC oldal felezéspontja, ezért a ﬁ vektor nyilvdnvaléan parhuzamos és egyirdnyu a B?

vektorral, csak fele olyan hosszt. Ez azt jelenti:

pi=ae.

A B? vektort az el6bb mar kifejeztiik bésé segitségével: B? =Z—b.
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Ezt felhasznalva kajuk:

Ezzel a részeredménnyel térjiink vissza az AE vektorhoz.
. | .
E:b+ﬁ:b+5(5—b).
Ha felbontjuk a zaréjelet, és rendeziink, akkor ezt az alabbi alakra hozhatjuk:

AF =G+

Eredményiinket ugy is megfogalmazhatjuk, hogy egy szakasz felezéspontjaba mutato vektort a szakasz
végpontjaiba mutatd vektorok szamtani kozepeként kaphatunk meg.

- S 1 1 -
b= —b+ c==(b+29.

w\l—'
DO |
[\

1
2°

Ezutan hasonlé elven allithatjuk el6 az ﬁ vektort is. Ez a vektor helyettesithet6 pl az ADF iranyitott
torottvonallal, amibdél kovetkezik:
AF = AD + DF.

Az AD vektort mér kifejeztiik b és ¢ segitségével: AD = é— b Mivel F a CD oldal D-hez kozelebbi
harmadoldpontja, ezért a D F' vektor nyilvdnvaléan parhuzamos és egyirdnyu az ﬁ vektorral, csak hossza
harmada az AB vektor hosszanak. Ez azt jelenti:

ﬁ:é@:f

Részeredményeinket felhsznalva térjiink vissza az AF vektorhoz. helyettesithet6 pl az ADF' iranyitott
torottvonallal, amibdl kovetkezik:
AP = AD+DF =¢—b+

co\»—‘
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Osszevonds utan az alabbit kapjuk:

AP = ¢— %6.

Utols6ként kévetkezik az EE vektor. Ez a vektor a kozos kezdépontu AE és AF vektorok végpontjait koti
Ossze, 1gy ezen két vektor kiilonbségeként allithato el6 gy, hogy a végpontba mutatd vektorbol vonjuk ki a

kezdépontba mutat6 vektort, azaz:
EF = AF — AFE.

A kivondsban szerepl6 két vektort mar el6dllitottuk. Hasznéljuk fel a korabbi eredményeinket.

EF = AF — AE = <5—§6> —<;5+15>

2

A zaréjelek felbontdasa és rendezés utan ez az alabbi alakban is irhato:

EF = b.

C—

DN | =
[ IEN

12-2. feladat: Jeloljiik az ABC Dparalelogramma AC 4tlévektort é-vel, BD 4tlévektorét f-fel. Fejezziik ki
& ésf segitségével az AB = b és AD = d oldalvektorokat.

Megoldas: Az el6z6 feladat végén szereplé megjegyzés szerint ugy is fogalamazhatjuk a feladatot, hogy

bontsuk fel az zﬁ és ﬁ vektorokat é-vel és f-fel parhuzamos 6sszetevokre. Oldjuk meg ezt a feladatot most a
vektorfelbontds alkalmazdsaval. Els6ként az b vektort bontsuk fel 6sszetvOkre, s ehhez készitslink egy abrat a
paralelogrammarol.

Toljuk el az f vektort az A pontba, majd az b vektor végpontjan keresztiil huzzunk parhuzamost az ¢ és f
vektorokkal. Hatdrozzuk meg ezen egyenesek metszéspontjat az f és € vektorok egyenesével. Jeloljiik ezeket a
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16. 4bra.

pontokat E-vel és F-fel. Az AEBF négyszog egy paralelogramma. A vektorok 6sszeadasanak
paralelogrammaszabdlya szerint:
b= AE + AP.

Az F pont a paralelogramma atl6inak metszéspontja, amirdl tudjuk, hogy felezi az atlokat. Ebbol kévetkezden

valamint

Ezeket felhasznalva kapjuk:

Ezutdn kovetkezzék d felbontédsa. Ehhez készitsiink egy j 4brat.
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17. abra.

Most az @ = d vektor végpontjan keresztiil huzzunk parhuzamost az ¢ és f vektorokkal. Hatarozzuk meg
ezen egyenesek metszéspontjat az f és € vektorok egyenesével. Jelolje most ezeket a pontokat £’ és F’. Az
AFE'BF’ négyszog egy paralelogramma. A vektorok dsszeaddsanak paralelogrammaszabdlya szerint:

L
d=AE+ AF'.

Az F’ pont a paralelogramma atléinak metszéspontja, igy felezi az atldkat. Ebbdl kovetkezben

R 1 1
AF = ~AC = -2,
2 2
valamint ) )
AE = F'D = 575: 5T

Ezeket felhasznalva kapjuk:
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18. abra.

12-3. feladat: Legyenek az AB szakasz végpontjainak helyvektorai @ és b. Fejezziik ki a szakasz felez6pon-
tjaba és harmadolépontjaiba mutaté helyvektorokat @ és b segitségével!

Megoldas: A feladatot kétféle mdédon is megoldjuk. El6szor azt a mddszert hasznaljuk, hogy a kifejezni
kivant vektort mas vektorokbdl 4llé torottvonallal helyettesitjiik, és igy ezen vektorok 0sszegeként irjuk fel.
Jelolje a szakasz felezéspontjat F, a két harmadoldpontot G és H, a beléjiik mutaté helyvektorokat pedig 7.7
h. Készitsiink egy abrat a szakaszrol és a vektorokrol.

Els6ként az f vektort allitsuk el6. Ehhez a vektort helyettesitsiik az O AF' torottvonallal, s ebbdl felirhatjuk,

hogy: .
F=0F =0A+AF =a+ AP.
Mivel F' a szakasz felezéspontja, ezért

AF = JAB.

Az A és B pontok helyvektorait ismerjiik, igy a két pont kozotti AB vektort el6allithatjuk a két helyvektor
kiilonbségeként. A végpontba mutatd helyvektorbdl kell kivonnunk a kezdépontba mutaté helyvektort, azaz

AD =D —a.
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Ezt felhasznélva kapjuk:

Rendezés utan kapjuk:

Jarjunk el hasonlé médon a két harmadoldpont esetében is. Az A-hoz kozelebbi G harmadolépont
helyvektorat helyettesitsiik az O AG torottvonallal, amib6l kévetkezik:

§=0C=0A+AG =i+ AG.

Haszndljuk ki, hogy G harmadolja a szakaszt, s ezért
? 1 ? 1 /-

Ezt behelyettesitve kapjuk:

1. 2. 1.
F=a-+ - b—*):: 25
g a+3( @) =30t3

Ugyanigy a H harmadolépont helyvektorat helyettesitsiik az O AH torottvonallal, amibdl kovetkezik:
li=OH = OA + AH =G+ AH.

Mivel H a B-hez kozelebbi harmadolépont, ezért

ﬁ:%fﬁ:%(é—a).
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19. abra.

Ezt behelyettesitve kapjuk:

2 22

- - 1
h:c‘i+7<b—c‘i>:fd+fb.

3 3 3
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Kovetkezzen ezutdn a feladat mdasik megolddsa, melyben a vektorok felbontdsat hasznaljuk. Els6ként most is

az f vektorral foglalkozunk.

Most is készitsiink dbrat, de ezen most ne tiintessiik fel a harmadolépontokat és azok helyvektorait. Hizzunk
viszont parhuzamost az F' ponton keresztiil az @ és b vektorokkal, mely parhuzamosok az a és b vektorok
egyeneseit a C' és D pontokban metszik. Az igy keletkezé O DFC négyszog egy paralelogramma, melynek

egyik atléja OF. A vektortdsszeadas paralelogrammaszabdlya szerint

OF = OC + OD.

Az ACF és F'DB hdromszogek hasonléak az AOB hdromszoghoz, és mivel F felezi az AB szakaszt, ezért

1
mindegyikiik esetén — a hasonldsag aranya. Ebbol kévetkezik, hogy a C' pont felezi az O A szakaszt, a D pont

pedig felezi az OB szakaszt. Ez pedig azt jelenti, hogy

a,

N
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20. abra.

valamint ) )

Ebbdl kovetlezik, hogy

| 1-

Ezutédn egy djabb &bran tiintessiik fel a G pontot és annak helyvektorat, s a G-n keresztiil huzzunk
parhuzamost az a és b vektorokkal. Ezen parhuzamosok az @ és b vektorok egyenesét az I és J pontokban
metszik.

Az OJGI négyszog nyilvanvaldan paralelogramma, s ebb6l kdvetkezéen

OC =01 +0J.

Az AIG és GJB haromszogek hasonléak az AO B haromszoghoz, és mivel G az AB szakasz A-hoz kozelebbi
1 2
harmadoldpontja, ezért AIG esetén —, GJ B esetén pedig — a hasonldsdg ardnya. Ebbdl kovetkezden I az O A

szakasz A-hoz kozelebbi harmadolépontja, J pedig az OB szakasz O-hoz kozelebbi harmadolépontja. Ez pedig

azt jelenti

ﬁ:%&i:%@,
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el
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21. abra.

valamint

oﬁzéo?:éa

Ezeket felhasznalva kapjuk:
2 1-
OC =gG==d+ b
g 3a + 3
Készitsiink még egy utols6 abrat, melyen tiintessiik fel a H pontot és annak helyvektorat, s htizzunk

parhuzamost a H ponton Kkeresztiil az @ és b vektorokkal. Ezen parhuzamosok az a és b vektorok egyenesét az
K és L pontokban metszik.

Az OLH K négyszog nyilvanvaléan paralelogramma, s ebbdl kovetkezéen
OH = OK + OL.

Immar indoklas nélkiil kijelentjiik, hogy
—

OF = ~OA =

OA

a,

W =
W =

valamint

o_i:%o_é:%a
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Ezeket felhaszndlva kapjuk: )
3
Ezzel tehat kétféle uton is kifejeztiik egy szakasz felezéspontjaba és harmadoldpontjaiba mutato
helyvektorokat, azaz a szakaszt 1 : 1 ardnyban, 1 : 2 ardnyban és 2 : 1 aranyban oszté pontokba mutaté
helyvektorokat.
A fentiekhez hasonlé Osszefiiggést lehet levezetni egy szakaszt valamilyen megadott p : ¢ ardnyban oszt6 pont
helyvektorara is. A levezetés soran mind a toréttvonalas mddszer, mind a vektorfelbontas alkalmazhatd.

O_f}:ﬁ:éaJr b

12-4. feladat: Egy ABCD trapéz parhuzamos AB és C'D oldalairdl tudjuk, hogy AB kétszer olyan hosszd,
mint CD. Fejezziik ki az A, B, C csucsokba mutaté da, I;, ¢ vektorok segitségével, a D csucsba mutatd d
helyvektort, valamint az atlék M metszéspontjaba mutaté m helyvektort!

Megoldas: Készitsiink egy abrat a trapézrdl, melyen tiintessiik fel a vektorokat is. A d vektor el6allitasahoz

hasznéljuk a toréttvonalas megkozelitést. Helyettesitsiik a d vektort az OC D irdnyitott toréttvonallal, igy azt

kapjuk
0D = OC + CD,
d=c+ CD.

Mivel tudjuk, hogy C@ vektor parhuzamos és egyirdnyu a BA vektorral, csak fele olyan hosszu, ezért

@:%ﬁ

azaz

A Ezl vektor esetén ismerjiik mindkét végpontba mutatd helyvektort, igy Ezl-t megkapjuk a két helyvektor
kiilonbségeként. A végpontba mutat6 helyvektorbdl kell kivonnunk a kezdépontba mutaté helyvektort, azaz

BA-1-a.
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22. 4bra.
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Ennek kovetkeztében

majd pedig

Kifejeztiik tehat a d vektort az @, b, ¢ vektorok segitségével. Kovetkezhet az m vektor. J6 lenne ismerni, hogy az
M pont milyen ardnyban osztja az atldékat. Vegyiik észre, hogy az ABM és C' DM haromszogek hasonldk, s a

hasonlésdg ardnya —. Ebb6l kovetkezden az M pont az 4tlok C-hez, illetve D-hez kozelebbi harmadolépontja.
Hasznéljuk fel az el6z6 feladatban szakasz harmadolépontjdra kapott eredményiinket. Az alabbit kapjuk:

. 1q+q
m= -a C.
3

Wl N

Ezzel az m vektort is kifejeztiik az d, b, & vektorok segitségével, de amint az eredményen lathato, a b vektorra
nincs is szlikségiink 7 eléallitasdhoz.
Természetesen mi-et abbdl is kifejezhettiik volna, hogy M harmadolja a BD szakaszt is.

12.2. Ellen6rzo kérdések

Kviz

1. Tekintsiik az ABC D paralelogrammat. Az AD oldal felezéspontjat jeloljiikk E-vel, a BC oldalvektort c-vel,
a BD 4tlévektort pedig d-vel. Hogyan fejezhet6 ki a BE vektor a & és d vektorokkal?

I 1., - - R 1-
C_id §c—d d— =¢C §d—c
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. Az el6z6 kérdésben szerepld paralelogramma AB oldalanak A-hoz kdzelebbi harmadolépontjat jeloljiik

F-fel. Hogyan fejezheto ki az ﬁ vektor a & és d vektorokkal?
1, 1- 1 1- 1 -
5C_§d 6c+3d 3¢ d §c+6d

. Tekintsiik az ABC D paralelogrammat. Az AB oldal felezéspontjat jeloljiik E-vel, az ﬁ vektort c-vel, az

ED vektort pedig d-vel. Hogyan fejezheté ki az EA vektor a & és d vektorokkal? (A bet(izés a szokasos,

tehat AC és BD a paralelogramma 4tl6i.)

1 1-

cm»—*

1. 1- 1. 1- 1, 1- L 1y

. Az el6z6 kérdésben szerepld paralelogrammdban hogyan fejezhet6 ki az 1@ vektor a & és d vektorokkal?
3 1- 1 - - 1 1-
—c—=d —C— §d §d775 = féc“
2 2 2 2 2 2 2 2

. Jelolje az A pont helyvektorat d@, a B pont helyvektorat b, az AB szakasz B-hez kozelebbi
negyedel6pontjat, azaz az AB szakaszt 3 : 1 ardnyban oszté pontot pedig C'. Hogyan fejezhet6 ki az C'
pont helyvektora az a és b vektorokkal?

4, 1- 1. 4% 3, 1z 1, 32

- Egy ABCD trapéz parhuzamos AB és C'D oldalairdl tudjuk, hogy C'D kétszer olyan hosszu, mint AB.
Hogyan fejezhet6 ki az A, B, C' csicsokba mutaté a, b, ¢ vektorokkal, a D csticsba mutaté d helyvektor?

3a—|—b—30 3a—3b—|—c a—3b+3c a—|—3b—30
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13. Miiveletek koordinatakkal adott vektorokkal

13.1. Bevezeto

Ha egy vektor jellemzésére megfelel6 szamokat is bevezetiink, akkor lehet6ségiink nyilik arra, hogy a
vektorokkal végzett miiveleteket ne csak abrazoljuk, hanem ezen szamokkal is elvégezhessiik. A vektort
jellemz6 szamokat nevezziik a vektor koordinatainak. Ebben a leckében azt ismételjiik at, hogy a
koordinatakkal jellemzett vektorokkal hogyan végezhetjiik el a kiilonb6zé miveleteket.

13-1. definicié: Tekintsiink két, egy pontbdl kiindulé egymésra meréleges egységvektort, s jelolje ezeket: i

és j. Ekkor a sik barmely ¢ vektora egyértelmten felbonthaté az i és j vektorokkal parhuzamos GsszetevSkre,
azaz felirthaté @ = vyi + vgj' alakban. A felbontésban szerepl6 v; és v, szamokat a vektor koordinatatinak
nevezziik, s ezen szamokkal jellemezziik a vektort. A ¥ = v1i + v9j vektoregyenlet felirdsa helyett a ko-
ordindtékat rovidebben a ¥(v;; v2) formdban jeloljiik.

13-2. definici6: Egy A pont koordindtdinak nevezziik az O pontbdl, azaz a koordindtarendszer origdjabdl
az A pontba mutatd OA helyvektor koordindtdit. Jelolés: A(a;; a2).

13-1. tétel: Az d(ap; a) ésa g(bl; by) vektorok 6sszegének koordinatdit a megfelel6 koordinadtdk 6sszegeként

kapjuk, azaz
a+bar + by; a2 + ba),

ami egyenértéki az
ad+b= (a1 +b1)i+ (a2 +b2)j

vektoregyenlettel.
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13-2. tétel: Az @(ay; az) és a b(by; by) vektorok kiilonbségének koordinétéit a megfeleld koordinték kiilonb-

ségeként kapjuk, azaz ~
@ — b(ar — b1; az — ba),

ami ugyanazt jelenti, mint az
a—b= (a1 —b1)i+ (ag — b2)j

vektoregyenlet.

13-3. tétel: Az d(a;; az) vektorok A-szorosanak koordinatdit a megfelel6 koordinatak A-szorosaként kapjuk,

azaz
Ad(May; Aag),

vagy
A\d = )\Cbli + )\CLQj .

13-4. tétel: Az d(aq; ag) vektor hosszdt a koordinatak négyzetdsszegének gyokeként kapjuk, azaz:

@] = y/a? + a3.

13-3. definicié: Az @ és b vektorok skaldris szorzatdnak nevezziik az

a-b=lal-|b

+ COS ¥

szamot. Az « sz0g a két vektor dltal bezart szoget jelenti, melyre 0° < o < 180° teljestil.
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13-5. tétel: Az d(ai; az) és g(bl; by) vektorok skaldris szorzatdt a megfeleld koordindtdk szorzatdnak
osszegeként kapjuk, azaz: B
a-b=aiby + asbs.

13-6. tétel: Két vektor skaldris szorzata akkor és csak akkor egyenld 0-val, ha a vektorok merélegesek.

13-1. feladat: Egy paralelogramma hdrom cstcsa A(—5; 2), B(1; —1) és C(3; 4). Hatdrozzuk meg az atlok
metszéspontjanak (M), és a negyedik csticsnak (D) a koordindtdit, ha A és C' egymadssal szemkozt helyezked-
nek el!

Megoldas: A feladatot kétféle mdédon is megoldjuk. Az els6 megoldsaban abbdl indulunk ki, hogy egy pont

koordinatai megegyeznek a pontba mutaté helyvektor koordinataival. Igy ha el8allitjuk vektormiiveletekel
ismert vektorokbdl az ismeretlen pontokba mutaté helyvektorokat, akkor a koordinatékkal is ugyanaziokat a
miiveleteket kell elvégezniink, mint a vektorokkal. Készitsiink egy abrat a paralelogrammardl, melyen
feltiintetjiik az origot is.

Y

Fejezziik ki el6szor az M pont OM = mi helyvektorat ismert vektorok segitségével. Mivel isemrjiik az A, B és
C pontok koordinatdit, igy ezek helyvektorait is ismerjiik, igy ezeket hasznalhatjuk fel m kifejezéséhez. Az
abrardl leolvashat, hogy az mi vektor helyettesithetd az O AM irdnyitott torottvonallal, s ebbdl kdvetkezden

it = OA + AM.
Mivel a paralelogramma 4tloi felezik egymast, igy

m:;@.
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Ql
S

23. abra.

Az el6z6 leckében szerepelt, hogy két pont kozotti vektort eléallithatjuk ugy, hogy a végpont helyvektorabol
kivonjuk a kezd6pont helyvektorat. Jelen esetben:

AC=0C-0OA=¢—a.

Ez azt jelenti, hogy megkapjuk az @ vektor koordindtdit, ha a C' pont koordinatdibol kivonjuk az A pont
koordinatait, azaz

144(}(01 — ai; € — CLQ).
A konkrét adatokkal kapjuk: AC/(8; 2).
M_iv>e1 vektor szdmszorosdnak koordinatdit ugy kapjuk, hogy a vektor koordinatdit szorzzuk a szdmmal, igy az
AM vektor koch%nétéi az ,@ vektor koordindtdinak felével lesznek egyenlok.
Eszerint tehat AM (4; 1).
Az m/ektor koordinatdit pedig ugy szamoljuk, hogy az O—z>4 vektor, tehdt az A pont koordinatdihoz hozzdadjuk
az AM vektor koordinatdit.
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Igy kapjuk: 77(—1; 3), s ezzel egyenlék az M pont koordinatai is, azaz M(—1; 3).

Ezutén fejezziik ki a D pont OD = d helyvektorat ismert vektorokkal. Az 4brarél nyilvanvald, hogy a d vektor
helyettesithet6 az O AD irdnyitott torottvonallal, s ebb6l kévetkezben
d=0A + AD.

Az 4brdrdl az is nyilvdnvald, hogy az AD vektor megegyezik a B? vektorral.

A BC vektor koordinatéit megkapjuk, ha a végpont, azaz C' koordinatdibél kivonjuk a kezdépont, azaz B
koordinatait.

Igy kapjuk B?(Z 5), ami azt jelenti E(Z 5).

Adjuk hozza az O A vektor, tehdt az A pont koordindtdihoz az E vektor koordinatait, igy eléallitjuk d
koordinatait.

Az eredmény: d(—3; 7).

Ezzel egyenlék a D pont koordinati is, azaz D(—3; 7).

Kovetkezzen ezutdn a feladat masodik megoldasa. Ebben hasznaljuk fel az el6z6 leckébdl azt, hogy az AB

szakasz I’ felezéspontjanak helyvektorat kifejeztiik a végpontok helyvektoraival oly médon, hogy

- 1 1-
=—a+ -b.
f 50 + 5
Mivel vektorok szammal szorzasakor a koordinatakat szorozzuk a szammal, 6sszeadaskor pedig a megfeleld
koordinatakat 0sszeadjuk, igy ebbdl kovetkezik, hogy a felezéspont helyvektoranak, s igy magéanak a

felezéspontnak a koordinataira az alabbi igaz:

1 1 1 1
fi 501 + 501 fo 2a2+ 502

Ezt ugy is mondhatjuk, hogy felezéspont koordinati megegyeznek a végpontok koordinatdinak szamtani
kozepével.
Mivel az M pont felezi az AC szakaszt, ezért

1 1 1 1

m = 5a + 7€ M2 = 5a2 + 562
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Behelyettesitve az A és C pont koordinatait azt kapjuk M (—1; 3).
Az M pont azonban a mdsik atldl, azaz BD-t is felezi, amibdl az kévetkezik

1 1 1 1
my = 551 + idl, my = 552 + §d2-
Ezekben az egyenletekben most d; és ds az ismeretlenek, igy ezeket fejezziik ki bel6liik.
d1:2m1—b1, d2:2m2—b2.

Behelyettesitve M és B koordindtdit kapjuk: D(—3; 7).

13-2. feladat: Adott egy hdromszog egyik csucsa A(2; —1), az AB oldal felezéspontja F'(4; 3), és a hdrom-
sz0g sulypontja S(5; 5). Hatdrozzuk meg a két ismeretlen cstics koordinatait!

Megoldas: Ezt a feladatot is kétféle modon oldjuk meg. Az elsé megolddshoz készitsiink egy abrdt, melyen
tlintessiik fel az origot is.

Az abrardl leolvashatd, hogy az ismeretlen B cstcs helyvektora helyettesithet6 az O AB irdnyitott
torottvonallal, s ebbdl kovetkezben N
OB =b=0A + AB.

Az is nyilvanvalo, hogy AB — 2@, s ebbdl

b= 0A+24F.

Az zﬁ vektor koordinatait el tudjuk allitani, hiszen ismert a vektor kezdé és végpontjanak helyvektora.
Vonjuk ki a végpont koordinatdibdl a kezd6pont koordinatait, s kapjuk AF'(2; 4).

Adjuk hozzad AF koordindtdinak kétszeresét az A pont koordindtdihoz, s megkapjuk a B pont koordinatait.
Az eredmény az kovetkezé: B(6; 7).
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C
I s \c
A . /B
a b
O
24. abra.

Az abrardl az is leolvashatd, hogy a C' cstics helyvektora helyettesithet6 az O F'C iranyitott toréttvonallal, s

ebbdl kovetkezben
OC == OF + FB.

Mivel a stulypont az F'C sdlyvonal F-hez kozelebbi harmadoldpontja, ezért ﬁ = 31@, amibdl
¢=OF + 3F%.

Az AF vektor koordindtéit el6allithatdk, hiszen ismert a vektor kezd6 és végpontjanak helyvektora. Vonjuk ki
a végpont koordinataibol a kezdépont koordinatait, igy kapjuk FS (1; 2).

Adjuk hozza ﬁ vektor koordinatdinak haromszorosat az F' pont koordinataihoz, s megkapjuk a C' pont
koordinatait.

A kovetkezé az eredény: C(7; 9).

A masodik megolddsban hasznaljuk fel a szakasz felezéspontjanak koordindtaira vonatkozd, korabban mar
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hasznalt Osszefiiggést. Eszerint a felezéspont koordinatdi egyenléek végpontok koordinatdinak szamtani
kozepével. Mivel F felezi az AB szakaszt, ebbdl kovetkezben

1

1 1 1
= — —b = — —b .
fi 2a1+ 501, fo 2a2+ 502

Most a B pont koordinatai az ismeretlenek, igy ezekre rendezziik az egyenleteket.
b1 =2f1 —a1, by=2fr—as.

Behelyettesitve F' és A koordindtdit kapjuk: B(6; 7).

A C pont koordinatinak meghatdrozasanal abbdl indulunk ki, hogy S az F'S szakasz F-hez kozelebbi
harmadoldépontja. Az el6z6 leckében szerepelt, hogy ha egy AB szakasz A-hoz kozelebbi harmadolépontja G,
akkor G helyvektora az alabbi mddon fejezhet6 ki a végpontok helyvektoraival:

2 1-

G=Zd+-b.

3 3

Ebbdl a pontok koordindtéira a kdvetkez6t irhatjuk fel:

_2, 0L 200
g1 = 3a1 3 1, g2 = 3a2 3 2
Ha most ezt az F', S és C pontokra alkalmazzuk, akkor az
2 1 2 1
81=§f1+§c1, 82=§f2+502

egyenleteket kapjuk. Fejezziik ki ezekbdl az ismeretlen C' pont koordinatdit.
c1 =351 —2f1, c2=3s2—2f2.

Az S és F pontok koordinatdit behelyettesitve C(7; 9) az eredmény. Megjegyzés: Amint a megoldasokbdl
lathatd, ismeretlen pont koordindtit sokszor tobbféle titon is meghatarozhatjuk. Egyik lehetéség, hogy a pont
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helyvektorat ismert vektorokbdl el6allitjuk, s vektorok koordinatdival elvégezziik a miiveletket. Ha azonban az
ismeretlen pont és két ismert pont 1igy helyezkedik el egy egyenesen, hogy egyik felezi, vagy harmadolja a
masik kett6 altal meghatarozott szakaszt, akkor haszndlhatjuk a felezéspont, illetve a harmadolépont
koordinatatira vonatkozdé osszefiiggéseket.

13-3. feladat: Dontsiik el egy egyenesre illeszkedik-e az aldbbi hdrom pont:

Adjuk meg azon D pont masodik koordinatdjat, melynek els6 koordinatéja 2, és illeszkedik a A és B pontok
altal meghatarozott egyenesre!

Megoldas: Ha az A, B és C pontok egy egyenesre illeszkednek, akkor az AB vektor parhuzamos AC
vektorral. Két nem zérus vektor akkor és csak akkor parhuzamos egymassal, ha egymads szamszorosai, ez pedig
azt jelenti, hogy a megfelel6 koordinatak hanyadosa megegyezik. Hatarozzuk meg tehat a két vektor
koordinatait, és vizsgdljuk meg a megfelel6 koordinatdk hanyadosat, hogy megegyeznek-e. A vektorok
koordinatait ugy kapjuk, hogy a végpont koordinatdibol vonjuk a kezdépont koordinatait:

AB(3;2), AC(9; 8).

Lathato, hogy az els6 koordindtak hdnyadosa 3= 3, ami nem egyezik meg a mdsodik koordindtdk

hényadosaval, hiszen az 2 = 4. Ennek kovetkeztében kijelenthetjiik, hogy a hdrom pont nem illeszkedik egy
egyenesre.
Nézziik ezutan a feladat masodik részét. Mivel A, B és D egy egyenesen vannak, ezért ﬁ és ﬁ egymas
szamszorosai. Legyen D mdsodik koordinatdja ds, akkor AD(6; d2 — 1). A két vektor megfelel6 koordindtdinak
hényadosa meg kell egyezzen, igy az aldbbi egyenletnek kell teljesiilni.

6 do—1

3 2
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Ebbdl kapjuk, hogy dy = 5, azaz a pont koordinatédi D(2; 5).

13-4. feladat: Hatdrozzuk meg a v(—3; 4) vektorral ellentétes irdnyu egységvektor koordinatdit!

Megoldas: Jeloljiik a keresett vektort —e,,-vel!
Els6 1épésként hatarozzuk meg a v vektor hosszat.

U] = (/o2 +v3 =+/(-3)2+42=5

Egy 5 egység hosszisagu vektorbdl igy kaphatunk vele megegyez6 iranyu egységnyi hosszisagu vektort, hogy
a vektort =-del megszorozzuk. Altalanossdgban azt mondhatnank, hogy ha egy vektort a hosszdnak
reciprokaval szorzunk meg, akkor a vektorral megegyez6 iranyu egységvektort kapunk. Mivel most ellentétes

irdnyu egységvektort kell el6dllitanunk, igy ennek még a —1-szeresét kell venniink, tehat a ¢ vektort —g—del

- 1. Ny
kell megszorozzuk, azaz —é,, = —511. Ennek koordinatai:

/(3 4
eyl =y —= |-
Y\5 5
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13-5. feladat: Mik a P pont koordindtdi, ha az origétdl 7 egységnyire helyezkedik el, az origd és a Q(12; 5)
pont kozott, az altaluk meghatdrozott egyenesen? A keresett pont helyvektora az @ vektorral megegyezd
iranyu, 7 egység hosszuisagu vektor lesz. Ezt ugy allithatjuk eld, hogy el6szor vessziik az O(Q)-val megegyez6
iranyu egységvektort, majd azt megszorozzuk 7-tel. Az el6z6 feladatban szerepelt, hogy egy vektorbdl ugy

kapunk vele megegyez6 iranyu egységvektort, ha megszorzzuk hosszdnak reciprokaval. Ezek alapjan a P
pont helyvektordra az aldbbit irhatjuk fel:

7 7
073—7@, - 09— 1509

Mivel egy pont koordinatdi egyenl6k a pontba mutaté helyvektor koordindtdival, ezért az 04}% vektor ko-
ordinatai egyben a P pont koordinatai is. Behelyettesitve az adatokat kapjuk:

P %,§ .
13" 13
Megoldas:

13-6. feladat: Adott az @(5; 2) és b(—3; 1) vektor. Szamoljuk ki az @ - b skaldris szozatot, és hatédrozzuk meg
mekkora szoget zar be a két vektor!

Megoldas: A skaldris szorzatot megkapjuk, ha a vektorok megfelelé koordinatdit szorozzuk, és a szorzatokat
osszeadjuk. frjuk fel azt képlettel, és egybél helyettesitsiink be.

—

d-b:albl+a2b2:5-(—3)+2~1:—13



A vektorok szogének meghatérozasdhoz induljunk ki a skaldris szorzat definici6jabol.

—|

@-b=|al- ‘b) - COS (v
Fejezziik ki ebbdl a vektorok szogének koszinuszat.
ib

b

cosa =
|al -
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A két vektor skalaris szorzatat mar meghataroztuk, ha kiszamoljuk a két vektor hosszat is, akkor mindent
ismerni fogunk az egyenlet jobb oldalan, s igy a vektorok szogének koszinuszat meghatarozhatjuk.

|&'\:\/a%+a%:\/52+22:@
’5( =/b?+b03=/(-3)2+12=V10

Térjiink vissza a szog koszinuszdhoz, és helyettesitsiik be a részeredményeket.
—13
cosax = ——— ~ —0,7634
V2910

Végiil a sz0g koszinuszabdl keressiik vissza a két vektor szogét.

a =~ 139.76°

Amint lathaté egy tompaszoget kaptunk eredményiil. Ez nem meglepd, hiszen a két vektor skalaris szorzata
negativ volt, és tudjuk azt, hogy a tompaszogek koszinusza negativ. Ha a skaldris szorzat pozitiv lett volna,
akkor hegyesszoget zart volna be a két vektor, hiszen a hegyesszogek koszinusza pozitiv. Ezért a skaldris
szorzat pozitiv vagy negativ el6jelébdl rogton lathatjuk, hogy két vektor hegyesszoget, vagy tompaszoget zar

be egymassal.



13. lecke, 13. oldal

13-7. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha felcseréljiik egy vektor két koordinatajat, és az egyik el6jelét megval-
toztatjuk, akkor az eredeti vektorra meréleges vektort kapunk!

Megoldas: Tekintsiik az @(aq; ag) vektort. Cseréljiik fel a két koordinatat és véltoztassuk meg az egyik

el6jelét, igy a b(ag; —ay) vagy ¢(—ase; a1) vektort kapjuk. Ez a két vektor egymas ellentetje igy parhuzamosak
egymassal. Ha az egyik merdleges az @ vektorra, akkor nyilvdnvald, hogy a masik is meréleges d-ra, ezért elég
csak egyiket vizsgalnunk. Legyen ez b.
Tudjuk, hogy két vektor akkor és csak akkor mero6leges egymasra, ha skaldris szozatuk 0, ezért hatarozzuk meg
a két vektor skalaris szorzatat.

6-5:a1a2+a2(—a1):0

Amint lathatd, a skaldris szorzat valédban 0-val egyenld, fiiggetleniil az @ vektor koordindtdinak értékétdl. Tehat
valéban igaz, hogy ha egy vektor koordinatit felcseréljiik, és az egyik el§jelét megvaltoztajuk, akkor az ereditre
meroleges vektort kapunk.

13-8. feladat: Adott az @(2; 7) vektor. A rd merdleges b vektorrdl tudjuk, hogy két koordinatajanak kiilonb-
sége 5. Hatdrozzuk meg b koordinatait!

Megoldas: Mivel nem tudjuk, hogy a b vektor melyik koordinataja a nagyobb ezért két esetre kell bontanunk
a megoldast. Els6ként foglalkozunk azzal, ha az elsé koordinata nagyobb. Ha az elsé koordinatat x-szel
jelsljiik, akkor a masodik koordinata x — 5 lesz, tehét b(z; « — 5). Mivel a vektorok mer8legesek, igy skaldris
szorzatuk 0. Ezt felirva a kovetkezé egyenletet kapjuk,

a-b=2x+7xz—-5) =0

. 35
amit megoldva x = 9

Ebbdl pedig a keresett vektor b (3;, —190> .
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Kovetkezzen a masodik eset, amikor az els6 koordindta a kisebb. Jeloljiik az els6 koordinatat most is z-szel,
ekkor a masodik koordinata = + 5, tehat g(:c; x +5). frjuk fel most is azt, hogy vektorok merélegessége miatt 0
a skaldris szorzat.

-

a-b=2x+7x+5)=0
)

Ennek az egyenletnek a megoldésa = = —

35 10
Igy a keresett vektor b ( 99

Amint lathato a feladatnak két megoldasa van, melyek egymds —1-szeresei.

13-9. feladat: Egy hdromszog csucsai A(3; 5), B(7; —2) és C'(—6; 1). Hatdrozzuk meg a hdromszog leg-
nagyobb szogét!

Megoldas: Mivel a hdromszognek csak a legnagyobb szoge a kérdés, ezért jé lenne eldonteni, melyik
csucsndl taldlhaté ez, kiilonben mindhdrom szoget meg kell hatdroznunk, s kivdlasztani koziiliik a
legnyagyobbat. Tudjuk, hogy hdromszogben nagyobb oldalla szemben nagyobb szog van, igy a legnagyobb
sz0g a leghosszabb oldallal szemben talalhat6. Szamoljuk ki ezért az oldalak hosszat. Ehhez hatarozzuk meg

az 1@ AC és BC vektorok koordinatait, majd pedig a vektorok hosszat, hiszen ezek egyben az oldalak
hosszat is megadjdk. A vektorok koordindtdit szokds szerint ugy kapjuk, hogy a végpont koordindtaibol vonjuk

a kezd6pont koordinatait.
AB(4; —7), AC(-9; —4), BC(-13;3)

78| = VT - VB
[AC| = V(=97 + (07 = VT
3| = VT3P = Vi

Kovetkezzen a vektorok hossza.
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Amint lathato, a BC oldal a leghosszabb, tehat az A csucsnal taldlhat6 « a legnagyobb szog. Ez a szog

tulajdonképpen az /@ és R vektorok szoge, igy a problémat visszavezettiik két vektor sz6gének
meghatdrozasara. Amint egy korabbi feladatban, most is a skalaris szorzat definici6jabdl fejezziik ki a keresett

sz0g koszinuszat.
45| |ac|
A két vektor hosszat mdr ismerjiik, még a skaldris szorzatukat kell kiszamolnunk.

AB-AC =4 (—9) + (~7) - (—4) = -8

Majd térjiink vissza a sz0g koszinuszahoz.
cosox = —— =~ —0.1008
97

Ebbdl visszakeresve kapjuk: a =~ 95.78°.

13-10. feladat: Bontsuk fel a 7(18; —1) vektort az d(—2; 5) és ¥/(6; 7) vektorokkal parhuzamos 6sszetvokre!

Megoldas: Az 6sszetevOkre bontds azt jeleti, hogy a ¢/ vektort két olyan vektor 6sszegeként 4llitjuk eld,

melyek koziil az egyik @-val, a mésik pedig b-vel parhuzamos. Az G-val parhuzamos Gsszetvé valamilyen
a-szorosa lesz az a vektornak, a b-vel parhuzamos 6sszetvé pedig a b-nek lesz valamilyen (-szorosa. Ezek
alapjan a kovetkez6 vektoregyenletet irhatjuk.

¥=ad+Bb

Ebbdl a vektoregyenletbdl egy egyenletrendszert kapunk, hiszen a vektorok megfelelé koordinataira
ugyanilyen egyenletek igazak.

v1 = aar + Bb

vy = aay + fby



Helyettesitsiik be a vektorok koordinatait.

18 = —2a + 68
-1 = ba + 708
Fejezziik ki az els6 egyenletbdl a-t.
a=38-9

Helyettesitsiik ezt a masodik egyenletbe.
~1=5(38-9)+78=228—-45
Ebbdl g = 2 adddik, amit az elsé egyenletbe helyettesitiink.
18 = -2a+6-2

Az egyenletbdl kapjuk: o = —3.

A ¥ vektor tehdt az aldbbi médon bonthaté fel G-val és b-vel prahuzamos sszetvékre:

T = —3a + 2b.

Az 0sszetevok koordinatdi pedig:

-

—3d(6; —15), 2b(12; 14).

13. lecke, 16. oldal

13-11. feladat: Bontsuk fel az @(5; 10) vektort a b(2; 1) vektorral parhuzamos, és mer6leges dsszetevGkre!

Megoldas: Az 0sszetevOkre bontds azt jelenti, hogy az a vektort két olyan vektor 6sszegeként kell felirnunk,

melyek kéziil az egyik parhuzamos a b vektorral, a mésik pedig meréleges a b vektorra. Jeléljiik a két
Osszetevot dy-vel, illetve d,,,-mel. Miel6tt a konkrét adatokkal szdmolndnk, azel6tt vezessiik le altaldnosan,
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a
dm
(8 .
b
61’
25. 4bra.

hogy miként lehet meghatarozni ilyen esetben az 0sszetevoket. Készitsiink dbrat az @ felbontasardl. Sajnos két
esetet kell vizsgalnunk aszerint, hogy az a és b vektorok altal bezart « szog hegyes vagy tompa. Elséként
foglalkozzunk a hegyesszogi esettel.

Probalkozzunk a parhuzamos 6sszetevo elédllitasaval, mert az a b vektor valamilyen szamszorosa kell, hogy
legyen. Azt kell csak meghataroznunk, milyen szammal kell szorozni a b vektort. Az abran lathatd derékszogl
haromszogbdl kifejezhetjiik a pArhuzamos 6sszetvé hosszat.

|dp| = |d] - cos
A skalaris szorzat definicidja szerint
i b=|a- )l;‘ - CoS v,

amibdl kifejezhetjiik az el6z6 egyenlet jobb oldalan 4ll6 szorzatot.

ST
S

|d| - cosav =

S
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Eszerint tehat a parhuzamos 6sszetvé hossza felirhat6 az alabbi médon is:

a-

S

Wp‘ =

=

Magat a parhuzamos 6sszetvé vektort tigy kaphatjuk meg, ha ezzel a hosszal megszorzunk egy olyan
egységvektort, mely egyirdnyt a pArhuzamos 6sszetevével. Mivel ebben az esetben a @, és b egyiranyuak, ha
eléallitjiuk a b vektoral megegyez0 iranyu egységvektort, azaz ¢,-t, akkor az megfelel6 lesz. Korabbi feladatban
szerepelt, hogy ehhez a b vekort a hosszanak reciprokéval kell szoroznunk.

. b
€p = o
b
Ezutan a parhuzamos 6sszetevoét is megkapjuk.
. .. . @b b ab -
ap =|ap| -6 == 5=z 0
b b b

Ezzel kaptunk egy képletet arra, hogyan hatérozhatjuk meg az @ vektor b vektorral parhuzamos Gsszetevéjét.
Kérdés azonban, hogy ugyanigy szamolhatunk-e akkor is, ha a két vektor tompaszoget zar be. Készitsiink errdl
is egy abrat.

A parhuzamos 6sszetvé hosszara most az alabbit irhatjuk fel.

ap| = |d| - cos (180° — ) = — |d@| - cos c.
p

Amint az el6bb is, ezt kifejezhetjiik a skalaris szorzat definiciéjabdl.

S

. a-
|dp| = —

=
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a -
am
« :
b ap
26. abra.

Mivel most d), és b ellentétes iranyuak, ezért a b-vel ellentétes iranyu egységvektort kell megszoroznunk ezzel a
hosszal, hogy megkapjuk a parhuzamos 6sszetvé vektort.

L . a-b b a-b -
ap:’%"(“fb): —7or | ?

b

Amint lathaté, ugyanazt az eredményt kaptuk, mint az elébb, képletiink mindkét esetben hasznalhatd.
A parhuzamos 6sszetevé ismeretében a merdleges 0sszetevé mar konnyen meghatarozhatd, hiszen

a = Gp + G,

amibdl a merdleges Osszetevé kifejezhetd.
Ezutan alkalmazzuk levezetésiink eredményét a két megadott vektor esetében. Hatarozzuk mega két vektor
skaldris szorzatat.

i-b=5-2+10-1=20

Szdmoljuk ki a b vektor hosszat.

‘5‘ —V/22112=1/5
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A részeredményket helyettesitsiik a parhuzamos 0sszetvé képletébe.

20

(\/5)2.6:45

apzi‘b:

Ebbél a pdrhuzamos 6sszetvé koordindtdi @, (8; 4). Mar csak a merdleges 6sszetvét kell szdmolnunk, melyet az
aldbbi médon kapunk.

am =0 — a,
Ebbdl a meréleges 0sszetvé koordindtdi d,,(—3; 6).
Megjegyzés: Kénnyen meggy6z6dhetiink réla, hogy a kapott @y, vektor valéban meréleges a b vektorra, csak a
skaldris szorzatukat kell kiszdmolnuk. Ez természetesen 0 lesz, s ebb6l kdvetkezden valéban merdleges a két
vektor.

13-12. feladat: Hatdrozzuk meg az A(3; —1), B(—5; —2), C'(4; 4) haromszogben az A csucshoz tartozd
magassag T talppontjanak koordindtdit, és a magassag hosszat!

Megoldas: Készitsiink egy abrat a haromszogrél, melyen feltiintetjiik az origot is.

Az abran jol lathatd, hogy a T' pont helyvektora helyettesithet6 az O BT iranyitott toréttvonallal, amibél

kovetkezik
OT = OB + BT.

Ha sikeriil el64llitanunk a BT vektort, akkor megkapjuk 7" koordindtdit, ha a B pont koordinataihoz

hozzaadjuk ezen BT vektor koordinatdit. .

Az &brérdl azonban az ii}eolvashaté, hogy a ﬁ vektor nem mads, mint a BA vektor B? vektorral parhuzamos

Osszetvlje, valamint a T'A vektor a B A vektor BC vektorra merdbleges Osszetvéje. Lényegében tehat annyit kell
.. = ? P ‘ ,, .. P

tenniink, hogy a B A vektort fel kell bontanunk BC vektorral parhuzamos és mer6leges 6sszetevokre.
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f\/:r C

O

27. 4bra.

Az el6z6 feladatban szerepelt, hogy ha az a vektort felbontjuk b vektorral parhuzamos és merdleges
Osszetvokre, akkor a parhuzamos 6sszetvé képlete:

—

a-b -
ap = .

b.

22
b

Helyettesitsiik most be ebbe a haromszogbdl a megfelel6 vektorokat.

N
pi = PABC e
5]
A feladat megoldasanak menete ezzel megvan, mar csak a szamolast kell végrehajtanunk. Els6ként hatarozzuk
meg a BA és BC vektorok koordinatdit.
BA(s; 1), BC(9: 6)
Vegyiik a két vektor skalaris szorzatat.

BA-BC=8-9+1-6=78
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Szamoljuk ki B? hosszat.

30| = VT = viTT

Hatdrozzuk meg hdnyszorasa a ﬁ vektor a @ vektornak.

ﬁ BAB?@

B (J;, .BC = _8

Ebbdl kovetkez6en ﬁ 6; 4).
Adjuk hozza BT koordintéit a B pont koordindtaihoz, a kapjuk 07 1; 2), azaz T'(1; 2).
Még a magassag hosszat kell kiszamolnunk. Ez egynlé a T'A hosszaval. Mlvel

BA=BT+TA4,

az egyenlet rendezase utan N
TA=BA- BT

Ebbdl a vektor koordinatdi T_1>4(2; —3). Szamoljuk ki a hosszat.
‘ﬁl‘ =22+ (-3)2=V13

Az A csticshoz tartozé magassag tehat /13 hosszusagu.

13.2. Ellen6rzo kérdések

Kviz
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. Egy paralelogramma egyik csticsa A(2; —1), atléinak metszéspontja M (6; 5). Mik az A-val szemkozti C
cstics koordindtdi?

(=25 =7) (0; —4) (4; 2) (10; 11)
. Egy hdromszog egyik csticsa A(—2; 5), sulypontja S(4; 1). Mik a BC oldal F' felezéspontjdnak koordinatdi?
(—4; 8) (0; 2) (7: 1) (10; —4)

. Adott két pont A(7; —3) és B(10; 0). Mi a C' pont mésodik koordindtdja, ha illeszkedik az A és B pontok
altal meghatdrozott egyenesre, és elsé koordinatdja —2?

—12 —10 —6 —4
. Mik a koordinétai a ¥(5; —12) vektorral ellentétes irdnyud egységvektornak?

12 5 5 12 5 12 12 5
(35 3) (35 1s) (15 -1s) (15 13)
. Mik az A pont koordinatai, ha az origotdl 2 egységnyire helyezkedik el, az origd és a B(—3; 4) pont kozott,
az altaluk meghatarozott egyenesen?

6 8
(53)

9 6.8 9. 12
55 55 55
30° 45° 60° 120°

. Mekkora szoget zar be az @(7; —5) és b(12; 2) vektor?
. Adott az a@(8; 3) vektor. Mi a b vektor els6 koordinétéja, ha merleges az @ vektrorra, és masodik
koordinataja —4?

—6 6 —-1.5 1.5
. Mit kapunk, ha a #(—9; —7) vektort felbontjuk az @(—3; 2) és b(—1; 5) vektorokkal parhuzamos
Osszetevokre?

T=—4d+3b T=-3a+4b 7 =4a - 3b 7 =3 —4b

. Az @(13; 1) vektort felbontjuk a b(—9; 15) vektorral parhuzamos, és meréleges sszetevGkre. Mik a
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parhuzamos 6sszetevé koordindtai?

(—6; 10) (=3; 5) (3; =5) (6; —10)
10. Mik az A(9; 7), B(11; 13), C(1; 15) haromszogben a B cstcshoz tartozé magassag talppontjanak
koordin4tai?

(4; 12) (5; 11) (6; 10) (7;9)
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