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1. Integralszamitas 2

1.1. Racionalis tortek integralasa

1.1.1. Alapfeladatok

1. Feladat:/ dr =

2 -3z

Megoldas: Az integrandus egy valédi racionélis tort, mert a szam-
laloban alacsonyabb fokszami polinom van, mint a nevezében. Ha a
szamlalo konstans, a nevezd pedig els6fokt, akkor mindig ki kell alaki-
tani a szamlaléban a nevezd derivaltjat, azaz

re,

—In|f(@)] + e
integralasi szabalyt kell alkalmazni:

flz)=2-32 és f(z)=-3

4 1 4 [ -3 4
/"Q—Sxdx /:2—3md$ =3 ) 3T 32— salde

7
2. Feladat: /de =

1
Megoldas: Mivel z — 5 egy linearis kifejezés és — = 2~ hatvany-

fliggvény, azaz létezik primitiv fiiggvénye, ezért alkalmazzuk a

/faa:—i—b (ax—l—b)

integralasi szabélyt.

Most
ar+b=x—-5 a=1

7 B _ B (x —5)72 B 7
/de7/(a:—5) 3dm77T+07_m+c

Megjegyzés: llyen tipusi feladatokra kimondhat6 a kovetkezd integra-
lasi szabaly:

1 _ n, (a4 )T

3. Feladat: do =
cada /9+@ﬂx

Megoldas: A szamlaléban egy konstans van, a nevezében 1évé mésod-
fokua kifejezésnek pedig nincs valos gydke (9 + 422 > 9, haz € R ),



azaz a nevezd nem bonthaté fel elséfoki tényezsk szorzatara. Ebben

1
az esetben az integrandust ———— alaktra kell hozni!
1+ (ax +b)?
Mert
/ 1 dp = arctg (azx + b) L
1+ (ax + b)? a

Kiemelésekkel alakitsuk ki az egyeseket a szamlaléban és nevezében is.

5 1 5 1
/9—1—4x2 . /9+4:c2 v 9/1 <2x>2
_|_

3

5arctg (2 5 2
= 9%(3) +c= éarctg (;) +c

2
4. Feladat: | ———dx =
elada /7—1—53:296

Megoldas: Az integrandust m alakira kell hozni!

Ll

"1:‘ =

ST
v () fTrem s () o

T
5. Feladat: / e

/ 2 _2/ 1 2 Arctg (\f)

dr =

Megoldas: A szamlalo egy elséfoka polinom, a nevezd pedig egy to-
vabb mar nem bonthat6 masodfoku, mivel 22 +1 > 1 ha = € R. Ilyen
esetben az az elsd lépés, hogy megpréobaljuk kialakitani a szdmléléban
a nevez§ derivaltjat.

A nevez§ derivaltja:
(1+a2?) =2z

T 1 2z 1
/1—1—3723: 2/1+x2$ gt atire

Az abszolutérték elhagyhato, mivel 1 + 22 > 0 minden x € R esetén



1
6. Feladat: / EE gy =
1+z
Megoldas: A nevezd egy tovibb mér nem bonthaté masodfoku, a
szamlalo pedig elséfokn polinom. Alakitsuk ki a szamlaléban a nevezd

derivaltjat, azaz 2x-t.
1 1 (2 2
/ zl, 1 / 42,
1+ 22 2) 1+ a2
Ekkor az integrandust két olyan tort osszegére kell bontani, amelyek

egyvikében a szamlal6 a nevezs derivaltja, a mésik szamliloja pedig
konstans :

1 2x 2 1 )
:2/<1+x2+1+x2>dx:21n(1+3; )+ arctg z + ¢

. Feladat: Irjuk fel parcialis tortek dsszegeként az alabbi racionalis tor-

tet:
1

z(r + 2)

Megoldas: A nevezs elséfoku tényezdk szorzataként van felirva, ekkor
a parcialis torteket a kovetkezd alakban kell keresni:

1 A N B
r(x+2) = x+2
Hatarozzuk meg A és B értékeét.

Els6 1épésben hozzunk kozds nevezére:

1 A B A(x+2) + Bz

x(x +2) E+x+2_ z(z+2)

A nevezdk egyenlGsége miatt a szamlaloknak is meg kell egyezniiik:

Alx+2)+Bzx =1
Rendezziik a jobboldali polinomot:
(A+B)x+2A=1
Két polinom egyenléségét kell vizsgalnunk:
(A+B)x+2A=0-z+1

Két polinom akkor egyenld, ha az azonos fokszamu kifejezések egyiitt-
hatéi rendre megegyeznek, azaz

A+B=0 és 2A=1



Oldjuk meg az egyenletrendszert:

1

Tehat

1 1
1 2 2 _1/1 1
z(z+2) = z+2 2\z z+2
. Feladat: Irjuk fel parcialis tortek Gsszegeként az alabbi racionalis tor-

tet:
12

(z—4)(z+2)

Megoldas: A nevez§ két elstfoku kifejezés szorzata. Keressiik a par-
cidlis torteket a kovetkezd alakban:

12 A B

c—D(@+2) -4 z+2

Hozzunk koézos nevezdére:

12 A B A(w+2)+ Bz —4)

(x —4)(z+2) r—4 a2 (v —4)(z +2)
Vizsgéljuk a szamlalok egyenlSségét.
A(x+2)+ B(x —4) =12
Rendezziik a polinomot.

(A+B)x+2A—4B=0-z+ 12

Irjuk fel az egyiitthatok egyenldségét.
A+B=0 és 2A—4B =12

Oldjuk meg az egyenletrendszert.

Ha
A=-B

akkor

2A—-4B=-6B=12 = B=-2 é& A=2

Tehét a raciondlis toért parcialis tértekre bontvas:

12 2 2

(z—D(x+2) z-4 z+2




9. Feladat: Irjuk fel parcialis tortek 6sszegeként az alabbi racionalis tor-

tet:
12 _

(z+3)22
Megoldas: A nevezs elssfoki tényezk szorzataként irhaté fel:
(x+3)-z-x

Ekkor a parciélis torteket a kovetkezs alakban kell keresni:

12 A B C

(x4 3)z? _w+3+;+?

Hatarozzuk meg A, B és C értékeit. Hozzunk kézds nevezére. Vegyiik
észre, hogy a ko6z0s nevezd ebben az esetben is az eredeti nevezdvel
egyezik meg.

12 A §+£ Az? + Bx(x +3) + C(z + 3)
(x+3)22 z+4+3 =z 22 (x + 3)a?

Vizsgéljuk a szamlalok egyenlGségét.
Az® 4 Bx(z +3) + C(z + 3) = 12
Rendezziik a polinomokat.

(A+B)2* 4+ (3B+C)z+3C=0-2+0-2 + 12
Irjuk fel az egyiitthatok egyenlsegét.

A+B = 0
3B+C = 0
3C = 12

Oldjuk meg az egyenletrendszert.

Az utolsé egyenlet alapjan C' = 4. Behelyettesitve a masodikba kapjuk,
4 4

hogy B = —3 Az els6 egyenletbe helyettesitve A = 3

Tehat
Cc = 4
4
B — —§
A = =
3
A raciondlis tort parcidlis tort alakja:
12 3 3 i
(x+3)22 2+3 z 22



10.

Feladat: Irjuk fel parcialis tortek osszegeként az alabbi racionalis tor-

tet:
6x

(% +5)(z + 1)

Megoldas: Mivel 2 + 5 > 5, ezért az els§ tényezének a nevezében
nincs gyoke, azaz egy tovabb mar nem bonthatdé mésodfokd polinom.
Ekkor az egyik résztort nevezdje 2 + 5 és a hozzatartozd szamlalot
szigordan els6fokd polinom alakjaban kell keresni.

6z _Az+B  C

@+5@+1)  (@+5) z+1

Hozzunk kozos nevezére.
(Az + B)(x + 1) + C(2? + 5)

(z? +5)(z + 1)

Rendezziik a szamlalot.

_ (A+0)a*+ (A+B)z+B+5C
N (22 +5)(z+1) N

Irjuk fel a szamlalok egyenléségét.

(A+C)z® + (A+ B)x + B+ 5C =6z

A+C = 0
A+B = 6
B+5C = 0

Olvassuk le az egyenletrendszer megoldésat.
Ha A = —C, akkor

—-C+B = 6
B+5C = 0

Az els6 egyenletbdl vonjuk ki a masodikat.
—-6C=6 =C=-1

Az egyenletrendszer megoldésa:

c = -1
B = 5
A= 1

Tehat a racionélis tort parcialis tortekre bontésa:

6x T4+5 1

@Z+5)(z+1) (a2+5) z+1




11. Feladat: Milyen tipust parcialis tortek alakjaban kell keresni az alabbi

raciondlis tortet 7 )

(x+ 3)%(x2 4+ 4)24 -

Megoldas:
1 A B Cx+D E F G H

C32 @1t (2+3) @+3? (@P44) z 2 B

1.1.2. Osszetett feladatok
1. Feladat:

5 — 6
dr =
/ x? — 3z
Megoldas: Az integrandus egy valodi raciondlis tort, a szamlalé elss-

fokd, a nevezd pedig masodfoki polinom. A nevezében x kiemelésével
szorzatta alakithato, tehat a tort felirhatd parcialis tértek 6sszegeként.

Végezziik el a parcidlis tortekre valo bontast.

50 — 6 5 —6 A B

2 -3z  (z-3)z _x—3+5
Hozzunk ko6z0s nevezdre.
S5z — 6 5z — 6 A B Az + B(z —3)

2-3z (z—-3)2x -3 z  (r—3)z

Irjuk fel a szamlalok egyenléségét.
Arx+ B(x —3) =5z —6
Rendezziik a jobboldali polinomot.

(A+ B)z — 3B =51 — 6

Irjuk fel a megfelels egyiitthatok egyenléségét.

A+B = 5
—3B = —6

Olvassuk le a megoldast.

B=2 és A=3
Az integrandus parcialis tortekre bontva:
5 — 6 or — 6 3

2
2 -3z (m—3)m_ac—3+5

10



Végezziik el az integralast!
5 — 6 5 — 6 3 2
———dr= | ———dr = | ——=d —dr =
/:I:Q—Sxx /(x—S)xm /:r—3 ac—l—/xx

1 1
:3/ dm+2/dx:3ln]x—3+21nx|+c
-3 x

. Feladat:

lEsret
——————ax
x2 4+ 4z + 13

Megoldas: Az integrandus egy valédi raciondlis tort, a szamlalo egy
konstans, a nevezd egy mésodfokil polinom. Nézziik meg, hogy a ne-
vez$ szorzattd alakithato-e. Ha a masodfoka polinom diszkriminansa
pozitiv, akkor van valés gyoke, azaz szorzatta alakithaté. Ha a diszkri-
minéns negativ, akkor nincs valés gyoke, azaz nem irhato fel elséfokn
tényezdk szorzataként.

D=4%2_-4.13=-26<0

Mivel a diszkriminans negativ, a nevez8 nem alakithaté szorzatta.
Ha a szamlalé egy konstans, a nevezd pedig tovabb mar nem bonthato

kifejezés, akkor az integrandust m alakura kell hozni!

Ebben az esetben elészér emeljiik ki 7-t a szamlalobol.

7 1
:7 pr—
24+ 4z + 13 24+ 4z + 13

Majd folytassuk teljes négyzetté alakitéssal és kiemeléssel.

1 7 1

(x+2)2+9_§%+1 B

Vigyiik be a 9-t a négyzet ala:

1
PP

NeJEEN

Mivel %“2 egy linearis kifejezés, az

/f(aa:—i—b)dx:F((m—i—b)—Fc

a
integralasi szabalyt alkalmazva kapjuk, hogy

7 7 1 7 arctg (‘”T“)
/:c2+4x+13dx:9/($2)2+1dx:9 I e



Egyszertisités utan:

7act z+2 +c
= —ar
g\ T3
7 7 T+ 2
b gr = Laret
/w2+4w+13 v 3arcg< 3 >+C

/ 3z +1 J

—ar =

422 + 1

Megoldas: Mivel 422 +1 > 1, ha 2 € R, a nevezs egy tovabb mar

nem bonthat6, a szamlalé pedig egy elséfokt polinom. Ha a szamlalo
a nevezd derivaltjanak szadmszorosa, akkor az integralas elvégezhetd.

Tehat

. Feladat:

(42* +1) = 8z

Mivel ez most nem teljesiil , ezért az integrandust két olyan tort 6ssze-
gére bontjuk, amelyek egyikében a a szamlalé a nevez6 derivaltjanak
konstansszorosa, a masik szamlédléja pedig konstans.

3r+1 3z n 1 3 & n -
422 +1 422 +1  4a2+1 84a2+1  da2+4+1
y 1
Az elsé tag fT tipust. A masodik tagot irjuk &t ———— — alakira.

1+ (azx 4+ b)?

8x n 1
42 +1  (22)2+1

3
8
Most mér az integralas elvégezhet6 mindkét tagban.

3z +1 3 8z 1

T ge= [ 22T g . dr=
/4x2+1x /84x2+1x+/(2$)2+1x
arctg 2x

3
§1n|4:c2—|—1|—|— 5

. Feladat:

/xdx_
22+ 6x+11

Megoldas: Az integrandus egy valddi raciondlis tort. A nevezs egy
tovabb mar nem bonthaté masodfoka polinom, mivel a diszkriminansa
negativ (D = —8). A szamlaloban pedig egy linearis kifejezés van.

El6sz6r nézziik meg, hogy a szamlal6 a nevezd derivaltjanak szdmszorosa-
e.

12



(22 + 62+ 11) =22 +6

Ez ebben az esetben nem teljesiil. Alakitsuk ki a szamlaloban a nevezs
derivaltjat.

/ T d 1/ 2x d 1/ 2x+6—6d
—_—ar = — —_—aAr = — —_—adr =
2+ 6x+11 2 ] x2+6x+11 2 | x2+6x+11

Majd {rjuk fel az integrandust két tort dsszegeként. Az egyik tért szam-
laléjaban a nevezé derivaltja legyen, a masikban pedig konstans.

1/ 2r +6 d 1/ 6 d
- — —_—adXr — — —_—ar =
2 ) x24+6x+11 2 ) x24+6x+11

!
Az els6 tag mar = tipusd, a mésik tagot

f

m alakuara kell
axr

hozni!

Els6 1épés a teljes négyzetté alakitas.

1 2 4+ 6 1 6
= | = dz—= | —————dz =
2) x24+6x+11 2) (x+3)2+2

Masodik 1épés, kiemelések:

1 2z +6 6 1
=- | ————dx— dr =
2) 224+ 6x+11 2:2) (z+3)?

1
5 +

1/ 24+ 6 3/ 1 d
= — —_—adr — — —_——ar =
2) 22+6z+11 2 <x+3>2 .
+
V2

Végezziik el a kijelolt mtiveleteket.

1 3 3
ziln\x2+6x+11|—§arctg (%) V24 ¢

. Feladat:

/ 13z 4+ 12 d
e Nt Y
322 —x —2

Megoldas: Az integrandus valédi raciondalis tort. Vizsgaljuk meg, hogy
a nevezd felirhaté- e szorzat alakban. Mivel a nevezében 1év6 mésod-
fokt polinom diszkriminansa D = (—1)? 4+ 24 > 0, a nevez§ felirhat6
szorzat alakban.

A megoldoképlettel keressiik meg a nevezében 1évé polinom gyokeit.

32 —2x—-2=0

13



1+£/(-1)+24 1+5

3 6

Ti2 =
Tehat

xr1 =

(_
2.
2 —1
3 7

A nevez§ gybktényezds alakja:
2
3:E2—$—2:3(3:—1)($+§) =(z—-1)(3z+2)

Végezziik el a parciélis tortekre valé bontést.

13z 412 13z + 12 A B
= = —|—
322 —2—-2 (z—-1)Bz+2) x-1 3z+2
Bzx+12 A n B AQBx+2)+ B(r—1)
(x—1)Br+2) x-1 3z+2  (z—-1)3Bz+2)

Irjuk fel a szamlalok egyenléségét.
ABz+2)+ B(x —1) =13z + 12
Rendezziik a polinomot.
(3A+ B)x+2A— B =13z + 12
Két polinom akkor egyezik meg, ha az azonos fokszamu tagok egyiitt-

hatéi rendre megegyeznek.

3A+B = 13
2A—B = 12
Adjuk Ossze a két egyenletet, akkor
bA=25 = A=5
Behelyettesitve példaul az els6 egyenletbe kapjuk, hogy
B=-2

Az integrandus parcialis tortekkel felirva:

Bz+12 5 2

(x—1)(Bz+2) x—1 3x+2
Végezziik el az integralast.

/13az+12 dx_/ 13 + 12 dx_/ 5 dx_/ 2 . _
322 —x—-2 " ) (a-1)Bx+2) " ) x-1 3r+2

1 2 3 2
-5 do — = de=5Inlz—1|— = - In |3z + 2
/x—l o 3/3:r+2 v=ohfe—1f =g I3 +2+c

14



6. Feladat:

/ —22% + 10z — 2
dr

223 + 322 — 2x

Megoldas: Egy valodi raciondlis tortet kell integralnunk.

Mivel a nevez harmadfoku, biztosan szorzattd alakithat6. Ennél a

feladatnal x kiemelhetd.

223 + 32% — 2z = x(22% + 32 — 2)

Gyotkkeéplettel nézziik meg van-e valés gydke a masodik tényezének.

202 +3r—-2=0

 —3+V32+16  —-3+5
- 2.2 4

1,2

Tehat

Tl = l‘2:—2

1
2
A gybktényezbs alak:

202 + 32 — 2 = 2(zx + 2) <x—;> =(z+2)(2z —1)

A nevez6 szorzat alakban felirva:

203 + 322 — 20 = x(22% + 32 — 2) = x(x + 2)(2z — 1)

Végezziik el a parcialis tortekre valo bontast. A résztortekben a nevezék
els6fokuak, ekkor a szamlalokat konstans alakban kell keresni.

—222+102 -2  —222+102—-2 A B C

203 + 322 — 2z x(z+2)(2x — 1) P R P

Hozzunk kozos nevezére.

é—i— B n C  Al@+2)(2z—-1)+ Bx(2z - 1) + Cz(z + 2)
r r+2 22-1 z(z+2)(2z — 1)
Mivel
—22% + 10z — 2  A(z+2)(2z — 1) + Bz(2z — 1) + Cz(z + 2)
r(r+2)2x—1) x(x+2)(2x — 1) ’

irjuk fel a szamlalok egyenléségét.
—22% 410z — 2= A(z +2)(2z — 1) + Bx(2z — 1) + Cx(z + 2)

Rendezziik a baloldali polinomot.
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—27% 4+ 10z — 2 = (2A+ 2B + C)2® + (34 — B+ 2C)z — 24
Irjuk fel az azonos fokszamn kifejezések egyiitthatéinak egyenléségeit.

-2 = 2A42B+C
10 = 34— B+2C
2 = —24

Az utolso egyenletbsl A = 1. Behelyettesitve a méasik két egyenletbe,
kapjuk a kovetkezd egyenletrendszert:

-4 = 2B+C
7T = —-B+2C

A masodik egyenlet kétszeresét adjuk hozzé az els6hoz.
10 =5C = C=2

Visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy B = —3.

Tehat a az integrandus parciélis tortek alakjaban felirva:

—222 + 10z —2 222+ 10z -2 1 3 2

223 + 322 — 2x  x(z+2)(2x —1) E_ac+2+2m—1

Végezziik el az integralast.

/—21’2—|—1Ox—2 / —222% + 10z — 2
= €Tr =
23 + 322 — 2z z(z+2)(2z —1)

1
x x+2 2 — 1

=In|z| —3njz+2|+In|2z - 1| +¢

. Feladat:

/ 422 + 18z + 15
= "dr=

(x +2)3
Megoldas: Az integrandus valodi raciondlis tort, a nevezd szorzat
alakban van. Egy els6foki kifejezés szerepel harmadik hatvanyon. Ilyen-
kor a résztortek szama megegyezik a kiilsé hatvannyal, azaz 3- mal, a
szamlalokat pedig konstans alakban kell keresni.

42 + 18z +15 A ,.B __C
(x+2)3  x+2 (z+2)2 (z+2)3
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Hozzunk k6z6s nevezére, ami ebben az esetben is az eredeti nevezd lesz.

42 +18z+15 A LB . C _
(z+2)3  z+2 (z+2)?2 (z+2)3

Alz+2+ Bz +2)+C  A@*+4s+4)+ Bz +2)+C
(z +2)3 B (z +2)3

Irjuk fel a szamlalok egyenlésegét.
A(z®* +4z+4) + Bz +2) + C = 42> + 182 + 15
Rendezziik a jobboldali polinomot.
Az? + (4A+ B)z + (4A+ 2B+ C) = 42® + 18z + 15

Irjuk fel az azonos fokszamu kifejezések egyiitthatéinak egyenlGségeit.

A = 4
4A+ B 18
4A+2B+C = 15

Olvassuk le a megoldasokat.

A=4 B=2 (C=-5

Végezziik el az integralast.

422 + 1 1 4 2
/ZE + 18+ 5d33:/ dx+/d1:—/5 dr =
(x +2)3 x+2 (x +2)2 (x +2)3

:4/xi2d:v+2/(:v+2)_2dx—5/(m+2)_3d:x:
(z+2)7' _(x42)7?

=4] 2|+ 2 — =
nlr+2|+ 1 5 5.1 +c
2 5 1
—dlnfp 42— —— 2.
n |z + 2| x+2+2 (x+2>2+c

8. Feladat:

/53;2 + 32+ 20
——dx =

a3 + 4z
Megoldas: Az integrandus valddi raciondlis tort, a nevezd harmadfoku
polinom, most x kiemelésével szorzatta alakithato.

522 + 3z + 20 522 + 3z + 20
T T = | T Ty =

x3 + 4dx z(x? +4)
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A masodik tényezének nincs valos gydke, hiszen 22 4+ 4 > 4 minden x
valés szdm esetén. Tehat megjelent egy tovabb nem bonthaté masod-
fokt tényez6 a nevezében.

Ilyen esetben a parcidlis torteket a kdvetkezd alakban kell keresni.

50 +3cx+20 A Bx+C
z(x? +4) r  x2+4
Azaz az els6foka nevez6hoz most is csak konstans szamlalo tartozik,
de a masodfokuhoz a szamlalot mar els6fokt alakban kell keresni.
Hozzunk ko6zos nevezére.
522 4+3r4+20 A Bx+C A@@?+4)+ (Bx+C)x
G Y (2% +4)

Ujra irjuk fel a szamlalok egyenldségét.
A(z? 4+ 4) + (Bz + C)z = 5% + 32+ 20

(A+ B)x?* + Cx +4A = 52° + 3z + 20

Innen a megfelel§ egyiitthatok egyenl@sége:

A+B =5
c = 3
4A = 20

Olvassuk le a megoldasokat:

WA
|
w

Végezziik el az integralast.

522 4 3z + 20 5 3
/ 3 + 4x d:r—/xda:+/x2+4da:—

T
1 1 arctg (—)
=5 —alnt:—i—§ 7dx:5ln\x]+§72+c:
(;v 2 4 1

°) 41 -

2 2

3
=5In x| + §arctg (g) +c
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9. Feladat:
/ 22 4+ 10x + 26

——————dzr

3 + 622 + 13z
Megoldas: Az integrandus valédi raciondlis tort. A nevezd = kiemelé-
sével szorzatta alakithato.

23 4+ 622 + 13z = x(2* 4 62 + 13)

Vizsgaljuk meg, hogy a méasodik tényezs vajon tovibb bonthato-e. Eh-
hez elegends megvizsgalni a kifejezés diszkriminansét.

D=62-4-13=-16<0

Mivel a diszkriminans negativ, 22 4 62 + 13 tovabb mar nem bonthaté
masodfoka polinom.

Végezziik el a parcidlis tortekre bontasat, ligyelve arra, hogy a nevezd
egy szorzattd nem alakithatd mésodfoka kifejezés, akkor a szamlalot
els6fokn polinom alakjaban kell keresni.

22 4+ 10z + 26 A Bx+C

z(x2 + 6z + 13) e T P63

Hozzunk kozos nevezére.

22 +102+26  A(z*+4 6z +13) + (Bx + C)x

z(z? +6x +13) z(z? + 62 + 13)
224+ 10z+26  (A+ B)a?+ (64A+ C)z + 134
r(z2+ 62+ 13) z(z? + 62 + 13)
Irjuk fel a megfelels egyiitthatok egyenléségét.
A+B = 1
6A+C = 10
134 = 26

Olvassuk le a megoldasokat.

Végezziik el az integralast.

/as+10:1:+26 / 2, +/ —r —2
x
z3 + 622 + 13z x2+6x+13
Azt tudjuk, hogy
2
/d:r =2In|z|+c
x
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Nézziik a mésodik integralt:

/ —r—2 d / x+2 d
—-——de=— | ————=dx

2 + 6x + 13 22 + 6z + 13

Tudjuk, hogy a nevez6 méasodfokil, tovibb mér nem bonthaté poli-
nom. A szamlald pedig elséfoki kifejezés. Fkkor az integrandust két

olyan tort Osszegére bontjuk, amelyek egyikében a szamlilé a nevezd
derivaltjanak konstansszorosa, a méasik szamlal6ja pedig konstans.

Hatarozzuk meg a nevezd derivaltjat.
(22 + 62 +13) =22+ 6 = 2(z + 3)

Alakitsuk ki el6szor a szamlaloban a nevezd derivaltjanak a felét:

/ T+ 2 d / r+3—-1 d
—_—ar = —_—adr =
x2 + 6z + 13 2+ 62+ 13

x+3 1
=) ————do— | ———dx
x2 +6x+ 13 2 +6x +13

Majd az els6 tortnél bévitsiink kettével.

1 [ 2x+3) 1
S e ./ (S
2] x2+6x+13 22+ 6x +13

Az els6 mtegrandus i alakt, tehat integralhatoé.

Nézziik a masik klfejezest. A szamlalé megint konstans, a nevezd szor-
zattd nem alakithato, tehat az integrandust ————— alakdira kell
1+ (ax + b)?

hozni!

Elgszor alakitsunk teljes négyzetté.

1 2(x +3) 1 B
_2/x2+6x+13d$_/(x+3)2—|—4d$_

Majd emeljiink ki 4-et a nevezében.

:1/ 2(z+3) dx—l/ 1 d —
2) 22 +6x+13 4 (L3)2_|_1

Most mar a masodik tag is integralhato.

1 1 3
ziln\x2+6x+13|—1arctg <x—2|—> 24¢

Tehat a végeredmény:
/ x? + 10z + 26 / / r+2
———dx
x3—|—6$2+13m 2+ 62+ 13

1 1 3
=2In|z| — §1n\:c2 + 62 + 13| + iarctg <ZC—2F> +c
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10.

11.

Feladat:

2x
dxr =
/:c+3m

Megoldas: Az integrandus egy nem valddi racionélis tort, mert szam-
laloban és nevezében azonos fokszamu polinom van. Ekkor alakitsuk
ki a szdmlaléban a nevezé t6bhszordsét.

2 2 +6— 6 6
— _— — 2 — —
/x+3dx / 13 @ /( T3

A feladatot ezzel az egyszerd lépéssel visszavezettiik racionélis tort
integralasara.

1
:236—6/ dr =2x —6Injz+ 3|+ ¢
T+ 3

2
1

/:c2+ do —
T4+

Megoldas: Az integrandus egy nem valodi raciondlis tort. A legmaga-
sabb fokszdmok a szamlaloban és nevez6ben most is egyenlGek, tehat
alakitsuk ki a szamléléban a nevezé tobbszorosét.

241 Z4tz—z+1 -1
/a:—l— dx:/mi_dx:/ 1_x dr =
2+ 2+ 2+

A feladatot visszavezettiik egy valodi raciondlis tort integralasara. A
nevezd x kiemelésével szorzatta alakithato.

()

Végezziik el a parcidlis tortekre bontést.

Feladat:

x—1 A B Ar+B(zx+1) (A+B)z+B

(z+Dz z+1 =  z(xz+1) z(xz+1)

A szamlalok egyenlGsége:
r—1=(A+B)x+ B
Irjuk fel a megfelels egyiitthatok egyenlésegeit.

A+ B = 1
B = -1

Olvassuk le a megoldasokat:

B=-1 A=2
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12.

Folytassuk az integralast.

:x_/<(wg:r_11)w>dx:x_/(xi1_alc>dx:

=z —2Injz+1|+Injz|+¢

/ 223 — 3w — 7
—————dx
x? + 2z + 2
Megoldas: Az integrandus egy nem valddi racionalis tort, mivel a
szamlalo fokszama (3) magasabb, mint a nevezs fokszama (2).

Feladat:

Polinomosztast kell elgszor végezni.

(22% - 3x -7 (2 + 2x + 2) = 2x
- (222 + 42+ 4x)
- 4a? - Tx -
- (—42®> - 8 - 8
x + 1

Az osztast elvégeztiik, a hanyados 2z — 4, a maradék pedig = + 1.

Tehat az integrandus felirhatd egy polinom és egy valodi raciondlis tort

Osszegével:
2z — 3z — 7 r+1

=2r—44+
22 + 21 + 2 v +a:2+23:—|—2
Most méar el tudjuk végezni a kijeldlt integréalast:

23 —3x =7 z+1
= dr= | (2r—-44 ——— )dx =
/x2+2x+2 . /(x +x2+2x+2)$

2 r+1
v $+/x2—|—2:p—|—2x

Kaptunk egy valédi racionéalis tértet, amelynek nevezSje tovabb méar
nem bonthaté mésodfokd polinom, mivel a diszkriminansa negativ
(D = —4). Mivel a szamlalo els6foku, nézziik meg, hogy a szamlaloban
kialakithat6-e a nevezd derivaltjanak szimszorosa.

A nevez§ derivaltja:
(224 2c+2) =20 +2=2(x+1)

Vegyiik észre, hogy most a szamlalo éppen a derivalt fele. Igy egy
egyszerii bovitéssel kialakithato a derivalt a szamliléban.

— 22 P dr = dp - | 2T g =
o x+/x2+2x+2x TRty | 2 iar 2™
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13.

1 1
:x2—4x+§ln|x2+2x+2l+c:w2—4w+§ln(x2+2x+2)+c

felhasznélva, hogy 22422 +2 = (z+1)241 > 0, ezért az abszolutérték
elhagyhaté.

Feladat:
dr =

224 — 1323 4+ 2722 — 182 — 6
/ 3 — 522 + 61
Megoldas: Az integrandus egy nem valoédi racionalis tort, mivel a
szamlalo negyedfoki, a nevezd pedig harmadfokd polinom.

Most is polinomosztassal kell kezdeni.

(22 -1323 42722 -18x  -6) : (2 -Bz? +6x) = 2x
- (22t <1023 +1227%)
3xd +1527 -18x -6
- (322 +152%  -18x)

-6

A polinomosztéast elvégeztiik, a hanyados 2x — 3, a maradék —6.
Tehat

20!~ 1329 +272% — 182 =6 _ 6
3 — 522 4+ 62 N 3 — 522 + 62

Az integrandust felirtuk egy polinom és egy valodi raciondlis tért Ossze-
gével.

A polinomot ki tudjuk integralni. Foglalkozzunk a mésodik taggal. Ala-
kitsuk szorzattad a nevezét.

2% — 5% 4 62 = 2(2? — 5z + 6)
A megoldoképlettel keressiik meg a mésodik tényezd gydkeit.

5+/(-5)2-4-6 5+1
. -

2

T12 =

Tehat
xIr1 = 3 To = 2

A masodik tényezd gyoktényezss alakja:
22 —5x+6=(x—3)(z—2)
A nevez§ szorzat alakjaban:

23 — 522 + 62 = x(2? — 52+ 6) = 2(x — 3)(z — 2)
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Keressiik a parcialis torteket:

6 B 6 _ A, B C
w3 —5x2+62z a(r—-3)(z—-2) =z x-3 x-2
6 Az —3)(x —2)+ Bx(z — 2) + Cz(z — 3)
23 — 522 + 62 z(z —3)(x —2)
6 _ (A+B+C)a?+ (—5A —2B —3C)z + 64
23 — 522 4+ 62 xz(r —3)(x —2)

Irjuk fel az egyiitthatok egyenldségeit:

A+B+C = 0
—5A - 2B - 3C 0
64 = 6

Az utolso egyenlet alapjan A = 1. Behelyettesitve a tobbi egyenletbe:

B+C = -1
—2B-3C = 5

Az els6 egyenlet kétszeresét adjuk hozza a masodik egyenlethez.
-C=3 =C=-3 B=2

Tehat
6 6 1 2 3

23— 52 +62  a(r—3)(z —2) ;+x—3 x—2

Végezziik el az integralast:

ort _ 13,3 2 B
/ T 13z° + 27x 18z de:/ o 3 6 do —
3 — bx? + 62 3 — bx? + 62

6 1 2 3
= 20—-3)dx— | —————dz = 2x—3)dx— — — dr =
/(x Jdz /w3—5x2+6xx /(x )x/<x+x—3 :c—2> v

—2? -3z —Inz —2In|z — 3|+ 3|z —2|+¢
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1.2. Integralas helyettesitéssel
1.2.1. Alapfeladatok

1. Feladat: /:c2 sh (23 +5)dx =

Megoldas: Az integrandus egy szorzat, amelynek egyik tényezije egy
osszetett fiiggveny, f(r) = sh x kiils6 és g(z) = x3 + 5 belsé fiigg-
vénnyel. Vegyiik észre, hogy mivel ¢'(x) = 322, a szorzat mésik ténye-
zéje majdnem a bels§ fliggvény derivaltja, csak egy konstans szorzo
hianyzik. A feladatot az

/f@@%d@ﬂw=F@@D+c

integralasi szabaly alkalmazasaval lehet megoldani. Az integrandust
bévitsiik 3-mal:

1 1
/sh (23 4+ 5)z? do = 3/sh (2% 4 5)32% do = §Ch (®+5) +c

A feladat megoldasanak menete atlathatobb, ha alkalmazzuk a kovet-
kez6 helyettesitést:

Legyen t = g(z), ekkor dt = ¢'(z)dz.
/ﬂwmﬂmm:/fwwsz+c=mwm+c

Végezziik el a helyettesitést erre a feladatra.

. dt
Legyen t = 23 4 5, ekkor e 322, azaz dt = 322 dx.
x

W

1
/sh (2% 4+ 5)2* do = 3 /sh (2% 4 5)32% do =

/sh tdt =

1
=—-cht+c=
3
Térjiink vissza a régi valtozora, azaz t helyére irjuk vissza x? + 5-t:
1 3
= §Ch (x> +5)+c
Mas lépéssorozattal is elvégezhetd a helyettesités. Most a régi valtozot
helyettesitsiik az 4j valtozé valamely fiiggvényével.
Legyen t = 23 + 5, innen . = v/t — 5 = (t — 5)§
Derivaljunk most ¢ szerint.

de 1
dt 3 33/(t —5)2



Innen .
r=——-—-—dt
33/ (t—5)2

2 3 — [ 3/t 525 N S
/;U sh (z +5)dx—/\/(t 5)2sh t 3Mdt

Egyszertsitsiink a gyokos kifejezéssel.

1 1 1
= [ shtdt= =ch = —ch (23
3/5 td 3¢ t+c 3¢ (z°+5)+¢

Megjegyzés: Az integralasnak ez a tipusa sok nehézséget szokott okozni.
Ha az integrandusban egy Gsszetett fiiggvény szorzodik a belsd fligg-
vény derivaltjaval, vagy majdnem a derivaltjaval, épp egy konstans
szorzé hidnyzik, akkor batran hasznalhatunk helyettesitést. A hidnyzo
konstans szorz6 egy bdévitéssel mindig behozhat6.

. Feladat: /cos(Sx +5)dx =

Megoldas:

1. megoldds Az integrandus Osszetett fliggvény, g(z) = 3z + 5 belsd
fiiggvénnyel. Ennek derivédltja ¢’'(x) = 3, csak egy konstans. Ha az in-
tegrandust bévitjiik 3-mal, akkor megjelenik szorzotényezként a belsé
fliggvény derivaltja.

dt
Legyen t = 3x + 5, akkor P 3, azaz dt = 3dzx.
x

1 1
/008(31’ +5)dx = 3 /Cos(?)x +5)3dxr = 3 /Costdt =

1/ Lt = Ssint + ¢ = < sin(3 + 5) +
=— [ cos = —sint + ¢ = —sin(3z c
3 3 3
2. megoldds

1
Legyen t = 3z + 5, innen x = g(t —5).
Derivaljunk ¢ szerint.

d 1
@ _ -, azaz dr = 1dt
dt 3 3

1 1
/cos(3x+5)dx:/cost-3dt: 3/costdt:
—1/Costdt—1sint+c—1sin(3x+5)+c
3 3 3

Megjeqyzés: A helyettesitéses integral egy specidlis esetét kapjuk, ha az
integrandusban nincs szorzat, csak egy dsszetett fiiggvény linearis belsd
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fiiggvénnyel, azaz f(ax + b) alaka. Ezekben az esetekben levezethetd
egy korabban méar tanult integralasi szabdly:

/f (ax + b)d (ax—i—b) +c¢ ahol  F(z) = f(x)

Most ax + b = 3z + 5, f(a:) =cosz, a=3¢és F(x)=sinz

Tehat helyettesités nélkiil azonnal elvégezhets az integralas:

sin(3z + 5)

/COS(SJJ +5)dx = — 3 +c

1
. Feladat: / Vb —4dxdx =
-5

Megoldas: Egy hatarozott integralt kell kiszamolni. Sziikségiink van
az integrandus egy primitiv fliggvényére. Vizsgaljuk meg az integran-
dust. A belsg fiiggvény 5 — 4z, aminek a derivaltja —4. Alkalmazzunk
helyettesitéses integréalast.

1. megoldds

Legyen
dt
t=5—4x =—4 = dt=—4dx
dz
1 1
/\/5—4xdx——4/\/5—4x(—4)dm——4/t§dt—
3
1t2

1 1
= 42+C_—6t2+0——6 (5—4x)3—|—c

Szdmoljuk ki a hatarozott integralt.

[ ] -

1125 124 62
z—f+ \/25 st =% =%

6 6 3
2. megoldds
1
t=>5—4x x=—-(b—1)
4
dx 1 1
— == dr = ——dt
a2 Ty

Most hatarozott integralként kezeljiik végig a feladatot, tehat nézniink
kell azt is, hogy hogyan valtoznak a hatarok.

Ha r = -5 akkor t =25
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Ha z =1 akkor t=1

1 1 1 1 1
/ V5 —dzdr = | Vi(—-)dt = —/ t2dt =
—5 25 4 4 Jo

3
5 6 25

371
1 [t 1raql 1 62
= |2 =-= t’} :”[17\/253}:7
4[]25 {2 6 3

Megjegyzés: Mindkét levezetés hasznalhato, de a tovabbiakban csak a
méasodik maédszert fogjuk alkalmazni, hogy a hatarok atvaltasat gya-

koroljuk.

. Feladat: /xQ\/ 2 — x3dx =

Megoldas: Ha f(z) = /7 a kiils6, g(z) = 2 — 22 a belss fiiggvény
és g(x) = —32?%, akkor egy bovitéssel most is kialakithaté a belss
fliggvény derivaltja, tehat alkalmazhatunk helyettesitést.

Legyen
d _
dr

/xzmdfﬁz_;/<_3m2>mdx:_;/mt:

t=2—2° —32° = —32%dx = dt

3
1t2 2 2
—35+c-—9t3+0——9(2—x3)g+C—
2
=5 2—-z3)3+c

2. megoldds
A helyettesitéses integralas egy specialis esete, ha az integrandus f"(x) f/(z)
alakt, ilyenkor helyettesités nélkiil alkalmazhatjuk a kovetkez§ sza-

bélyt:
/fn(x)f/(x)d:c = LH_I(@ +c n#—1
n+1

1
:1:2\/2—x3da::/x2(2—:1;3)5da;: —3/(2—1’3)%(—3%2)61:13:

2 2
:—§f+c:—§(2—x3)%+c=—§ (2—a3)3 +¢
2
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4e*
5. Feladat: dr =
3er 4+ 5

1
Megoldas: Vegyiik észre, hogy ha f(x) = — a kiilsg, g(z) = 3e* +5 a
x
bels6 fliggveny és g(x)’ = 3e”, akkor egy bévitéssel most is kialakithato
a belsé fliggvény derivaltja.

Legyen
dt
t=3e"+5 — = 3" = 3%z =dt
dzx
4e* 4 3e”
d = — d =
/3ex+5 v 3/3ew+5 v
4 1 4 4 .

2. megoldds

Ez a feladat egy példa a helyettesitéses integral harmadik specialis
!/

esetére. Ha az integrandus = alaku, akkor helyettesités nélkiil azonnal

alkalmazhaté a kovetkezd szabaly:

() =In|f(z c
[ =i+

4e” 4 3e”
do = = do =
/3ew+5x 3/36’”4—596

4 4
§1n|3ex+5|—|—c:gln(36x+5)+c

Tehat

Mivel 2e® + 5 > 0, ezért az abszolutérték elhagyhaté.

2arcsin x

V3 — 322 e

Megoldas: A integrandus egy tortfiiggvény, de ha atirjuk szorzat alakba,
akkor jol lathato lesz az Osszetett fliggvény és bels§ fiiggvényének de-
rivaltja.

6. Feladat:

2arcsin:r: arcsin 1 1

—dx = | 2" _(x =
/ V3 — 322 V3V1— 22

Igy legyen

dt 1 1
t = arcsinx —_— = = dt = ———=dzx

dr /1 — 22 V1—x?

arcsin x dx

2arcsinx 1
£ dr=— o
/ B2 V3 V1 — 22
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1 . 1 2t 1 2arcsinx
= [ddt=—" ="
\/ﬁ/ SAmz T¢T B me T

0 _tgx
¢ dr =

7. Feladat: /

x cos2x
4

Megoldas: Az integrandus egy folytonos fiiggvény a [—7, 0] interval-
lumon. Tehat a keresett hatarozott integrél létezik. Ennek a meghaté-
rozasidhoz sziikségiink van az integrandus egy primitiv fliggvényére.

Vegyiik észre, hogyha tg a-t valasztjuk belséfiiggvénynek, akkor de-

rivaltja (tg x) = 5— az integrandus egyik szorzotényezGje, ezért
S
helyettesitéses integralt alkalmazhatunk.
Legyen
dt 1 1
t=tgz —=—3— = dt=—5—dz
dr cos®zx cos® x

Ha l':—% akkor t=tg(——)=-1

Ha x =0 akkor t=tg0=0

0 tgac 0 1
/ ¢ dx:/ etdt:[et]o_lzeo—eflzl—f

x cos? 1 e

1.2.2. Osszetett feladatok:
1

1. Feladat: /Qd:r =
z+xln®z

1
Megoldas: Emeljik ki — -t
x

1 1 1
z+xln“x 14+ 1In“z

Innen latszik, ha Inx bels6 fliggvény, akkor az 6sszetett fliggvény szor-

z6dik a bels§ derivaltjaval, azaz —-szel.
x

Ezért legyen

t=1Inx ﬁ:l = dt:ldaz
dr =z T

1 1 1 1
—dr= [ dr= [ ——dt=
/w+xln2x /x 1+In?z /1+t2

= arctg t + ¢ = arctg (Inz) + ¢
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2. megoldds

t=Inx rT=ce —=e = dx=¢€dt

1 1
- dr= | ————¢cldt =
/m—{—xanx o /et—i-etth

Egyszertisitsiink e’-szel:

1
:/thdt:arctgt+c:arctg (Inz)+c

2. Feladat: /Q;de =
cos? x

2

1
Megoldas: Vegyiik észre, hogy ha f(x) = o2y kiilsg, g(z) = 2* a

0s?x
belss fliggvény és ¢'(z) = 2x, akkor egy bévitéssel most is kialakithato
a belss fliggvény derivaltja.

Ezért legyen
o 4t _
dx

T 1 2x 1 1
R R - dt =
/0082 2 2/0052 2 2/0052t

1 1
= tgtte=tg (2?) + ¢

2z = dt=2zxdx

2. megoldds

dx 1 1
t = a? =Vt == = do=——dt
o=V g Wi NG

t 1 1 1
cos? x2 cos?t 24/t 2/ cos?t

1 1
=5tet+e=te (%) +c

3. Feladat:/ dr —

zt+1

Megoldas: Végezziik el a kovetkezs atalakitast:

X s
Y de= | — Y gr=
/x4+1x /(x2)2+1$

Ha 22 a bels6 fiiggvény, akkor a szdmlaléban majdnem a derivaltja van,
csak egy 2 szorz6 hianyzik.
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Legyen

— =2z = dt=2xdx
dx

T 1 2z 1 1
T gp=c g =
/x4—|—1x 2/x4+1x 2/t2+1

1 1 )
= iarctg t+c= iarctg (%) + ¢

2. megoldds

dx 1
t = 22 =t —_— = = d —dt
T T i~ 2 T = Vi

x N 1 1
da = —dr == ——adt
/a:4—|—1x 2riavi 2/t2+1

1 1 )
= iarctg t+c= §arctg (%) + ¢

7
4. Feladat: —dz =
/ V5 — 4a?

Megoldas: Mivel

ek e

ﬁ x
Tudjuk, hogy (arcsinz) = ——
V1-— x2
1
Ezért most legyen f(r) = ———— a kiils6, g(x) = = x a belsé fiigg-
V1— 22 V5

vény és ¢'(r) = f’ akkor egy bd&vitéssel most is kialakithaté a belsd

fliggvény derivaltja.
Legyen
2 dt 2
t=—=x — = — = dt= —daz

/\f\/i /\/7\7

m 2arcsmt+c-23L1"(:s.111<\/5 >+c
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3
5. Feladat: /d:v =
V2x — 22
Megoldas: Mivel

dr =

/3dx_/ 3 dw_/?’
V2r — 2? V1—1+2r— 22 1—(z—1)2
ezért legyen

t=x—1 ﬁ:1 = dt=dx
dx

By S T .

= 3arcsint + ¢ = 3arcsin(z — 1) + ¢

dr =

1
6. Feladat: / 15 vz
Megoldas: Ez a feladat az el6z6ektdl teljesen eltér. Itt nem a belsd
fliggvényt és annak derivaltjat kell keresni. Most az integrandus egy
tort kifejezés, de nem racionalis tort a gyokos tag miatt. Ha /x -t he-
lyettesitjiik egy 1j valtozdval, t-vel, akkor egy racionalis tortet kapunk,
amit remélhetSleg mar ki tudunk integralni.

Legyen

d
t=yvz 2=z d—fzzt —~  dr=2tdt

[kt f ka2

Kaptunk egy nem val6di raciondlis tortet, amelyben a szamldloéban és
a nevezdében a legmagasabb fokszdmok megegyeznek. llyen esetben ala-
kitsuk ki a szdmlaloban a nevezd t6bbszorosét, majd egyszertsitsiink.

2t dt:/2t+2—2dt:/ o 2 \uo
1+t 1+t 1+t

1
—/(2—21+t>dt—2t—21n|t+1\+c—2f—2ln(\/5+1)+c

7. Feladat: /(23: —3)Va + bdr =

Megoldas: Most az integrandus nem tort, de probaljuk meg tjra a
gyokos kifejezést helyettesiteni, mert akkor egy polinomot kapunk, amit
kénnyd lesz kiintegralni.
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Legyen
t=vVz+5 t*=z4+5 x=t>-5

dzx

dt

/(2(t2 —5) = 3)t-2tdt = /(21&2 — 13)2t%dt = 2/(2754 — 13t%)dt =
:2<2t5—1333> c=4Y (x5+5)5 — 26V ($;5)3 +e

=2t = dx=2tdt

5
2 — 31:
8. Feladat:
1/ :L' —_
Megoldas: Legyen
2 +1
5z — 1 2_br—1 a=l
5
dac 2 2
- =t = dr=_tdl
5 775
23z . 2-3(52) 2} dt —
Vo —1 t 5

Egyszertisitsiink t-vel, maJd folytassuk az integralést:

=2 (=28 )dt== [(7T-3t%)dt =
5/(5 5 > 25 ) (7=30)

25(7t_t3) v5x— ——vV(Bx—-1)3+c¢

9. Feladat: /ch Vidzr +1ldx =
Megoldas: Legyen

2 -1
dr + 1 2 =4r+1 x =

dr 2 1

1 1
/ch \/4x+1da::/cht2tdt:2/tchtdt:

Parcialis integraléssal folytatva:



1 1 1
2/tchtalt:2[tsht—/shtalt} zi[tsht—cht]%—c

1
:5[\/4:(:+lsh Vaxr +1—ch \/4x—|—1]—|—c

10. Feladat: /eBv 27Ty =
Megoldas: Legyen
t=v2—=x t3=2—=z r=2-1

— = -3t =  dr = —3t%dt
dt

/63v 2wdx:/et(—3t2)dt:

Parcialis integréalasi szabalyt alkalmazva:

flit) =¢ flt)y=e
g(t)=-3t2 g(t)=—6t

:—M&—/e&wﬁz—wg+/&&h
Ujra parcialis integralassal:

Fiy=c fm=e
o) =6t g(0)=6

= —3t%' + (6te’ — /Getdt) = —3t%e! 4 6te! — 6e’ + ¢ =
Visszahelyettesitve:
=-3v/(2—1x)2% VT 4 62— ze V2T — 6e V2T 4

T 4
x+x —12
Megoldas: Legyen

€Tr =

11. Feladat: /

/7dz:/72tdt:/wdt:
T+ /x—12 t2+t—12 t2+t—12
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Egy valddi raciondlis tortet kaptunk mésodfokii nevezével. Nézziik meg,
hogy szorzatta tudnank-e alakitani a nevezét.

P 4+t—-12=0
Megoldéképlettel:

—1+v1+4-12 147
2 2

t12 =

Tehat a gyokok:
t1 =3 to = —4
A gyoktényezos alak:
24t —12=(t—3)(t+4)

Folytassuk az integréalast parcialis tortekre bontéssal.

14t 14t A B
:/dt:/dt:/ AL B V-
2+t —12 (t—3)(t+4) t—3 t+4

Hozzunk kozos nevezére:

:/A(t+4)+B(t—3)

(t—3)(t+4) dt =

Irjuk fel a szamlalok egyenléségét:

A(t+4)+ B(t —3) = 14t
Rendezziik a jobboldalt.

(A+ B)t+4A—3B =14t

Irjuk fel az azonos fokszamu kifejezések egyiitthatéira vonatkozo egyen-
16ségeket.
A+B = 14
4A-3B = 0
Oldjuk meg az egyenletrendszert. Adjuk az elsé egyenlet 3-szorosat a
mésodikhoz.

TA =42 = A=6 B=2§8

Tehat
14t 6 N 8
(t—3)(t+4) t—-3 t+4

Folytassuk az integralast.

=6In|t—3|+8n|t+4|+c=6In|vz —3|+8In|yz+4|+¢
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12.

13.

92 2z 3e®
Feladat: /624_edx =
e +1

Megoldas: Az integrandus egy tort, de nem racionélis. Helyettesit-
siik most e*-t egy 4j valtozoval, mert akkor racionalis tort kifejezést
kapunk.

Legyen
t=¢e" t2 = (%)% = ™ x=Int
d 1 1
oo o de=cdl
dt t t

2e%* 4 3e” 2t24+3t 1
/de:/+.dt=
e2r 41 241 ¢t
Egyszertsitsiink t-vel.
2t + 3
_ /+dt:
241

Egy valédi racionalis tortet kaptunk, aminek a nevez&je tovabb mar
nem bonthaté masodfokn kifejezés, mivel 2 +1 > 1. Nézziik meg, hogy
kialakithat6 -e a nevez§ derivaltjanak tobbszordse a szamlaloban.

2+ 1) =2t
Ebben az esetben a tortet bontsuk szét két résztortre, az egyik tort

szamlélojaban legyen a nevezd derivaltja, a masik tort szamlaléja pedig
legyen konstans.

2t 3 2
:/Mdt—i-/ﬁ“dt:lnﬁ + 1| + 3arctg t + ¢

Visszahelyettesitve és figyelembe véve, hogy t? + 1 > 1, tehat az ab-
szolutérték elhagyhato:

= In(e** + 1) + 3arctg e + ¢

2 x
Feladat: /Mdaj =
2e2% 4 9e* — 5

Megoldas: Legyen

t=e" t2 = (e")? = e** r=Int
d 1 1
Lo o dp=at
dt t t

/ 5e2t — 8e® / 5t2 -8t 1
——dr = [ ———— - =dt =
2e2¢ 4+ 9e® — § 212 +9t—5 ¢t
Egyszertisitsiink t-vel.
5t —8
/ 212 +9t -5
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Egy valddi raciondlis tortet kaptunk mésodfokii nevezével. Nézziik meg,
hogy felirhat6-e szorzat alakban.

224+ 9t—5=0

—9+v92+4.2.5 —9+11
4 - 4

t12 =

1
t1:§ t2:—5

A nevez§ gyoktényezds alakja:
1
2t2+9t—5:2<t—2> (t+5) = (2t —1)(t+5)

Tehét a nevezd szorzattd alakithato. Végezziik el a parcidlis tortekre
bontast.

5t — 8 5t — 8 A B
= ——dt= | ————dt = —t— | =
22 +9t—5 (2t — 1)(t +5) 20—1 t+5

:/A(t+5)+B(2t—1)

Gi—D(t+5) 7

Irjuk fel a szamlalok egyenlGségét.
Alt+5)+B(2t—1)=5t—8
(A+2B)t+5A—B=>5t—38

A megfelels egyiitthatok egyenldsége:

A+2B = 5
5A—-B = -8

Oldjuk meg az egyenletrendszert. Az masodik egyenlet kétszeresét ad-
juk hozza az els6hoz.

11A=-11 = A=-1 B=3

Folytassuk az integralast.

1

12 1
= [ (-2 22— 43— ) =—-I[2t—1]|+31 =
/< 5 5 1 +3 t+5> 5|2t = 1] +3In[t+5]+c

Visszahelyettesitve:

1
:—§ln\2e‘”—1\+31n\ex+5\+c
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14.

15.

5
x
Feladat: —_—dx —

/0 V3r+1

Megoldas: Az adott intervallumon az integrandus folytonos, tehét a
keresett hatarozott integral létezik. Ennek értékét akkor tudjuk meg-
adni, ha tudunk adni primitiv fiiggvényt és alkalmazzuk a Newton-
Leibniz tételt

Végezziik el a helyettesitést:

Legyen
1
t=v3zx+1 t*=3z+1 x:§(t2—1)
der 2 2

Nézziik meg, hogy helyettesitéssel a hatarok hogyan valtoznak.
Ha x =0, akkor t=v3-0+1=1.
Ha x =25, akkor t=v3-5+1=4.

=

/“mdx:/“%(f“l)_?tdt:
0 33)4—1 1 t 3

Egyszertsitsiink t-vel és vigylik ki a konstans szorzokat az integraljel
elé:

Megoldas: Mivel az integrandus folytonos, 1étezik hatarozott integral.
Helyettesitéses integralassal alkalmazva legyen

t=¢e" z=Int
dx_l
ot

dt
Adjuk meg az 1) hatarokat.

Ha x =0, akkor t=e"=1.

Ha r =1, akkor t=el=e.



16.

1 e
4 41
de= | —— . Zdt=
/0695—1—23: L t+2 1

Helyettesitéssel egy valodi racionalis tortet kaptunk, ahol a nevezd szor-
zat alakban van. Irjuk fel az integrandust parcialis tortek Gsszegeként.

4 A B _ At+B(+2)
t+2)t t+2 t  (t+2)t

Irjuk fel a szamlalok egyenlésegét:
(A+B)t+2B=4
Innen
A+B=0 2B =4 = B=2 A=-2
Folytassuk az integralast:
4 1 cf =2 2
— . —dt = —— + - |dt =
L tE2 ot /1 <t+2+t>
2/6 Lo D= o me+ 2/ +mpee
= _—— —_ = — In n =
1 t+2  t !

2[-In|(e+2)]+Ine— (—=In3+1nl)] =

3
=2[1-1 2 In3|=2|1+1
1-f(e+2) 413 =2 |14 2

Feladat: /\/ 1 —22dx =

Megoldas: Ennél a feladatnal probaljunk meg egy olyan helyettesi-
tést, amivel a gyokos kifejezés eltiintethets. Ugyelni kell arra is, hogy
csak invertalhato kifejezés johet szdba, azaz egy szigortian monoton
fliggvényt hasznalhatunk fel.

Ezért legyen x = sint és —% <t < g, akkor cost > 0.

us
2

V1—22=/1-(sint)? = Vcos?t = | cost| = cost

alkalmazva a cos®t + sin?t = 1, méasképp cos®t = 1 — sin’¢ trigono-
metrikus Osszefiiggést.

Végezziik el a helyettesitést.

. . dzx
T =sint t = arcsinx — = cost

dt
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Innen

dx = costdt
/ V1—22de = / V1 — (sint)2costdt = /COSQtdt =
1 2t
Hasznéljunk fel a cos?t = —i—c% trigonometrikus Gsszefliggést:

1 2% 1 1 in 2t
:/HZOS:2/(1+Cos2t)dt:2<t+su; >+c:

Az integralast elvégeztiik, helyettesitsiink vissza.

1 < ) sin(2 arcsin z) >
25 arcsmmy + ————— c=

2

1 ) 2 cos(arcsin z) sin(arcsin x)
3 arcsinx + 9 +c=

1
= i(arcsinx +zvV1—2%)+¢

mivel
sin(arcsinx) =

és

cos(arcsinx) = \/1 — sin?(arcsinz) = /1 — 22

Tehat a végeredmény:

1
/\/ 1—22dx = i(arcsinm +azvV1—22)+c¢
17. Feladat: /\/1 —da?dr =

Megoldas: Hasznaljuk fel az el6z6 feladat eredményét, azaz

/\/1x2dx:;(arcsinx:c\/1x2)+c
/\/1—4x2d$:/\/1—(2x)2dx:

Most alkalmazzunk ¢ = 2x helyettesitést:

1 de 1 1

1 1
:/M.th:4(arcsint—t 1—1?) +c=

1
= Z(arcsin 20 — 2z/1 — (22)?) + ¢
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18. Feladat: / V1+a22de =

Megoldas: Megint sziikségiink van egy alkalmas helyettesitésre, amellyel
a gyok eltiintethets. Ebben az esetben hasznéljuk fel a kovetkezd 6ssze-
fliggéseket:

ch?zx—sh2r=1 = ch2x=1+sh?2x

Valamint
h2p . BR2etl
2
Legyen
dx
z=sht E:Cht = dr=chtdt

/\/1+x2dx:/\/l—|—(sht)2chtdt:/\/(cht)2chtdt:

14 ch 2t 1
:/(ch t)2dt:/+cdt:/(1+ch 2t)dt =

2 2
1 t+sh2t n 1 h +sh2(arsha:) n
== c=—lashez+ —— | +c=
2 2 2 2
1
:i(arshx—i—a?\/l—i—x?)—kc

felhasznalva hogy:
sh (arsh z) =z

és

ch (arsh x) = \/1 +sh ?(arsh ) = /1 + 22
Tehat

sh 2(arsh z) = 2sh (arsh z)ch (arsh ) = 22 /1 + 22

19. Feladat: / V10 + 6z + z2dz =

Megoldas: Mivel
/\/10—|—6x+x2dx :/\/1—|—(3—|—x)2dx:

Legyen
r+3=sht t =arsh (z +3)
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d—x:cht = dxr=chtdt
dt

:/\/1+(3+x)2dx:/\/m-chtdt:

l4chat 1
/(ch t)th:/Jr;dtZQ/(lJrch 2)dt =

1 h 2t 1 h 2(arsh
:2<t+s2 >+c:2<arsh($+3)+s (ar82($+3))>+c:

(arsh (x+3)+ (x+3)y/1+ (a:+3)2) +c

N

2
20. Feladat: / mdw
Megoldas: Az ¢el6z6 feladat 6tletét felhasznélva végezziik el a kovet-
kez6 helyettesitést:
x=sht t =arsh x

d—w:cht = dr=chtdt

dt
x? (sh t)? / (sh t)?

———dr = | ——=ch tdt = ch tdt =
/\/1+x2 1+ (sh t)2 cht

Egyszertsitsiink ch t-vel:

:/(sht)Qz/Cthdt:;/(Cth—l)dt:

1 /sh 2t 1 /sh 2arsh x
=_ —t +c:§ —— —arshz ) 4+c=

2 2 2
1 /2(sh arsh h arsh 1
-1 ( (sh ars :Ui(c ars $)> _ 5(:5 /1422 —arsh z) + ¢

5
21. Feladat: / V2 —1ldr =
1

Megoldas: Helyettesitéshez hasznaljuk ebben az esetben ch z fligg-
vényt. Az adott intervallumon tudjuk, hogy sh z > 0.

Igy legyen
r=cht t = arch = d—xzsht
dt

dxz =sh tdt
Ha x =1 akkor t=arch1=0

Ha =25 akkor t =arch 5
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arch 5 arch 5

5
/ Va2 —1lde = V/(ch t)2 —1sh tdt = V/(sh t)2sh tdt =
1 0 0

arch 5 arch 5 arch 5
h 2t — 1
:/ shtshtdt:/ sh 2tdt:/ DT =
0 0 0

2
1 arch 5 1 Tsh 2t arch 5
o a5 ]
1 {sh 2arch
—2[H;C5—arch5—0]

1
= 5(5\/ 24 — arch 5)
Felhasznalva, hogy:

sh 2(arch 5) = 2sh (arch 5)ch (arch 5) =

=2.5y/ch *(arch z) — 1 = 10y/5%2 — 1

1.3. Improprius integralas

1.3.1. Alapfeladatok

> 4
1. Feladat: —dxr =
y a?
Megoldas: Egy improprius integralt kell meghatarozni, mivel a felsé
integralasi hatar oo.
Hasznéljuk fel, hogy ha az f(x) fiiggvény folytonos az [a, oo interval-
o
lumon, akkor / f(x)dx improprius integral pontosan akkor létezik,
ha
b
lim f(z)dx = hm F(b) — F(a)
b—oo J, b—o0

hatarérték letezik (véges) és ekkor

/f :n—hm/f dz = lim F(b) - F(a)

Ha a hatarérték nem véges, akkor az improprius integral nem létezik
(divergens).
Ennél a feladatnal az adott intervallumon az integrandus folytonos, igy

< 4 by
/ 3dx = lim —3dx =
2 i b—o00 2 X
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Sziikségiink van egy primitiv fiiggvényre. Azért hogy a megoldas jobban
atlathato legyen, végezziik el kiilon a hatérozatlan integral keresését,
majd térjliink vissza az improprius integral meghatarozisihoz.

4 —2 1
/x?)dac:4/x_3d:v:4x_2+c:—2x2+c

Folytassuk az improprius integréalast:

% 4 by 171° 1 2
—dz = 1i Zdr=lim |-2=]| = lim |-2= + 2| =
]Q e R e [ x2}2 el [ b2*‘4}

lim |20 | +2 =042 =1
boe | B2l T2 T2 T 9
felhasznalva:
1
ha b—o00 = b —00 = ?—>0

<1
. Feladat: ——dx =
eaa/lxﬁx

Megoldas: Az adott intervallumon folytonos fiiggvény improprius in-
tegraljat kell meghatarozni, ha létezik.

Tehat

>~ 1 boq by
—dz = li —_dr = i 2dx =
/1 xﬁ T blm ) x\/g Xz blm . xT XT

Sziikségiink van a hatarozatlan integralra.
+c=-2—+4c
x

3 T
r2dx =
/ — NG

Folytassuk az improprius integradl meghatéirozasat.

NI

1

D=

b b

= lim xfgdx = lim = lim

fi b= | = |+ ] -

2
lim [——| +2=0+2=2
i

felhasznalva:

ha b—=o00 = Vb—oo = —0

Sl-
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0 1
3. Feladat:/ - dr =
8

vx + 4
Megoldas: Az adott intervallumon folytonos fiiggvény improprius in-
tegraljat keressiik, ha létezik.

SR | b b 1
————dx = lim ———dx = lim r+4) 3dx =
/8 Jr+4 beoo/s S+ 4 b—oo Jg ( )

Kiilon végezziik el a hatarozatlan integral szamitasat.

2
4)3 3
/(a:—i—4)_i1%dac: u—i—c: 3 vV (x+4)2+¢
3
Folytassuk az improprius integréalast:
b ) 3. b
= lim [ (x+4) 3dz = lim [ v (z + 4)2] =
b—oo Jg b—oo | 2 8
3. 3 3
lim |23/ (b44)2+=V122| == lim |23/(b+4)2| +2V3 =
b—oo | 2 2 b—oo | 2
felhasznalva:

ha b—oo = (b+4)? =00 = (b+4)?2 =00

Mivel a hatarérték nem egy véges valds szadm, hanem oo, ezért az im-
proprius integral nem létezik (divergens).

o0
4. Feladat:/ e 3y —
0

Megoldas: Az integrandus folytonos az adott intervallumon, igy:

o) b
/ e 3%dy = lim e 3 dy =
0

b—o0 0

. 67330
e dxr = +c
/ -3

folytassuk az integralést:

. o370 . e—3b 0 _ e—3b 1
= lim = lim — — | = lim 4+ = =
b—o0 -3 0 b—oo | —3 -3 3

Felhasznalva, hogy:

li LI IR S
boto | =3¢ | T3 ~ 3
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Felhasznalva, mivel:

akkor

1 1
. Feladat:/ dr —

_ —x
Megoldas: f/loost az alsé integracios hatar —oo. Hasznéljuk fel, hogy ha
az f(x) fiiggvény folytonos az | —oo, a] intervallumon, akkor / b f(x)dx
improprius integral pontosan akkor 1étezik, ha -
b
lim f(x)dx = F(b) — lim F(a)

a——00 a a——00

hatarérték létezik (véges) és ekkor

b b
/_ f(z)dz = lim f(z)dz = F(b) — lim F(a)

a—r—00 a a——0o0

Ha a hatarérték nem véges, akkor az improprius integral nem létezik
(divergens).

Tehat

! 1 L |
/_OO 2_acal:ﬂzagmoo/a r_:Calac:

A hatarozatlan integral:

/\/21_7xd:1:: /(2—x)—%dx= (%2_(_“"1

Folytassuk az improprius integrélast.

1

. 1 . 1
= Jm [ el = [-2v2 -], =

= lim [-2v2-142V2—-a]=-2+ lim [2V2-4a] =0

a—r—0o0 a—r—0o0
felhasznalva:
ha ¢a— -0 = 2—-a— 0 = 2—a— o

Mivel a hatarérték nem egy véges valds szadm, hanem oo, ezért az im-
proprius integral nem létezik (divergens).
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-1
6. Feladat:/ ——dxr =
oo 14 22

Megoldas: A definici6 alapjan:

-1 -1

3 3 _

/ sdr = lim sdr = lim [3arctg z], 1=
oo 1+=x a——o0 J, 1+2x a——00

lim [3arctg (—1) — 3arctg (a)] = 3arctg (—1) — lim [3arctg (a)] =

li
a—r—00 a—r—00

Felhasznalva, hogy:

arctg (—1) = ~T 6 lim [arctg (z)] = I

4 s —00 2
e 1
. Feladat: / ——dx =

0o 1+ 4a?

Megoldas: Most az egyik integraciés hatar sem véges. [lyen esetben a
feladatot visszavezetjik az el6z6 esetekre. Ha f fliggvény folytonos és
c egy tetsz6leges valds szam, valamint

/_; flx)dz  es /:O f(x)dz

improprius integralok kiilon-kiilon léteznek, akkor

/_Z fx)de = /_; fx)dz + /COO f(z)dz

El6szor végezziik el a primitiv fliggvény keresését.

1 1 arctg 2z
/1+4x2 o /1+(2x)2 o 5

Legyen most ¢ = 0.

S| 0 1 S|
— dr=[ ——d — dr =
/_001—1—4:1:233 /_Ool—|—4:n2 JU+/O 1+ 422%

Hatarozzuk meg kiilén-kiilén az improprius integralokat.

0 0 0
/ #dw = lim #dm = lim arctg 2¢ =
o 1+ 4x2 a—s—oco [, 14 4x? a——00 2

- a

a——00 2 2 2 a——00 2

— fim [arctg 0 arctg 2@} _ arctg 0 lim {aretg 2(1:| _
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© q booq 221°
/ ———dz = lim ———dzr = lim arctg 2z |- _
0 1 + 4.1'2

b—o0 Jo 1+ 42 b—oo 2 0 -
. arctg 2b  arctg 0 ) arctg 2b arctg 0
= lim — = lim — =
b—o0 2 2 b—oo 2 2
1 /m s
p— —_— 0 p—
5(5)-0=7

Mindkét improprius integral kiilon-kiilon létezik (végesek a hatarérté-
kek), tehat létezik a keresett integral is és

/w 1 J /ﬂ 1 g +/m 1 J T 7
——ar = ——axr ——ar = — -
oo 14422 oo 14422 o 1+ 4a2 4 2

Megjegyzés: A feladat kicsit egyszeriibben is megoldhaté, ha felhasz-
naljuk, hogy

/O;f(:t)dx: /Coof(x)dx+/coof($)dx:

= F(c)— lim F(a)+ lim F(b) — F(c) =

a——00

AN

= lim F(b) — lim F(a)

b—o0 a——00

feltéve, hogy a két hatarérték kiilon-kiilon létezik.

/°° 1 . arctg 2x b
——dr = lim — =
50 1+ 422 a——o00,b—00 2

a

. arctg 2b . arctg2a ™ w T
= lim — lim —=2— —_ 4 ==
b—o0 2 a——o00 2 4 4 2
o0 €T
. Feladat: / esdr =
-0

Megoldas: Elgszor keressiink primitiv fiiggvényt.

Alkalmazzuk az alabbi integralasi szabalyt:

/fmx+m:F“Z+m+c ahol F(z) = f(x)

1 1
Ebben az esetben: ax 4+ b= gx é

/egdx:?—i-C:Seg—i-C
3



Hasznaljuk fel, hogy

/Z f(z)dz = /; f(z)dx + /COO F()dz

Legyen most ¢ = 3.

/ e3da::/ esd:c+/ esdxr =
—00 —00 3

Hatarozzuk meg kiilén-kiilén az improprius integralokat.

3 z . 3 z . z 3
esdr = lim esdr = lim [363:| =
S a——oo J, a——00 a

lim [363 _ 36%:| —3¢— lim [3&} —36—0=3c

a——00 a——00

Felhasznalva, hogy:
ha a— -0 = %—>—oo = e3 =0

© b, »1b
/ 3e3dr = lim 3e3dr = lim [3€§:|3 =
3

b—oo J3 b—oo

= lim {Se% - 36%} = lim [363} —3e =00

b—o0 b—o0
Felhasznalva:
ha a— 00 = =——o00 = e3—00
o0 T
A két improprius integral koziil csak az egyik létezik, ezért / esdx
—o
nem létezik (divergens).
S |
. Feladat: / 5 dr =
_1(z+1)
Megoldas: Vegyiik észre, hogy az integrandus nincs értelmezve az
x = —1, pontban és ezen pont jobboldali kérnyezetében nem korlatos.

. 1 1
lim ——=(—) =00
z——1+ (l’ + 1)2 (—H))

Definicié: Ha f :]a,b] — R fiiggvény az |a; b] intervallumon folytonos,
de nem korlatos az a pont kérnyezetében és

b
lim/ f(x)dx
€=0 Jote

50



10.

hatarérték letezik (véges), akkor

b b
/a f(x)dx = l% /a+€f(x)dx

Kezdjiik a hatarozatlan integral megadéséaval:

L L, @D
/(m+1)2d$_/($+1) dx = — +c= x+1+c

2 2 1 1 1?
/d:c:hm ———dz = lim | — =
1 (z41)2 e=0 ) _14c (x4 1)2 —0| z+1]_\ .,

I 1 n 1 1+ 1
= lim |- =—c+— =0
241 —1+e+1 3 40

Mivel a hatarérték nem véges, az improprius integral nem létezik.

1
-
Feladat: / dr =
0 Vb

Megoldas: Egy improprius integralt kell meghataroznunk, mivel az
integrandus nincs értelmezve x = 0 pontban, és ezen pont jobboldali
kérnyezetében nem korlatos, azaz:

I T i r 1 B
2O &5 it 2 v0) - %

Most is kezdjiik azzal, hogy elvégezziik a hatarozatlan integralést.

—x 1 2 T
der= | — dx—/—x_de— ——
/\3/165 V12 %

A primitiv fiiggvényt ismerjiik, szdmoljuk ki az improprius integralt,
ha létezik.

Wl

+ec=-3Yr+c

L L | 1 1
——dx = ———dz = lim ———dx =
/0 Va5 o Va2 =0 Joye Va2

. 1 .
lim [-39/z],,, = lim [-3¥/1+3v0+¢] =
—3+3lim [\e] =-3+3-0=-3
e—0

A hatarérték véges, az improprius integral létezik és:
1
—x
/0 Vb

o1



1
1
11. Feladat: / —dzr =
0 V1—a2
Megoldas: Egy improprius integralt kell meghatarozni, mert az integ-
randus nincs értelmezve x = 1 helyen, és ezen hely baloldali kérnyeze-

tében a fiiggvény nem korlatos.

. 1 (1)
lim —— = — | =
z—=1—- /1 — 22 +0

Definicio: Ha f : [a,b]— R fiiggvény a b pont kornyezetében nem
korlatos, de az [a, b] intervallumon folytonos és

b—e

lim [ f(x)da

e—0

hatarérték letezik (véges), akkor

b—e
/ f(z)dx = hm f(x)dx
Ennél a feladatnal

1 1 1—e 1
————dx = lim ——dz =
/0 1—2a2 e=0Jo  V1-—22

= lim [arcsin ]y "¢ = lim [arcsin(1 — €) — arcsin 0] =
e—0 e—0

T T
g 1 1 — 1 O _ — — 0 = —

arcsin arcsin 5 5
1.3.2. Osszetett feladatok

o0 2
1. Feladat: / ze Tdx =
0

Megoldas: Egy folytonos fiiggvény improprius integraljat keressiik,
mivel a fels6 integralasi hatar co.

El6szor helyettesitéssel végezziik el a hatarozatlan integral keresését:

t = —x? e = -2z dt = —2x dx
T

1
/xeﬁda?: —2/—2xex2d:c:

1 1 1
= —2/etdt: —iet—i—c: —ie”ﬂ +c
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A primitiv fliggvény segitségével hatarozzuk meg az improprius integ-
ralt.
> 2 b 2 ]. 2 b
/ ze ¥ dr = lim xe ¥ dr = lim —iefx
0

b—oo Jg b—o0

0
1 2 1 11 1 1 1
= lim |[——e ¥ + 2% = lim |-~ |+~ =0+ = = =
ﬁ&[ze +26] ﬂ&{2&4+2 573
felhasznalva:
ha b— oo akkor B> — oo és ?—>0
e

> 1
2. Feladat:/ 3 dr =
2

rln®x
Megoldas: A fels integracios hatar oo, egy improprius integralt ke-
resiink.

El6szor adjuk meg hatarozatlan integralt.
Felhasznalva, hogy:

_ fn+1(l')

—1
P +c n #

[ @)@
ezért, ha f(z) = Inx, akkor f/(x) = %, tehat

1 1 In2z 1
———dz = [ mn3a=dz = +c=——F5—+c
/:Uln?’:v / T —2 2In? z

Az improprius integral:

00 b 1 b
/ 3 dr = lim 3 dr = lim {— 3 ] =
9 xIn’z b—oo Jo xzIn’x b=oo | 2In“x ],

1 1 1 1
Hw[Qm% 2m%} Hm[2m%} 21n% 2
1 1
0+ =
2In?2  2In%2

felhasznalva:
1
ha b—oo = In®b—o00 = —5 =0
2In“b
> 1
3. Feladat:/ dr =
0 1 + et

53



Megoldas: A felss integracios hatar miatt egy folytonos fliggvény im-
proprius integraljat keressiik.

00 1 b 1 b 1 T __ LT
/ dx = lim dr = lim gdw =
0 1 + et b—oo 0 1 + et b—oo 0 1 + e’

b T
. € . b
=i [ (1= 75 de = fim e ot el -

= lim {b —In(14¢€") —0+1In(1+ 60)} =

b—oo

= lim [b —In(1+ eb)} +In2=
b—ro0

Egy oo — oo tipustt hatarértéket kaptunk, hasznaljuk fel, hogy b = In e®

eb

+1n2 =

= lim [lneb —1In(1+ eb)] +In2 = lim In—
b—oo b—oo e’ +1

=0+4+1In2=1In2
felhasznalva:
eb eb
ha b0 == ——1 = In———Inl1=0
eb+1 eb +1
Tehat
> 1
/ dr =1n2
0 1 + er
1 2
. Feladat:/ ——dx =
oo L+ 2?

Megoldas: Az alsé integraciés hatar —oo, egy improprius integralt
keresiink.

A primitiv fiiggvény meghatarozasaval kezdjiik. Az integrandus egy
nem valddi racionalis tort, alakitsuk ki a szdmlaléban a nevezdt, majd
egyszeriisitsiink.

2 2
x x+1-—1 1
/1+x2 * / 1+22 /< 1+:c2> ’

=z —arctg x +c

1 2 1,2
/ Y _dr= lim Y _dr= lim [x — arctg x](ll =

2 2
R B a——oo J, 14+ a——00

= lim [1— arctg (1) — a + arctg (a)] =

a——00

=1—arctg (1) — lim [a —arctg (a)] = o0
a——00

A hatarérték nem véges, ezért az improprius integral nem létezik (di-
vergens).
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-3
1
5. Feladat: S S
clada /Oo 10+ 6z +a2°°

Megoldas: Az alsé integraciés hatar —oo, egy improprius integralt
kerestink.

Elgszor adjunk primitiv fliggvényt. Az integrandus egy valédi racio-
nalis tort. A szamlalo egy konstans, a nevezGben 1évs kifejezés diszk-
rimindnsa pedig negativ (D = —16), tehat a polinom nem irhato fel
szorzatalakban.

Ilyen esetben az integrandust 5 alakura kell hozni. Kezdjiik

1+ (ax +b)
teljes négyzetté alakitassal.
1 1
[i5romte= [ Trognte-
10 + 6z + 22 14 (z+3)2

Helyettesitéssel folytatvas:

t=x+3 ﬁzl dt = dzx
dx

1 1
:/H(x_i_gyd:c:/wdt:arctgt—i—c:arctg (x+3)+c

Az improprius integral:

-3 1 -3 1
/ ——————dr = lim ——dr =
“ oo 10+ 62 + 22 a——oo [, 10+ 6z + 22

a——00 a——00
. m T
=0- agr_noo [arctg (a + 3)] = — <—§> =3
felhasznalva:
ha a— -0 = a+3— -0 = arctg(a+3)— _g
[o¢]
. Feladat: /_Oo mdx =
Megoldas:

Elgszor végezziik el a primitiv fiiggvény keresését. Az integrandus egy
valédi racionélis tort. Vegyiik észre, hogy a szamlaléban bévitéssel ki-
alakithat6 a nevezd derivaltja. Mivel (1 + 32%)" = 6z, bovitsiink 6-tal.

x 1 6x 1
= dr=> | ———doz=>1n|1+32%|+C
/1+3x2$ 6/1+3x2x g 1+ 327+
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Mivel 14 322 > 0, ezért az abszolutértéket a tovabbiakban elhagyhat-
juk.

Hasznaljuk fel, hogy

/O; f(z)dx = /COO f(z)dz + /COO F(x)dz =

ahol c egy tetszileges valos szdm, legyen most ¢ = 0.

o° x 0 T *
——dx = —d ———dx =
/_ool+3:1:2x /_001—1—3372 x+/0 1+ 32277

Hatarozzuk meg kiilén-kiilén az improprius integralokat.

0 T 0 1 0
/ ———dr = lim ———dr= lim |=In(1+3z%)| =
oo 1+ 322 a—-oo [, 14 322 a——o0 | 6 “

a——00 6 a——00

1 1 1
lim [6 Inl1—-—-In(1+ 3a2)} =0— lim [6 In(1 + 3a2)] = —o0
felhasznalva:

ha a— —oc0 = 1432 =00 = In(l+3a?) — oo

o0

Mivel mér az els6 hatarérték nem véges ezért / dx impro-

oo 1+ 322
prius integral nem létezik (divergens).

19,2
3 2
. Feladat:/ x4 i dr —
o Va3
Megoldas: Egy improprius integralt kell meghataroznunk, mivel az

integrandus nincs értelmezve x = 0 pontban, és ezen pont jobboldali
kérnyezetében nem korlatos, azaz:

Hasznaljuk fel, hogy:

322 +2 / 5 3
dz = x4 4+ 221 | dx
= ( )




4 ! 4 4
=lim |-V +8¥z| =lim |=V19+8V1— VeI —8Ve| =
e—0 |3 O-te e—0 13 3
4 28
=—4+8-0=
3" 3
Tehat
/1 322 +2 28
: dr = —
0 3 3

1 T
. Feladat:/ ——dx =
0 1—x2?

Megoldas: Egy improprius integralt kell meghatarozni, mert az integ-
randus nincs értelmezve x = 1 helyen, és ezen hely baloldali kérnyeze-
tében a fiiggvény nem korlatos.

T 1
1' —_— _— =
xir{lfw/l—;pz <+0> e
A primitiv fliggvény keresésénél alkalmazzuk az alabbi integralasi sza-
bélyt:

_ fn+1(l,)
 on+1

x 1
/mdm—/x(l—ﬁ) 2dx =
Most f(z) =1—a2és f'(z) = -2z

[ @@ e e ngtod

1(1-2?)3
(—2:r)dx——2(1$)2—— 1—a%+c¢
2

(SIS

= —;/(1—1:2)_

Talaltunk primitiv fliggvényt, vizsgiljuk meg az improprius integralt.

1—e¢
. T
r = lim - dx =

1
x
—d
/o V1—22 =0 Jg V1 —22

= lim [V1-22] "=

e—0 0

= lim |—/T= (1= e+ V1+02] =

€E—

— lim [—\/26—62}+1: 0+1=1
€

Tehat



P
. Feladat: /3 mdw
Megoldas: Az integrandus egyik integracios hatarnal sincs értelmezve,
és mindkét hatar kdrnyezetében a fiiggvény nem korlatos. Valasszuk ki
a [—3, 3] intervallum egy tetsz6leges belss pontjat, peldaul 0-t. Tehat
most két hatarértéket fogunk felirni, és ezeknek kiilon-kiilon végesnek
kell lennitik, csak akkor létezik a keresett improprius integral.

A primitiv fliggvény megadasaval kezdjiik.

1 1 1 1 1
—dr = | c——=dr =< | ————=dz =
/\/9— 2 /3 x? 3/ 1—(%)2
x 1/1_j vV (3)
~ larcsin(3)

- 1
33

3 0 3
1 1 1
/ d:n:/ d:v—i—/ B —
_3v9 — 2 —3 V9 — 22 0 V9 — a2

3 1 3—e 1
————dx = lim ——dz =
/o 9 — z? e=0Jo V9 —12

. . (T\]37¢ . . (3 —¢€ . (0
= lim [arcsm (—)} = lim |arcsin —arcsin | = =
e—0 3 0 e—0 3 3

.
+c= arcsm(g) +c

= lim [arcsin <3_€>] —arcsin(0 = arcsinl — 0 = il
e—0 3 2
felhasznalva:
3 3 3
ha e—0 = —;6—>§:1 = arcsin(?)%arcsinl—g
A masik hatarérték:
0 0
1 1
—————dx = lim —dx =
/3 V9 — 22 =0 J_34cV/9 — a2

. . (x\10 . . (0 . [ —3+¢€
= lim [arcsm (—)} = lim |arcsin [ = | — arcsin =
e—0 3 —3+¢ e—0 3 3

=0 — arcsin(—1) = — <_7> = g

/3 1 T w
—_—dr=—+—-—=7
3v9 — 22 2 2

Tehat

Megjegyzés Ha figyelembe vessziik, hogy az integrandus egy paros fiigg-
vény, akkor elég lett volna egy hatarértéket kiszamolni, mert:

3 3
1 1
—3v9 — 22 0 V9 —a2 2
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3 2x
10. Feladat: /0 mdw
Megoldas: Ebben az esetben az integrandus x = 1 pontban nincs
értelmezve, és ezen pont jobb és baloldali kérnyezetében nem korlatos.
Ezért a keresett improprius integralt bontsuk fel két improprius integral
Osszegére.

3 1 3
2x 2x 2x
—dr = | —————dr+ | ———dx
o (22 —1)2 o (22 —1)2 1 (a2 —1)2
Tehat most is két hatarértéket kell felirnunk, és mindkettének véges-
nek kell lenniiik, ellenkez6 esetben nem létezik a keresett improprius
integral.

Kezdjiik most is a hatarozatlan integréllal.

/%dm = [ (2% - 1)*%237 dx =
e

Folytassuk helyettesitéssel.

t=x2-1 — =2z dt = 2z dx

Az els6 improprius kiszamoléasa:

1—e¢ 2
dx = lim 7xdm =
_ 1)2

1 2x

1—
—1lim [3V/2%—1] " =1im [3¢/(0 =7 =1 -3Y07 1] -
e—0 0 e—0
= lim [3\3/(1 ISP 1] 3y 1=
e—0

:1%[3\3/62—2e}+3=3.0+3=3

A masodik improprius kiszamolédsa:

3 3
2x . 2x
———— _dzr=lim —— _dr=
1 (2?2 —1)2 =0 J14e /(2?2 —1)2
. 3
= lim [3\3/:52—1} — lim [3%_3\3/(1“)2—1} -
e—0 1+e e—0

=32l 300+ 97 1] =6 sl [ Ve 4 2] =
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Tehat

r=3+6=9

3 2z 1 2q 3 270
/ vmd“/o Ve J Vo
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2. Linearis algebra

2.1. Vektortér
2.1.1. Alapfeladatok

1
1. Feladat: Hatarozzuk meg 5a, —b, 5c és ba—b + %c vektorokat, ha
a=(0;—-1;3;4;0)

b= (1;0;-2;-1;7)
c=(-3;1;7;9;0) .

Megoldas:
b5a =5(0;—1;3;4;0) = (0; —5; 15; 20;0)
—b=—-1(1;0;-2-1;7) = (=1, -0; 2,1, =7)

3179
Ze=>-(=31:7:9: =(-2.2.2.2.0
C ( 3, 77,9,0) ( 2;2)2527 >

1 5 9 41 51

_btie= (.. 2227,

S5a +20 (2, 2,2,2,7>
1
2. Feladat: Hatarozzuk meg ||4a||, || — 5(2b —c¢)||, (a+b,a—Db) és

(2a, —c) kifejezések értékét, ha
a=(0;—-1;3;4;0)

b= (1;0;-2;-1;7)

c=(-3;1;7;9;0).
Megoldas:
Mivel
4a =4(0;—1;3;4;0) = (0; —4;12;16;0) ,
ezért

|[4a]| = /02 + (—4)2 + 122 + 162 + 02 = V416 = 41/26.

Ha felhasznaljuk, hogy ||Aa|| = |A|-||al|, akkor a szdmolas egyszertibben
is elvégezhetd.

||[4a|| = 4]|a|| = 44/02 + (—1)2 + 32 + 42 + 02 = 4V/26

Mivel
2b —c=2(1;0;-2-1;7) = (=3; 1 7;9;0) =
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= (5;—1;—11;—-11;14),

ezért 1 1
1= 52b—c)ll = 5lI2b o) =
= %\/52 +(—1)2+ (—11)2 + (—11)2 + 142 = %\/E =116
Mivel
a+b=(1;-1;1;3;7)
a—b=(-1;-1;5;5;-7),
ezért

(a+ba—b)=1-(=1)+(=1)- (1) +1-5+3-5+7-(=7) = —29

Mivel
2a=2(0;—-1;3;4;0) = (0; —2;6;8;0)
és
—c=(3;-1;,-7,-9;0),
fgy

(2a,—c) =0-3+ (=2) - (1) +6- (=7) +8-(=9) +0-0 = —112

Ha felhasznaljuk, hogy (Aa, —c) = A(a,c), a szamolas masképp is el-
végezhetd.

(2a,—c) = —2(a,c) = —2[0-(=3)+(-1)-14+3-74+4-94+0-0] =
—2-56 = —112

. Feladat: Hatarozzuk meg 3a, —5b, v/2¢ és a — 2b + 4c¢ vektorokat, ha,

1 3 5
2 4 —4
A= s b=1 T 2
0 —2 3
Megoldas:
1 3
2 6
3a=3 5 | = 15
0 0
3 —15
4 —20
—5b = -5 0o | = 0
—2 10



5 5v/2
—4 —4/2
V2c =2 5 | = 2v/3
3 3v2
1 3 5 15
2 4 —4 —22
a—2b+4c = 5 -2 0 +4 9 = 3

0 - 3 16

4. Feladat: Hatarozzuk meg ||a||, ||a — b||, (a,c) és (—a,4c) kifejezések
értékét, ha

1 3 5
2 4 —4
a= 5 b= 0 c= 9
0 -2 3

Megoldas:

la—bll = (=27 + (27 + (-5 + 2 = V37
(a,c) =1-5+2-(=4)+(=5)-240-3=—13

-1 20

-2 —16

—a = 5 4c = 3
0 12

(—a,dc) = (—1) - 20+ (=2) - (—16) +5-8+0- 12 = 52
Egyszertibb a szamolés, ha felhasznaljuk, hogy
(—a,4c) = —4(a,c) = (—4)(—13) =52
5. Feladat: Adjuk meg
a=(0;—-1;3;4;0),
b= (1;0;-2; -1;7),
c=(-3;1;7;9;0)
vektorok

A =4 Ay = =T Az =—1
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egyiitthatokkal képzett linearis kombinacidjat.

Megoldas: Az a, b, c vektorok A1, Ao, A3 valés szamokkal képzett li-
neéris kombinéciéja a
Ara+ Agb + Asc

vektor, ami ennél a feladatnal

4a — Tb — ¢ = (—4; —5;19; 14; —49)

. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy az alabbi sorvektorok linearisan fiigget-
lenek.
c1 = (1;-2) c2 = (4;3)

Megoldas: A két vektor linearisan fiiggetlen, ha linearis kombinécio-
juk a zérusvektort csak a trividlis modon allitjak els.

Azaz
riC1 + x2oc2 =0

egyenlGség csak akkor teljesiil, ha z; = 0 és xo = 0.
Felhasznalva, hogy
T1C1 + T2C2 = X1 (1; —2) + X2 (4; 3) =0
(1z1 + 49 ; —221 + 3x2) = (0;0)
Két vektor akkor egyenls, ha koordinataik rendre megegyeznek, azaz

lx1 + 429 = 0
—2x1 4+ 39 = 0

Ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk.
Ha az els6 egyenlet 2-szeresét hozzdadnank a mésodikhoz, akkor
11z, =0 = x2 =0

Behelyettesitve az els6 egyenletbe kapjuk, hogy x1 = 0.
Tehat csak a trivialis csupa 0 megoldéas létezik, vagyis tényleg linearisan

fliggetlen a két vektor.

. Feladat: Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi formuldkkal megadott fiigg-
vények?
(a) 22 +323 - 1,222 +6, 2

(b) €*, shw, cha, 1, e

(¢) In(1+¢€"), z, 1, 1In ee—z:jrll
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Megoldas:

(a) Nézziik meg, hogy a polinomok linearis kombinécidja a 0-t ho-
gyan allitja el6, azaz milyen a, b, c € R esetén teljesiil a kbvetkezs
egyenléség:

3az® + (a + 2b)2* + cx +6b—a =0
Irjuk fel a jobboldalt is egy harmadfokt polinommal.
3az® + (a + 2b)2% + cx 4+ 6b — a = 02> + 022 + 0z + 0
Két polinom akkor egyenld, ha egyiitthatoik rendre megegyeznek.
3a =0, = a=20
a+2b=0 = b=0
és
c=0

Tehét csak a = b = ¢ = 0 esetén teljesiil az egyenléség, igy a
harom polinom linedrisan fiiggetlen.

(b) Mivel e =sh x+ch x,igy e® =1-shz+1-ch z+0-1+0-e" 2.
Vagyis az egyik elem el§4ll a tébbi linedris kombinaciéjaként, azaz
Osszefliggiek.

(¢) Vegyiik észre, hogy

e?4+1 1 e *4+1 1 e’ +1 1. . 1
In =—-lh——=-In———=—-lne " =—=z

e*+1 2 e*+1 2 er(e?+1) 2 2
[gy 2 =0-In(1+e%)+0-1+(—2)1In/ e;:jll, tehat osszefliggdek.

8. Feladat: Vizsgaljuk meg,hogy az alabbi vektorok linearisan Gsszefiig-
gbek vagy fiiggetlenek-e. Ha Gsszefiiggek irjuk fel az egyik vektort a
mésik kettd linedris kombinaciéjaként.

2 0 2
-1 1 0
b; = 0 bs = 0 bz = 3
0 7 -5
Megoldas:

Az a kérdés, hogy z1by + zobas + z3bsg = 0 milyen x1, x9 és x3 valos
szamok esetén teljesiil 7

2 0 2 0

-1 1 0 0

T 0 + 29 0 + x3 3 = 0
0 7 -5 0



Irjuk fel a koordinatakra vonatkozo egyenleteket:

2xq + 223 = 0
—1z; + o =0
31‘3 = 0

71‘2 — 5%3 =0

A harmadik egyenletbdl adodik, hogy x3 = 0. Behelyettesitve a negye-
dik és els6 egyenletbe kapjuk, hogy x2 = 21 = 0. Teh4t csak a trivialis
megoldés létezik, a hdrom vektor linedrisan fiiggetlen.

. Feladat: Allitsuk el§ a Q(x) = 222 + 8x + 13 polinomot a
Pi(z) = 2 + =, Py(z) =3z — 1, Py(z) =5

polinomok lineéris kombinaciéjaként.

Megoldas: Hatarozzuk meg, hogy milyen a,b,c € R szdmok esetén
teljesiil, hogy
aPi(x) +bPa(x) + cP3(z) = Q(x)

azaz
a(x® +x) +b(3z — 1) + 5¢ = 222 + 8z + 13

Rendezziik a baloldali polinomot.
az® + (3b+a)x — b+ 5c = 222 + 8z + 13

Két polinom megegyezik, ha az azonos fokszdmu kifejezések egyiittha-
toi rendre megegyeznek, azaz

a=2,

a+3b=38 = b=2
és
—b+5c=13 = c=3
Tehat
2P (x) + 2P (z) + 3P3(z) = Q(x)

Osszetett feladatok

1. Feladat: Vizsgédljuk meg hogy az alabbi vektorok linearisan &sszefiig-

gbek vagy fiiggetlenek-e. Ha Gsszefiiggek irjuk fel az egyik vektort a
mésik kettd linedris kombinaciéjaként.

a1 = (1;3;2)  ax=(21;5) az=(8;-121)
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Megoldas: Meg kell nézni, hogy milyen x1, z2 és x3 valoés szamok
esetén teljesiil az alabbi egyenléség:

z1a1 + x2a2 +x3az =0

z1(1;3;2) + 22 (2;1;5) + 23 (8;—1;21) =0

Irjuk fel a koordinatakra vonatkozo egyenléségeket:

r1 + 2x9 + 8xrz3 = 0
3r1 + xy — 3 = 0
2r1 4+ b5x9 + 21z = 0

Oldjuk meg az egyenletrendszert. Kiiszéboljiik ki a masodik és harma-
dik egyenletbsl xz;-t.

(a) lépés: Az elsé egyenlet (—3)- szorosat adjuk hozza a maésodik
egyenlethez.

(b) lépeés: Az els6 egyenlet (—2)- szeresét adjuk hozza a harmadik
egyenlethez.

Az 1j egyenletrendszer:

r1 + 229 + 8xz3 = 0
— brg — 2523 = 0
T2 + 5563 = 0

Vegyiik észre, hogy a harmadik egyenlet (—5)- szérose a méasodik egyen-
let, nem hordoz 4j &sszefiiggést az ismeretlenekre vonatkozbéan. Azaz
csak két egyenletiink van.

r1 + 2x9 + 8x3 = 0
xo + bdrg = 0

A masodik egyenletbdl fejezziik ki példaul xo-t az xs-vel. Persze ezt
forditva is megtehettiik volna, de akkor tortekkel kellene szamolni.

o = —5.%3
Ezt helyettesitsiik be az elsé egyenletbe:
1+ 2(—5:L’3) +8x3 =0

T, = 2x3

Az egyenletrendszer megoldésa:

T = 2x3 To = —Hxg és w3 tetszéleges valds szdm
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Végtelen sok megoldast talaltunk, ebbdl valasszunk ki egyet. Példaul
legyen x3 = 1. Ekkor

$1:2 1’22—5

Tehat vektoregyenletnek létezik a trivialistol eltérd megoldasa, azaz a
harom vektor linearisan Gsszefiiggek.

A koztiik 1évs kapcsolat:
2a; —bag+azg =0
Fejezziik ki ag vektort:
ag = —2aj + Hag

Megjegyzés: Vegyiik észre, ha x3-nak més értéket adtunk volna, akkor a
masik két ismeretlen értéke is mas lenne, de a linearis kapcsolat minden
esetben az el6z6 egyenlet valahédnyszorosa lenne.

. Feladat: Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi vektorok linedrisan fliggetlenek-

2 1 0
1 0 -1
a] = -1 ag = 2 ag — 5
4 —1 —6
0 3 6

Megoldas: Nézziik meg milyen x1, zo, és x3 valos szamok esetén tel-
jesiil, hogy x1a3 + x0a2 + x3a3 =0 7

2 1 0 0
1 0 —1 0
T -1 + Z9 2 + x3 5! = 0
4 -1 —6 0
0 3 6 0

A koordinatékra vonatkozo egyenlGség:

2x1 + ) = 0
T1 — r3 = 0
—r1 + 2x9 4+ dxs = 0
4%’1 — Tro — 6.%’3 = 0
3xo + 6x3 0

Oldjuk meg az egyenletrendszert.

El6szor valasszunk ki egy egyenletet, aminek a segitségével a tobbi-
b6l eltiintetjiikk x; ismeretlent. Ehhez valasszuk a méasodik egyenletet.
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Cseréljiik fel az els ket egyenletet. (Masik egyenletet is valaszthattuk
volna, de ezzel az egyenlettel a legegyszertibb a szamolas.)

T - r3 = 0
2r1 + ) = 0
—r1 + 2x9 + dxs = 0
4%‘1 — Tro — 6.1’3 = 0
3rs + 6x3 = 0

(a) Az elss egyenlet (—2)-szeresét adjuk hozza a méasodik egyenlethez.
(b) Az els6 egyenletet adjuk hozzé a harmadikhoz.

(¢) Az els6 egyenlet (—4)-szeresét adjuk hozza a negyedik egyenlet-
hez.

(d) Az utolso egyenletben nincs x1, végeztiink a kikiiszoboléssel.

I - r3 = 0
To + 2x3 = 0

2090 + 4dx3 = 0

— Tro9 — 2%3 = 0

3xa + 6x3 0

Vegyiik észre, hogy az utolsé harom egyenlet a masodik egyenlet tobb-
szorosei. Igy ezek 1j informaciot nem adnak az ismeretlenekrsl. Elég
csak az els§ két egyenletet vizsgalni.

]73:0

I —
To + 2x3 = 0

Az egyenletrendszer megoldésa:

rp = I3

és 3 € R
o = —21‘3 3

Tehét kaptunk a trivialistél eltér§ mas megoldést is, a harom vektor
linearisan Osszefiiggd.

Legyen x3 = 2, ekkor 1 = 2 és x9 = —4, ekkor

2a; —4ag +2a3 =0

. Feladat: Vizsgéljuk meg, hogy az alabbi oszlopvektorok egy 4 dimen-
zi6s vektorteret alkotnak-e.

1 1 3 —2
1 2 0 3
bi=| | b= | o bs=| | ba=| |
1 1 0 4
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Megoldas: A megadott négy oszlopvektor akkor fesziti ki egy 4 di-
menziés vektorteret, ha linearisan fiiggetlenek.

Tehat az a kérdés, hogy z1b1 + xobs + x3bs + z4bg = 0 milyen z,
T2, x3 és x4 valos szamok esetén teljesiil 7

1 1 3 -2 0
T ! + T2 2 + 3 0 + x4 3 = 0
1 0 -1 1 0
1 1 0 4 0

Irjuk fel a koordinatakra vonatkozo egyenleteket:

1 + a9 + 3x3 — 2z4 = 0
r1 + 2x9 + 3x4 = 0
T — 23 + x4 =0
1+ x2 + 44 = 0

Ezt az egyenletrendszert kell megoldani. Vegyiik észre, hogy a mésodik
és negyedik egyenletben nem szerepel x3. Az els6 egyenletbdl pedig el
tudjuk tiintetni x3-t, ha a harmadik egyenlet 3-szorosat hozzdadjuk az
elsé egyenlethez.

Az 1j egyenletrendszer:

dx1 + 22 + x4 = 0
r1 + 2z + 3x4 = 0
T — x3 + x4 = 0
1+ X2 + 4xy = 0

Rendezziik 4t az egyenletrendszeriinket, cseréljiik fel az elsg és harma-
dik egyenletet:

1 - r3 —+ gy = 0
r1 + 2x9 + 3z4 = 0
4y + o + gy = 0
1+ T + 4xy = 0

Foglalkozzunk csak az utolsé harom egyenlettel és probaljuk csokken-
teni az ismeretleneket.

A masodik egyenlet (—4)- szeresét adjuk hozza a harmadik egyenlethez.

Majd a mésodik egyenlet (—1)- szeresét adjuk hozza a negyedik egyen-
lethez.

Az 4j egyenletrendszer:

T - r3 —+ gy = 0
1 + 2x9 + 3x4 = 0
— Txo — 1llzy = 0
— To + X4 0
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A negyedik egyenlet (—7)- szeresét adjuk hozza a harmadik egyenlet-
hez.

il - r3 —+ gy = 0
1 + 2x9 + 3x4y = 0
— 2824 = 0

— T2 + g = 0

A harmadik egyenlet szerint x4 = 0.
Ezt behelyettesitve a negyedik egyenletbe: x9 = 0.
A behelyettesitéseket folytatva kapjuk, hogy x1 = 0 és x3 = 0. Tehat

csak a trivialis megoldas létezik, a négy vektor linedrisan fiiggetlen.

. Feladat: Allitsuk el6 b oszlopvektort a;, as és ag oszlopvektorok li-
neéris kombindaci6ojaként., ha

-1 2 -1
b = 2 ay] = 3 ag = -2 ag = -1
3 1 0 3

Megoldas: Oldjuk meg a kovetkezs vektoregyenletet:

xria1 + x2az + r3az3 = b

2r1 — To -+ r3 = —1
3r1 — 2x9 — r3 = 2
T + 3563 = 3

Cseréljiik fel az els§ és harmadik egyenletet.

T + 3$3 = 3
3.%'1 — 2.%2 — r3 =
2r1 — To -+ r3 = —1

Eliminéljuk x; ismeretlent a mésodik és harmadik egyenletbél.

T + 3$3 = 3
— 2x9 — 10z3 = -7
— Tro9 — 5563 = -7

A harmadik egyenlet (—2)- szeresét adjuk hozza a méasodik egyenlethez.

T + 3z3 = 3
Ox1 + Ox92 + Oz = 7
— o — 5.1‘3 = -7

A maésodik egyenlet egy nyilvanvalo ellentmondés, tehat az egyenlet-
rendszernek nincs megoldasa. Ez pedig azt jelenti, hogy b vektor nem
allithaté el6 ajp, ag és ag vektorok linearis kombinaci6jaként.
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Megjegyzés Ha megnézziik ennek az az oka, hogy aj, ag és ag vektorok
linearis Osszefiiggek, igy a harom vektor 3 dimenzids tér helyett csak
egy 2 dimenzids alteret feszitenek ki. A vizsgélt b vektor pedig nem
illeszkedik ebbe az altérbe. (A harom vektor fiiggetlenségének vizsgala-
tanal majdnem ugyanez egyenletrendszer irnank fel, csak a jobb oldalan
lévs konstansok rendre nulldk lennének, a megoldas menete ugyanaz,
az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa lenne, ez pedig aj, az
és ag vektorok linearis fliggdségét jelenti. )

5. Feladat: Benne van-e a b = (4;7;9) vektor az a1 = (1;3;2) és ag =
(2;1;5) vektorok &ltal generalt altérben?

Megoldas: Akkor lesz b vektor ay és ag vektorok alterében, ha a; és
ap linedrisan fiiggetlenek és b elgallithatd a masik két vektor linedris
kombinéci6jaként.
Azaz
ria1 + z0a3 = b
Masképp
21 (153;2) + 22 (2 155) = (47;9)

A koordinatak egyenl@sége:

1 + 2x9 = 4
3xr1 + 1z = T
2$1 + 5{E2 = 9

Kiiszoboljiik ki x1 ismeretlent az utolsé két egyenletbdl.

r1 + 29 = 4
— 5{E2 = -5
Tro = 1

Az utolso két egyenlet szerint xo = 1.
Az els6 egyenletbe behelyettesitve 1 = 2 adodik.

Tehét b vektor elsallithatéd a masik két vektor lineédris kombinaciéja-
ként,
231 +as = b

igy b benne van az aj és ap vektorok altal generdlt altérben.

2.2. Matrixok
2.2.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Legyen
1 0 -3
A= < 21 0 ) B
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Hatarozzuk meg A + B, A — B, 2A, —3B, 2A — 3B,AT ¢ (BT)T

matrixokat.

Megoldas: A definiciok alapjan

1+3 040 —3+1) (4 0 -2
244 141 0+1) \6 2 1

-3 0-0 -3-1\_(-20 -4
-4 1-1 0-1) \ -2 0 -1
‘1 2.0 2-(=3)\_(2 0 —6
24 ( 2 21 2-o>_<4 2 0>
-9 0 -3
3B_<—12 -3 —3)

2-9 040 —6-3 70 -9
2A_?’B:2‘A‘+(_?’]?’):<4—12 2-3 0—3):(—8 -1 —3>

Avn—(

A-B=

1
2
2
2

S =

2
AT = 1
-3 0

wren- (10 1)

. Feladat: Legyen

3 =2 2 1 -1 5
(3 0) me(0a) e-(0 2
Hatéarozzuk meg A + B4+ C, 5A + B —7C, AT — 4B — 6CT, matri-
xokat.

Megoldas:
[ 342-1 —241+45) (4 4
A+B+C_<7+0—1 0+0—8)_<6 —8>

15+2+7 —-1041-35\ [ 24 —44
354+0+7 0-+0+56 o

T 3 7 T (-1 -1
A _<—2 0 c = 5 —8
ezért

AT—4B—GCT—< 3—8+6 7—4+6>_( 1 9)

5A—|—B—7C:<

Mivel

—-2-0-30 0-0+48 —32 48
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3. Feladat: Hatarozzuk meg AB, BA, (AB)A , A(BA) és A% mitri-

xokat, ha

3
a-(;

0) me(0)

Megoldas: Mivel A és B 2 x 2-es méatrixok, a sorok és oszlopok szama

azonos, a szorzasok elvégezhetSek.

, B 6 3
tehatAB—<14 7)

211
0] 0
3 -2 6| 3
7 0114 7
3| -2
7 0
2 1| 13| -4
0 0 0 0

) (13 —4
tehatBA—( 0 0>

Vegyiik észre, hogy AB # BA, azaz a matrixok szorzasa nem kommu-

tativ.
3 -2
7 0
6 3| 39| -12
14 7| 91| -28
13 -4
0 0
3 2| 39| -12
7 0] 91| -28

, (39 —12
tehat (AB)A = ( ol _ox )

tehat A(BA) = < g? :;; >

Vegyiik észre, hogy ABA = A(BA) = (AB)A, azaz teljesiil a méatri-
xok szorzasra vonatkozé asszociativ tulajdonség.

3 -2
3 2| 5| -6 tehdt A _< 21 —14>
7 0] 21]-14
4. Feladat: Legyen
2 5 -4 2
A= 0 4 B = 7T =2
3 7 9 3
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Hatarozzuk meg azt az X métrixot, amelyre 2A + X = 5B teljesiil.
Megoldas: Az egyenletet dtrendezve kapjuk, hogy

—20 10 4 10 -24 0
X=5B—-2A = 35 =10 |- 0 8 = 35 —18
45 15 6 14 39 1
. Feladat: Legyen
9 0

1 2 3 1 -1
A= ( ) B=|s86| cC= ( )

1

4 5 6 7 9 0

Hatéarozzuk meg AB + C, AB + B, CB + A és BC + AT matrixokat.

Megoldas: A matrixok kiillonbozd tipustak, ezért elsd 1épésben mindig
meg kell nézni, hogy vajon a kijellt miivelet elvégezhets-e?

AB + C vizsgalata:

A B AB

(2x3) (3x2) (2x2)

Mivel A métrix oszlopainak szama megegyezik B matrix sorainak szé-
méval, azaz a bels6 indexek azonosak, a szorzas elvégezhetd, a kiilsg
indexek pedig meghatérozzak a szorzatmatrix tipusat.

Valamint
AB C AB +C

2x2) T @2x2) T (@2x2)

azaz AB és C matrixok azonos tipusiak, ezért AB + C miivelet elvé-
gezhetd.

Keészitsiik el AB szorzashoz a tablazatot.

~J 00 ©
Nele)Rlan)

) - 46 39
tehat AB = < 118 84)

2 3] 46 | 39
5 6118 | 84

16 39 1 -1 47 38
AB+C_<118 84>+<O 1 >—<118 85)
AB + B vizsgalata:
Mivel

1
4

AB B
(2 x2) (3 x2)
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A két matrix tipusa kiilénb6z6, az 6sszeadds nem végezhets el.
(BA)? vizsgalata:

B A BA

(3x2)  (2x3)  (3x3)

A bels6 indexek azonosak, BA szorzat létezik. A miivelet eredménye
egy négyzetes matrix, igy (BA)? miivelet is elvégezhetd.

1 2] 3
4 5| 6 9 18 27
9 0 9| 18 | 27 tehat BA = | 32 46 60
8§ 6| 32| 46 | 60 43 59 75
7 9| 43| 59|75
9 18 27
32 46 60
43 59 75

9 18 27| 1818 | 2583 | 3348
32 46 60| 4340 | 6232 | 8124
43 39 75| 5500 | 7913 | 10326

1818 2583 3348
tehdt (BA)2 = | 4340 6232 8124
5500 7913 10326

CB + A vizsgalata:

Mivel
C B

(2x2)  (3x2)
a belss indexek nem egyeznek meg, a miivelet nem végezhet el.
BC + AT vizsgalata:

Mivel
B C BC

(3x2)  (2x2)  (3x2)
és
BC AT BC + AT

3x2) T 3x2) ~ (3x2)

a mivelet elvégezhetd.

Szamolas:
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1 -1
0 1 9 -9
9 0] 9| -9 tehat BC = 8 =2
8 6| 8| -2 7 2
7T 9| 7 2
Az eredmény:
9 -9 1 4 10 -5
BC+AT=|8 2|+ 25 |=|10 3
7 2 3 6 10 8

. Feladat: Hatarozzuk meg AB, BA, és CA szorzatokat,ha

4

0 -2 1
A= 0 B=(11 3) C_< )
. -1 01

Megoldas: Elgszor nézziik meg a szorzasok elvégezhetSek-e.

Mivel
A B AB

(3x1) (1x3)  (3x3)

a bels6 indexek azonosak a szorzas elvégezhetd.

Ly 4 4 12
L4l 2 s AB=( 0 0 o0
0] oJo] o 1 3
1] -1|-1]-3

Mivel
B A BA

(1x3) (3x1)  (1x1)

a belss indexek azonosak, a szorzas elvégezhetd.

4
0 )
1 tehat BA = ( 1 )
EE
Mivel
C A CA

2x3) (3x1)  (2x1)

a bels6 indexek azonosak, a szorzas elvégezhetd.
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4

0

-1 tehat CA:(:;)>
0 -2 1| -1
1 0 1] -5

7. Feladat: Hatarozzuk meg AAT ¢s AT A matrixokat, ha
(1)
Megoldas: A bels6 indexek megegyeznek, a miiveletek elvégezhetGek.
(1)
o= (1) (19)-(%2)
as (1) (3)-(22)

Vegyiik észre, hogy AAT £ ATA | de mindkettd szimmetrikus.

8. Feladat: Hatarozza meg az AB és BT A matrixokat, ha

1 35 1
A= 10 -8 0 B=|1
4 1 3 1
Megoldas:
1 35 1 9
AB=| 10 -8 0 =1 2
4 1 3 1 8
1 35
BTA=(11 1) 10 -8 0 |=(15 -4 8)
4 1 3

9. Feladat: Hatérozza meg az AB és BT AT matrixokat, ha

T
2 -1 3
A‘(o 51) B= i

78



Megoldas:
2 -1 3 v 20 —y 4+ 32
AB:(O 5 1> i :( 5y + 2 >

BTAT:(:L“ Y z) - :(Z:C—y—i—?)z 5y+z)

W = N
A e}

10. Feladat: Végerzziik el a kovetkez6 szorzést:

(1) 0)

Megoldas:

(2 y)<f §><§>=(2x+y x—|—3y)<z>:

222 + xy + xy + 3y? = 222 + 22y + 32

11. Feladat: Mutassuk meg, hogy (AB)T = BTAT, ha

(i) ()

Megoldas:

rar_ (0 -1\/2 o0\ _ (-1 3
BA‘<5 4)(1—3)_(14 —12)

Valoban teljesiil, hogy (AB)T = BTAT
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2.2.2. Osszetett feladatok

1 —4 0\ , (0 7 3
1. Feladat.LegyenA-(0 5 _1>esB—<2 0 _4>.

Hatarozzuk meg 3((2A — B) — (A — 3B)) matrixot.

Megoldas:

3((2A-B)— (A -3B))=3(2A - B — A + 3B) = 3A + 6B =

(3 712 0) (042 18 _( 330 18
“\o 15 -3 12 0 —24 ) 12 15 —27

1 -1 1
2. Feladat: Legyen A= -1 2 0
0 -1 1

Hatérozzuk meg (A + A2%)2 métrixot.

Megoldas: El6szér hatarozzuk meg A2 matrixot.

1(-1] 1
-1 20
0-1] 1
1 -1 1 2|1-4| 2

-1 2 0] -3] 5(-1
0 -1 1| 1]-3| 1

1 -1 1 2 —4 2 3 -5 3
A+ A%= 1 20|+ -3 5 -1 ]=| -4 7 -1
0 -1 1 1 -3 1 1 -4 2

3 -3 3
-4 7| -1
1 -4 2

3 -5 3| 32]-62| 20
4 7 -1|-41] 73 |-21
1 4 2] 21 |-41| 11

32 —62 20
Az eredmény: (A +A%)2=| —41 73 -21
21 —41 11
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-3 2 1 5 =3 2
3. Feladat: Legyen A = 1 -1 0 |é&B=]0 40
3 -2 -1 1 3 2
Hatéarozzuk meg AB — B? matrixot.
Megoldas: Mivel
5 -3 2 5 -3 2
0 41 0 0 41 0
1 3|1 2 1 3] 2
3 2 1| -14 20 | -4 5 -3 2| 27| -21|14
1 -1 0 5 -7 2 0 4 0 0 16| O
2 -1 14| -20 | 4 1 3 2 7 15| 6
Tehat
AB -B? =
—14 20 —4 27 —21 14 —41 41 -18
= 5 =7 2 |- 0 16 0 | = 5 —23 2
14 —20 4 7 15 6 7T =3 =2

Egyszeriibb a szdmolas, ha észrevessziik, hogy AB — B2? = (A — B)B.

4. Feladat: Hatarozzuk meg AB és AC maétrixokat, ha

2 -3 -5
A=| -1 4 5
1 -3 —4
1 410
B=|2 111
1 -2 1 2
o 7 3 2
C=[3 -2 -1 -1
0o 1 3 4
Megoldas:
1 41 1 0
2 1] 1 1
1 201 2
2 3 5| -9 15 | -6 | -13
-1 4 5| 12| -10| 8| 14
1 -3 4| -9 91-6|-11
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0 703 2
3 2] -1 -1
0 11 3 4

2 -3 5| -9 15| -6 | -13
-1 4 5| 12| -10| 8| 14

Tehat
-9 15 -6 -13
AB =AC = 12 -10 8 14
-9 9 -6 -—11
De ebbél nem kovetkezik B = C egyenléség.

5. Feladat: Hatérozzuk meg (AB)C és A(BC) matrixokat, ha

@
Il
N
S N
(G20
w O
|
= O
N————

(@)
w NN O
>~ = =

Megoldas: Elgszor nézziik meg, hogy a mivelet elvégezhetd-e.

A B C ABC

(3x2) (2x4) (4x3)  (3x3)

Az egymés mellett 16v6 belsé indexek megegyeznek, ezért a szorzé-
sok elvégezhetGek. Ebben az esetben hasznéljuk fel, hogy a matrixok
szorzésa asszociativ, azaz (AB)C = A(BC), igy elég csak (AB)C

maétrixot kiszamolni.

Hatarozzuk meg AB szorzatot.

2 10 0
0 3| -1
1 -2 2| -9/|-6
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Hatéarozzuk meg (AB)C matrixot.

1 1 1

-3 0 1

0 2 1

-2 3| 4

2 9 6 2 25| -4 | -5

-4 &8 6 -2| -24 2 8

0 15 9 -3| -39 9|12

Tehat

25 —4 -5

(AB)IC=ABC)=| —-24 2 8
-39 9 12

6. Feladat: Hatarozzuk meg AAT ¢s AT A matrixokat, ha
1 21
A=1|13 -1 0
2 1 3

Megoldas: Egy négyzetes matrix adjungaltja is vele azonos tipusi
négyzetes matrix, igy a szorzasok elvégezhetdek.

1 3 2

2 -1 1

1 0 3

1 2 1| 6 1 7
-1 1 10| 5

2 1 3|7 5|14

Tehat
6 1 7
AAT=(1 10 5
7 5 14
1] 2] 1
31-1] 0
21 1| 3
1 3 214 1] 7
2 1 1] 16| 5
1 0 3] 7] 510
14 1 7
ATA = 1 6 5
7 5 10
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Vegyiik észre, hogy 6nadjungalt (szimmetrikus) matrixokat kaptunk,
de AAT £ ATA

. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha egy A € M, «, négyzetes matrixot
akéar jobbroél, akar balrol szorozzuk meg transzpondéltjaval, az eredmény
mindig egy szimmetrikus matrix lesz.

Megoldas: Négyzetes matrixok esetén AAT és AT A matrix is létezik.

Felhasznélva a transzponalasra vonatkozé (AB)T = BTAT azonossé-
got:
s

(ATA)T = AT(AT)T = ATA

Ha pedig egy méatrix egyenl$ a transzponaltjaval, akkor ez azt jelenti,
hogy a méatrix szimmetrikus.

Tehat AAT ¢s AT A matrix is szimmetrikus.

. Feladat: Keressiink olyan (valés elemii) J € Mayo matrixot, melyre
J2 = 1, ahol I egy 2 x 2 egységmétrix.

Megoldas: A J € Myys métrixot keressiik a kdvetkezs alakban:

ahol a, b, ¢, és d valés szamok. Ekkor

32 a’?+bc ab+bd\ [ -1 0
"\ act+ecd &P+be ) 0 -1

a?+bc = —1
ac+cd = 0
ab+bd = 0
&P +bc = —1

Az els6 és utolso egyenletbdl kivetkezik, hogy a? = d?, azaz a = d vagy
a= —d.

Mgésreészt, ha
a? +bc=—1  akkor bc#0  (a®# 1)

Tehat ¢ # 0 és b # 0.
Ha a = d és ¢ # 0, akkor

ac+cd=2ac=0 azaz a=d=0
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10.

2.3.

Ha a = 0, akkor bc = —1.

Tehat a feltételnek megfeleld matrixok példaul:

() () (0s)

Az a = —d esetben szintén d = a = 0 és bc = —1 feltételek adodnak.

Megjegyzés: A J? = —1 egyenl6ség a komplex i2 = —1 egyenléség pon-
tos megfelelGje. Ily moédon a komplex szamok egyértelmiien reprezen-
talhatok 2 x 2-es matrixokkal. Feleltessiik meg a z = a + ¢b komplex

szamnak a Z :=al + bJ = < @

b Z > métrixot, akkor ez a megfelel-

tetés Osszeg- és szorzattarto.

Feladat: Igazoljuk, hogy ha A, B € M,,«,, tetszéleges négyzetes mat-
rixok, akkor sp(AB) = sp(BA), ahol sp(M) jeloli az M matrix f6dia-
gonélisdban 4ll6 elemek Osszegét, azaz a matrix nyomdt.

Megoldas:

sp(AB) = (ab)re = > > apjbjp =

k=1 k=1 j=1
DO bikar; =Y _(ba);; = sp(BA)
j=1 k=1 j=1

Feladat: Az elgz§ feladat eredményének felhasznalasaval igazoljuk,
hogy az
AB-BA =1

egyenléség semmilyen négyzetes A, B matrixokra nem teljesl.

Megoldas: Ugyanis sp(AB —BA) = sp(AB) — sp(BA) = 0, mig
sp(I) =n #0.

Determinansok

2.3.1. Alapfeladatok

1.

Feladat: Hatarozzuk meg a kévetkez6 determinansok értékét.

4 6 cosr sinx
-1 5

a+b a—>

—sinz cosx a—b a+b
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Megoldas:
4 6

| 5|F45-6- (1) =26

—cos?x +sin’z =1

cosx sinzx
—sinx cosx

(l+b CL—b . 2_ . 2
a—b a+b—(a+b) (a —b)* = 4ab
2 7, (31
2. Feladat: Legyen A = ( 9 0 > és B = ( 1 4 >

Hatarozzuk meg det(B — A), det(AB), det(B?) ¢s det(AAT) értékét.
Megoldas:

sas(11)-(21)-(4 )

det (B—A)=1-4— (—6)(—8) = —44

(
o (27)-(1 )= (2

det (AB) = 13-9 — 30 - 27 = —693

Miésképp:
det (AB) = det (A) det (B) = —63 - 11 = —693
gz_ (31 3 1\ _(10 7
1 4 1 4 717
det (B?) =170 — 49 = 121
Miésképp:
det (B2) = (det (B))? = 112 = 121
v (27 2 9\ (53 18
AA_<90 7 0) \ 18 81
det (AAT) = 4293 — 324 = 3969
Miésképp:

det (AAT) = det (A) det (AT) = (—63)% = 3969
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3. Feladat: Milyen x esetén teljesiil a kovetkezs egyenlGség?

1 2
x 8_0
Megoldas: Mivel
1 2
- 8—8—23:—0

ezért x = 4.

4. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkezd determinans értékét.

1 11
-1 01
-1 -1 0
Megoldas:
1 11 111 11
-1 0 1|=]-1 0 1 :1-_1 0:1-(0+1):1
-1 -1 0 0 01

Az 1. sort hozzdadva a 3. sorhoz és 3. sor szerinti kifejtve.

5. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkez8 determindns értékét.
011
1 0 1
110

Megoldas: Az els6 sor szerinti kifejtést alkalmazaséaval.

0 11

10 1:0—1-1 1—1—1 1 0:1+1:2
10 11

110 —_—— ——
-1 1

6. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkez6 determinéns értékét!
1 2 3
4 5 6
7 89

Megoldas: A szamolas sokat egyszeriisddik, ha észrevessziik, hogy az
1. sor (—1) -szeresét hozzaadva a 2. , majd a 3. sorhoz, akkor az utolsé
sor a 2. sor kétszerese lesz, ez pedig azt jelenti , hogy a determinans
értéke 0.

1
4
7

co Ut N
O O W

1
=3
6

o W N
o W w
Il
o
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7. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkez§ determinans értékét.

1+v5 2—-6
24v6 1-5

Megoldas:

;1% f‘ﬁ — (1+V5)(1 = V5) — (2= VB)(2+ V6) =

=1-5-(4—6)=-2

8. Feladat: Milyen y valos szamra van megolddsa a det(A — yI) = 0

egyenletnek, ha
1 6
A= (7 2)

Megoldas: Irjuk fel elgszér A — yI matrixot.

(16 10\ [(1-y 6
A_y1_<7 2>_y<0 1>_< 7 2—y>

A kovetkez determinéns alakban adott egyenletet kell megoldani:

ésT a2 x 2 egységmatrix.

=0

1—y 6
7T 2-y

azaz
(1-y)(2-y)—42=0
P —3y—40=0
Gyotkkeéplettel megoldva:

3+v32+4-40 3413
2 2

Y12 =
Yy = 8 és Yo = -5

2.3.2. Osszetett feladatok

1. Feladat: Szamitsuk ki a kévetkezs determinéns értékét a 3. sor, majd
a 3. oszlop szerint.

ot O = W
[l S SL B \)
N O O N
NN W

Megoldas:

88



e Vegyiik észre, hogy a 3. sor szerint kifejtés sokat egyszertisddne,
ha harom 0 lenne a sorban. Egyik megoldas, ha aze = 4 elemet
kinullaznénk. Ennek modja, ha a determinéns 4. oszlopénak (—2)-
szeresét hozzdadjuk a 2. oszlophoz.

3 2 21 3 0 21
1 -5 03] (1 =11 0 3|
0 0 2| |0 0 0 2|
5 1 =27 5 —13 -2 7
3 0 2
= (1. 2.1 11 0=
5 —13 -2
Ha az 1. sort hozzaadjuk a 3. sorhoz és a 3. oszlop szerint fejtjiik
ki:
3 0 2 1 11
=(-2)1 —-11 0 :(—4)~8 13:—4-(—13+88):—300
8§ —13 0

e Most végezziik el a szamolast a 3. oszlop szerint. Az dtlet legyen
szintén ugyanaz, legyen minél t6bb nulla a megfelels oszlopban,
ezért az 1. sort adjuk hozza a 4.-hez:

3 2 21| |3 221
1 =5 03| |1 =5 0 3|_
0 02| |0 40 2|
5 1 -2 7| |8 30 8

Majd az 1. sor (—8)-szorosat adjuk hozza a 3. sorhoz.

1 -5 3 1 -5 3
=(-1)'32.]0 4 2|=2-]0 4 2|=
8 3 8 0 43 -16
1. oszlop szerint kifejtve:
4 2
—2-43 —16_300
—64—86

2. Feladat: Oldjuk meg z-re a kovetkezd egyenletet.

r 5 T
0 3 —-2|=2x
1 2 -3
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Megoldas: Elszor hatarozzuk meg a determinans értékét. Irjuk fel az
1. oszlop szerinti kifejtést:

T b T
038 —2|=a.[3 2|041.]> %=
2 —3 3 -2
12 -3 z_ 2 =
-5 —10—3x

=x(-5)+ (=10 — 3z) = —8x — 10
Tehat a kovetkezs egyenletet kell megoldanunk:

—8x — 10 = 2z
—10 =10z
r=-1

. Feladat: Oldjuk meg x-re a kivetkez§ egyenletet.

1,‘2

4 9
2 3|=0
1 11

Megoldas: Megint kezdjiik a determinans értékének meghatarozasé-
val. Trjuk fel az 1. oszlop szerinti kifejtést:

2
111 1 1 1 1 2 3
-1 -5 —6
=—2? +55—6

A kovetkezd egyenletet kell megoldani:
—2? 4+ 52 —6=0
Gyokképlettel megoldva:

1 =3 s To = 2

. Feladat: Milyen y valés szamra van megoldésa a det (A —yI) = 0
egyenletnek, ha

A=

S O =

1 3
11 )7
11
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Megoldas: Irjuk fel elgszér A — yI matrixot.

4 1 3 1 00 4—y 1 3
A—-yI=[ 011 ]-y| 010 |= 0 1—y 1
0 11 0 0 1 0 1 1—y
Oldjuk meg a kovetkezs egyenletet:
4—y 1 3
0 1—y 1 =0
0 1 1—y

Els6 oszlop szerinti kifejtéssel:
A=yl -y?*-1)=0
4-y)y* -2y =0
yd—y)y—2)=0
Olvassuk le a megoldasokat:

y1:0 y2:4 y3:2

2.4. Linearis egyenletrendszerek
2.4.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Jelentse A egy linedris egyenletrendszer matrixat és B a bo-
vitett matrixat. Hatarozzuk meg AB , BA és A2 métrixokat, ha

5.7}1 — 4.1‘2 = 3
21 + w9 = T

Megoldas:

5 —4 3
2 17

5 —4
A (21

AB szorzat meghatarozésa:

I
N

2 1 |12| -7 | 13
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Tehat

17 —24 —13
AB = < 12 -7 13 >

BA szorzat nem létezik, mivel B matrix oszlopainak szdma nem egye-
zik meg az A métrix sorainak szadméval.

A? matrix meghatarozasa:

o | -4
2 1
5 4|17 |-24
2 1|12 -7

Tehat
17 —24
2 _
2= )
2. Feladat: Jelentse A egy linearis egyenletrendszer matrixat és B a bg-

vitett matrixat. Hatarozza meg det (A — AT), det (AAT) és det A2
kifejezések értékeit, ha

Il
wo

5:131 — 4:L'2
2¢17 + wx9 = T

Megoldas:

det (A — AT) =0+ 36 =36
det (AAT) = det Adet AT =13 -13 = 169
det (A?) = det A det A = 13% = 169

3. Feladat Linedris egyenletrendszerek megold4sanal Gauss eliminélassal
a kiovetkezd tablazatokat kaptuk.Olvassuk le a megoldasokat.

(a) Tablazat

1 T2 3| b
1 2 1| 6
0 1 2|7
0 0 1]-1




Megoldas: Irjuk fel a tablazathoz tartozo egyenletrendszert.

r1+2x2+x3 = 6
T — 2:E3 = 7
r3 = -1

Az utolsé egyenletbdl tudjuk, hogy x3 = —1. Ezt behelyettesitve
a mésodik egyenletbe, kapjuk, hogy xo2 = 5. Ha x3 és xo értékét
behelyettesitjiik az els6 egyenletbe, kapjuk, hogy z; = —3.

Tehét a megoldas: x1 = —3, 9 =5 és x3 = —1
TAablazat
r1 x2 w3 | b
1 5 3|3
0 -1 312
0 0 0|4

Megoldas: Irjuk fel a tablazathoz tartozo egyenletrendszert!

1+ 5xs+3x3 = 3
—x9 + 323 2
0x1 + O0xg + 023 = 4

Az utolso egyenlet egy nyilvanvalo ellentmondas, igy nincs megol-
désa az egyenletrendszernek. Vegyiik észre, hogy a csupa nullatoél
kiilénb6z6 sorok szadma az egyenletrendszer matrixadban kettd, a
bévitett matrixban pedig harom.

Megjegyzés: Altalaban is kimondhato, ha Gauss eliminalassal ki-
alakult a fels6hiaromszdg alak és a csupa nullatol kiilénbo6zs sorok
szdma nem egyezik meg az egyenletrendszer matrixaban és a bg-
vitett matrixban, akkor nincs megoldasa az egyenletrendszernek.

Tablazat
r1 w2 w3 |0b
1 4 215
0 2 111
0 0 010

Megoldas: Kezdjiik az egyenletrendszer felfrasaval.

1 —4xo+2x3 = 5
200 +x3 = 1
Ox1 4+ 0x24+0x3 = 0
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Az utols6 egyenletet elhagyhatjuk, nem ad 1j informaciot az is-
meretlenekre. Csak két egyenletiink maradt.

= 5
=1

T, — 4xo + 223
279 + 13

Fejezziik ki a masodik egyenletbdl az egyik ismeretlent a méasik
segitségével. Barmelyiket valaszthatnank, de a tortek elkertilése
miatt fejezziik ki inkdbb x3-t x-vel.

= )
1—21’2

x1 — 4x9 + 213
T3

A kapott kifejezést helyettesitsiik be az els6 egyenletbe és z1-t is
adjuk meg xo segitségével:

I 5+4$2 *2(1 *21‘2)

I 3 + 81’2

Végtelen sok megoldast kaptunk:

3—|—8:L‘2
1—2.%2

L1
L3

_ és x90 € R
Megjegyzés: A tovabbiakban, ha latjuk, hogy az elimindlas sordn
fels6haromszog matrix kialakult és az egyenletrendszer matrixa-
ban és bévitett matrixban a csupa nullatol kiilonbo6zd sorok szama
azonos, de kisebb, mint az ismeretlenek szama, akkor az mindig

azt jelenti, hogy végtelen sok megoldas van.

Tablazat
Ty T2 T3 T4 | b
1 1 -3 1] -2
0 3 3 6| 12
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Megoldas: Most két csupa nulla sor miatt csak két egyenletiink
maradt és van négy ismeretleniink. Ez azt jelenti, hogy végtelen
sok megoldasunk van.

-2
12

T1+ x9 — 3x3 + T4
3To + 3x3 + 624

A masodik egyenletbdl az egyik ismeretlent, példaul xo-t, fejezziik
ki a masik ketts segitségével

332:4—5133—25134
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Helyettesitsiik be a kapott kifejezést az els egyenletbe!
x1=—-2—(4— w3 —2w4) + 323 — 14 = —6 4 dw3 + 24
Az egyenletrendszer végtelen sok megoldésa:

—6 4+ 4x3 + 24
4—:63—21‘4

rT =
ro =

és w3,74 € R

4. Feladat: Linearis egyenletrendszerek megoldasandl Gauss-Jordan mod-
szerrel a kovetkezd tablazatokat kaptuk. Olvassuk le a megoldasokat.

(a) Tablazat

1 w2 w3 | b
1 0 0| 6
0 1 0] 7
0 0 11]-3

Megoldas: A fgatloban egyesek vannak, minden mas elem nulla.
Az elimindlast befejeztiik. A tdblazat a kivetkezd egyenlGségeket
irja le:

1 = 6 Tro = 7 xr3 = -3
Tablazat
r1 w2 w3 |0b
1 0 0]2
0 1 010
0 0 014

Megoldas: A tablazat utolsd sora szerint:
O-21+0-29+0-23=4

ez egy nyilvanval6 ellentmondés, tehat nincs megoldésa az egyen-
letrendszernek.

TAablazat
r1 w2 T3 |0b
1 0 213
0 1 1|2
0 0 010

Megoldas: Kialakult a fels6haromszog matrix. A csupa nullatol
kiilonbo6z6 sorok szama az egyenletrendszer métrixaban és bévi-
tett matrixban azonos (2), de kisebb, mint az ismeretlenek szama
(3), tehat végtelen sok megoldas van.
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Az egyik ismeretlen szabadon valaszthato, legyen x3 = t. Ekkor
az utolsod sor megfelels oszlopéaba irjunk 1-t, a b&vits oszlop utolsd
sordba pedig t-t. Majd folytassuk az eliminaciét tovabb, a f6atlo-
ban legyenek egyesek, minden mas elem pedig legyen nulla.

r1 w2 w3 | Db r1 w2 w3 | b Ty Ty X3 b
1 0 2|3 -, 1 0 213 -, 10 032t
0 1 112 0 1 112 0 1 0 2-t
0 0 010 0 0 1]t 0 0 1 t
Most mar leolvashaté a megoldés:
1 =3—2t To=2—1t xr3 =1 és te R

Oldjuk meg a feladatot Ggy is, hogy x2 legyen a szabadon valaszt-
haté ismeretlen, azaz legyen zo = ¢. Most az utolsé sor mésodik
eleme legyen 1, és a b&vit§ oszlop utolso eleme pedig .

1 w2 w3 |0b r1 w2 T3 |0b
10 213 N 1 0 213 N
0 1 1]2 0 1 1]2
0 0 010 0 1 0]t
r1 T2 x3| b r1 T2 X3 b
10 2| 3 -, 1 0 0|-1+21
0 0 1|24 0 0 1 2-1
0 1 0 i 0 1 0 i
A tablazat szerint a megoldas:
r1=—1+2¢ To =1 r3=2—1 és ieR
Ugy ttinik, hogy most mas eredményt kaptunk. Ha i = 2 — ¢ he-

lyettesitést elvégeznénk, akkor a megoldas eléz6 alakjahoz jutunk.
Tehat a megoldashalmaz ugyanaz, csak ¢ és ¢t kiilonbo6zs értékei
allitjak el6 ugyanazt a megoldast.

Ha a szabadon valaszhaté ismeretlennek z-t valasztjuk, ugyanezt
az eredményt kapjuk.

TAablazat:
x1 w2 w3 |0b
1 3 214
0 0 213
0 0 010

Megoldas: Kialakult a fels6haromszog matrix. A csupa nullatol
kiilénbo6z6 sorok szama az egyenletrendszer métrixaban és bévi-
tett matrixban azonos (2), de kisebb, mint az ismeretlenek szama
(3), tehat végtelen sok megoldas van.
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Az utolso sor szerint 2x3 = 3 azaz r3 = % Igy a szabadon va-
laszthato ismeretlen csak x1 és x9 lehet.

Legyen xo = t. El6szor cseréljiik fel a masodik és harmadik sort.
Majd a masodik sorban ago elem legyen 1 és a bévit§ oszlopban

jelenjen meg t.

Most mar folytathat6 az eliminalas. A 3. sor (—1)-szeresét adjuk

hozz4 az els6 sorhoz.

1 T2 w3 | b 1 T2 w3 |0
1 3 2 4_> 1 3 2 4_)
0 0 213 0 0 00
0 0 010 0 0 213

r1 X2 x3 | b

1 2|4

0 0] ¢t

0 2|3

T T2 X3 b Ty T2 X3 b
1 0 2]4-3t N 1 0 0]1-3¢
0 1 0 t 0 1 0 t
0o 0 2 3 0o 0 2 3
1 w2 x3| b
1 0 0]1-3t
0 1 0 t
3
o o0 1| =
2
Tehéat a megoldas:
3 )
1 =1-3t To =1 :E3:§ €s te R

Oldjuk meg a feladatot, ha a szabadon valaszthaté ismeretlen xz,

azaz legyen x1 = i.

T

x

1
1
0
0

O O W N

O N N |w

O = O

O W O

NN O|w

W =~ O|Ic

X

O = =

S W O

NN O|lw

W = IS O W o

S O =

O W O

NN O|w
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Ty Ty X3 b
vy ry w3 | b 1 0 0] 1
1 0 0 1 - 1—34
0 3 0|1-i 0 1 0 3
0 0 2 3 0 0 1 o
2
Tehat a megoldas:
1 _
T =1 To = 3Z r3 = — és 1eR
(e) Tablazat:
1 x2 w3 |0
1 2 -1|5
0 0 00
0 0 010

Megoldas: Kialakult a fels6haromszég matrix. A csupa nullatol
kiilénbo6z6 sorok szama az egyenletrendszer métrixaban és bévi-
tett matrixban azonos (1), de kisebb, mint az ismeretlenek szama
(3), tehat végtelen sok megoldas van. De most két szabadon va-
laszthaté ismeretleniink is van. T6bb valasztasi lehetdség van, mi
nézziik meg azt az esetet, amikor xo =t és x3 =1

1 w2 w3 | Db r1 w2 w3 |0b
1 2 -11]5 -, 1 2 -11]5 N
0 0 o010 0 1 0|t
0O 0 010 0 0 1]i
Folytatva az eliminalast:
r1 wo w3 | b Ty T2 I3 b
1 0 -1]52¢t N 1 0 0] 52tH
0O 1 0 t 0 1 0 t
0o 0 1 i 0 0 1 i
Tehét a megoldas:
1 =5—2t+1 x9=1t x3=1 teR és 1€R

5. Feladat: Milyen a esetén van pontosan egy megoldisa a kovetkezd
inhomogén egyenletrendszernek?

-7
= 3

2z1 +  x2

+  4xg

axy

Megoldas: Egy inhomogén linearis egyenletrendszernek akkor van pon-
tosan egy megoldasa, ha az egyenletrendszer méatrixdnak determinansa
nem 0, azaz det (A) # 0.
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Most
21
a=(21)

detA:det<2 1>:8a20
a 4

Az egyenletet megoldva a = 8 adodik. Ez azt jelenti, hogy ha a # 8
az egyenletrendszernek pontosan egy megoldisa van. Ha a = 8, akkor
ennél a feladatnal az egyenletrendszernek éppen nincs megoldasa.

. Feladat: Milyen a esetén van pontosan egy megoldisa a kovetkezd
egyenletrendszernek?

ary — 4z = 0
—3x1 + Txo = 0
Megoldas: Egy homogén lineéaris egyenletrendszernek akkor van pon-

tosan egy, a trivialis csupa 0 megoldéasa, ha az egyenletrendszer métri-
xénak determindnsa nem 0, azaz det (A4) # 0.

Most
a —4
a=(57)

a —4

detA:det( _3 7

>:7Q—12:O

12 12
Az egyenlet megoldéasa: a = - Ez azt jelenti, hogy ha a # o ak-

kor csak a trividlis megoldas létezik, ha a = - akkor végtelen sok

megoldasa van az egyenletrendszernek.

. Feladat: Milyen a esetén van végtelen sok megoldasa a kovetkezd ho-
mogén lineéris egyenletrendszernek?

501 — 2x29 — x3 = 0
ary, + x9 — 223 = 0
6ry + 293 + x3 = 0

Megoldas: Egy homogén lineéris egyenletrendszernek akkor van vég-
telen sok megoldasa, ha az egyenletrendszer matrixanak determinansa
0, azaz det (A) = 0.

5 —2 -1 54+2a 0 -5
det(A)=det | a 1 =2 | =det a 1 -2 | =
6 2 1 6—2a 0 5

Masodik oszlop szerinti kifejtéssel, majd rendezve kapjuk, hogy:

=1((5(5+2a)+5(6 —2a)) =11 #0
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Ez azt jelenti, hogy a determinans értéke a-t6l fliggetleniil mindig 11,
tehat barmely a esetén csak egy, a trividlis megoldéas 1étezik.

. Feladat: Vizsgiljuk meg, hogy az alabbi vektorok vajon linearisan
fliggdk vagy fliggetlenek.

1 3 -1
a; = 0 ag = 1 ag — 1
6 2 2

Megoldas: Arra vagyunk kivancsiak, hogy az xjaj+xgas+xgag=0
vektoregyenletnek vajon hany megoldésa van.

A vektoregyenlet felirhaté a kévetkezd homogén linearis egyenletrend-

szerrel:
7 + 3x2 — 23 = 0
o + x3 = 0
6x1 + 222 + 23 = 0

Tehat az a kérdés, hogy a homogén linearis egyenletrendszernek hany
megoldasa van. Ezt pedig az egyenletrendszer matrixanak determi-
nansa hatarozza meg.

Most az egyenletrendszer matrixa:

1 3 —
A=] 01 1
6 2
Mivel
1 3 -1 1 3 -1 11
01 11=|0 1 1 = _16 8—8—1-16—247&()
6 2 0 —-16 8

Tehét az egyenletrendszernek és a vektoregyenletnek is csak a trivialis
csupa 0 megoldasa létezik, ezért a harom vektor linedrisan fiiggetlen.

2.4.2. Osszetett feladatok

Oldjuk meg a kovetkezd inhomogén linearis egyenletrendszereket Gauss

eliminéacidval.
1. Feladat:
201 — 3x9 + r3 = —1
Ty — 2x9 — 3x3 =
201 + a2 + w3 = 3

Megoldas: Dolgozzunk az egyenletrendszer bévitett méatrixaval. Az
egyenletrendszer matrixat fels6haromsz6g matrix alaktura kell hozni.
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A bévitett matrix:

2 -3 1]-1
B=|1 -2 3| 6
2 1 1 3

Hozzuk 1étre a fels6haromszog matrixot.

(a) Eliminaljunk az els§ oszlopban. A szamolas egyszertibb, ha aj;
elem éppen 1. Ezért cseréljiik fel az 1. és 2. sorokat. ()

(b) Az 1. sor (—2)-szeresét adjuk hozza a 2., majd a 3. sorhoz. Kieli-
minaltuk az 1. oszlopot.

2 -3 1]-1 1 -2 3] 6 1 -2 -3 6
1 -2 3| 6 |~ 2 -3 1{-1 ] ~10 1 7T -13 | ~
2 1 1 3 2 1 1 3 0 5 7| -9

(¢) Végezziik el az eliminalast a 2. oszlopban. A 2. sor (—5)- szorosét
adjuk hozza a 3. sorhoz. Kialakult a fels¢ haromszégméatrix.

1 -2 =3 6
0 1 71 —13
0 0 —-28| 56

Irjuk fel az egyenletrendszer 1j alakjat!

r1 — 229 — 313 = 6
ro+Trs = —13
—281’3 = 56

Olvassuk le a megoldasokat! Az utols6 egyenletbdl adodik, hogy:
T3 = —2

A masodik egyenletbdl, felhasznélva, hogy x3 = —2:
o =1

Behelyettesitve az elsé egyenletbe x3 és xo értékeit kapjuk, hogy:
r1 =2

Tehéat a megoldas:

$1:2 $2:1 x3:—2
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Oldjuk meg az egyenletrendszert Gauss-Jordan eliminacioval is!

1 -2 =3 6
0 1 7| —13
0 0 —-28| 56

Folytassuk az eliminalast a f6atlo felett is! A megengedett miiveletek-
kel érjiik el, hogy az egyenletrendszer métrixdnak helyén egységmétrix
jelenjen meg. Ugyeljiink arra, hogy a f6atlé alatti 0-k ne valtozzanak.

Ezért a 3. oszlopban az utolso sorral fogunk eliminalni. A kénnyebb
szamolas miatt elGszor egyszertsitsiink a 3. sorban!

Lépéssorozat:

(a) lépés: A 3. sorban osztunk (—28)-cal.

(b) lépés: A 3. sor (—T)-szeresét hozzaadjuk a 2. sorhoz.

()

(d) lépeés: A 2. sor 2-szeresét hozzdadjuk az 1. sorhoz. Kész a 2. oszlop
is.

lépés: A 3. sor 3-szorosét hozzaadjuk az 1. sorhoz. Kész a 3. oszlop.

1 -2 -3 6 1 =2 0| O 1 0 0 2
0 1 7113 | ~1 0 10 11 —=1010 1
0 O 1| -2 0 0 1|-=-2 0 0 1|-2

Kialakult az egységmatrix az egyenletrendszer matrixdnak helyén, te-
hat készen vagyunk az eliminalassal. Le kell még olvasni a megoldaso-
kat:

Ir = 2 Tro = 1 xr3 = —2

A kapott értékeket visszahelyettesitve az eredeti egyenletrendszerbe,
szamolasunkat ellendrizhetjiik.

. Feladat:
xr1T — To + 223 = -1
2r1 4+  x9 — xr3 = 9
—r1 + 2x9 + r3 = 0

Megoldas: Irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat!

1 -1 2| -1
B = 2 1 -1 9
-1 2 0

Gauss moédszert alkalmazva:
Alakitsuk ki a fels6haromszog méatrixot.
1 -1 2]|-1

1 1
2 1 -1y 9| —=(0 3 =511 | =120 1 3
-1 2 11 0 0 0
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1 -1 2| -1 1 -1 2|-1

0 1 3|-1 ]—=10 1 3[-1|—
0 0 —-14]| 14 0 0 1|-1
Kész a fels6haromszog matrix.
Irjuk fel az egyenletrendszer 1j alakjat!
T1—x2+2x3 = —1
ro+3x3 = —1
r3 = -1

Mivel 3 = —1, a méasodik egyenletbe helyettesitve:
To =2

Az els6 egyenletbe helyettesitve a kapott értékeket:
r1 =3

Tehat:
T = 3 Tro = 2 xr3 = -1
Gauss- Jordan médszerrel:

Nullazzuk ki a f64tl6 feletti elemeket!

1 -1 2|1 1 -1 0 1 1 0 0] 3
o 13(-1]—=10 10 2]—=(01°0 2
0 0 1|-1 0 0 1|-1 0 0 1]|-1

Az eliminalast elvégeztiik, leolvashaté a megoldas:
T = 3 Tro = 2 xr3 = —1

Az eredeti egyenletrendszerbe behelyettesitve kapjuk, hogy jol szamol-
tunk.

. Feladat:
2$1 — Tro — r3 = 4
3r1 + 4xo — 2x3 = 11
3r1 — 2x9 4+ 4dz3 = 11

Megoldas: A bgvitett matrix:

2 -1 —-1] 4
B=|3 4 -2|11
3 =2 4|11

Gauss- Jordan médszerrel megoldva:

Alakitsuk ki a fels6haromszog méatrixot!
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A konnyebb szamolds miatt a 2. sor (—1) -szeresét adjuk hozza az 1.

sorhoz, majd eliminaljunk az els6 oszlopban.

2 -1 —-1| 4
3 4 =2|11
3 =2 4|11

Vegyiik észre, hogy a szdmolas egyszertibb, ha az elimindlast a 3. osz-
lopban folytatjuk, azaz a 2. sor (—7)-szeresét hozzdadva a 3. sorhoz és

—

-1
3
3

utana cseréljiik fel a 2. és 3. sort.

-1 -5 1
0 —-11 1
0 60 0

-7

—10

60

—

-9
4
—2

Eliminéljunk a masodik oszlopban:

-1 0 1
010
0 01

A megoldas:

. Feladat:

-2
0
1

—

xrT —

Megoldas: A bévitett matrix:

B =

Gauss modszerrel megoldva:

Fels6 haromszogmatrix kialakitésa:

Mivel a 3. sor a 2. sor kétszerese, ezért az utolsé eliminalasnal a 3. sor

csupa 0 lett.

1
0
0

2
2
1

-1
2
-2

-2
6
3

1
—4
3

3
—10
-3

3
4
1

1

1

1
-2
4

-7

11 —
11

-1
0
0

-1 -5 1| -7
0 —-11 1|-10 | —
0 10 1
-1 0 0|—-3 10
010 1 1] —=101
0 01 1 00
Tro = 1 r3 = 1
To + T3 = 3
2%2 — 41’3 = 4
2$2 + 3$3 =1
2 -1 113
2 2 —414
1 -2 3|1
1 -2 31
-1 2 2 —4/4 |-
2 -1 113
1 -2 311
-1 0 6 -10(2 | —
0 O 010
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1
0
0

-5 1
—-11 1
17 7

== W

)
1
—11

-7

—-10
—10

—_ o
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Irjuk fel az 0j egyenletrendszert:

1 —2x9+3x3 = 1
6332 — 101’3 =

Harom ismeretleniink van, de csak két egyenletiink maradt az eliminé-
las utan, az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.

Fejezziik ki az egyik ismeretlent, példaul xo-t x3- mal:

_2+10x3_ 1+ 5z3

T T T3

Helyettesitsiik be a kifejezést az els6 egyenletbe és rendezziik az egyen-

letet zq-re!
1+ 5.%'3 5 1
— 302 = — + =
) T3 3 + 3353

1‘1:1+2(

Az egyenletrendszer végtelen sok megoldésa:

- 9+ x3
b 3
és x3€R
1+5.%'3
€T =
2 3

Gauss- Jordan moédszerrel megoldva:

Felssharomszog matrix kialakitasa:

2 -1 113 1 -2 31
2 2 4|4 )1 =12 2 —4|4 | =
1 -2 31 2 -1 113
1 -2 31 1 -2 311
0 6 =102 | — 6 1012 | =
0 3 =5|1 0 0 010

Mivel a csupa null4tol kiilénb6z6 sorok szama az egyenletrendszer mat-
rixdban és a bévitett matrixban is kett§ és ez kisebb, mint az ismeret-
lenek szama, végtelen sok megoldas van. Az egyik ismeretlen szabadon
véalaszthato. Legyen x3 = t.

1 -2 3|1 1 -2 0[1-3t

0 3 —5/1 =0 30145t |~

0 0 t|1 0 0 1| ¢t

1 -2 0] 1-3t 100%
1+ 5t 1L 5¢

0 1 0f—— 010+3
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A megoldas:

Mivel a csupa null4tél kiilénb6z6 sorok szama az egyenletrendszer mat-
rixdban és a bdévitett matrixban is harom, de ez kisebb, mint az isme-
retlenek szama, végtelen sok megoldas van. A 3. sor szerint z4 = 0.
Igy a szabadon vélaszthato ismeretlenek: 1, xo vagy 3 lehet. Legyen
most x3 a szabadon vilaszthat6 ismeretlen, azaz xs = t. Cseréljiik fel

az utolso két sort.

A fgatloban 16v6 bz = 0 helyére irjunk be 1-t és a bévité oszlop 3.

o O =

0

O ==

0

-1
-1
0
0

o+t 145t
5E1 = — l’2 =
3 3
Egy megoldés a végtelen sok koziil, ha:
t=1 xTrl = 2 To =
. Feladat:
T + x> — x3 +
209 — 1z 4+ x3 —
—3x1 — 230 + 23 —
—2x1 — x> + x3
A bévitett matrix:
1 1 -1
2 -1 1
B = -3 =2 2
-2 -1 1
1 1 -1 8 1
0 -3 3 —6|—18 N 0
0 1 -1 6 0
0 1 -1 6 0
11 -1 2
01 -1 4
0 0 0 6
0 0 0 0

r3=1t és t€eR
2 x3=1

2.%4 8
2374 = —2
21’4 = —18

= —10

2 8

-2 -2

-2 | —18

0| -10

1 -1 2 8
1 -1 4 6
-3 3 —6|-18
1 -1 4 6
8

6

0

0

S =N

6

S O

0

eleme helyére pedig t-t és folytassuk az eliminalést!

o O O
S O ==

-1
-1

1
0

2

4
0
6

8

S &+ O
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1 0 0 0] -2
01 0 0|6+t
001 0| ¢
0001 O

A megoldas:
= —2 To=6+1 3 =1 x4 =0 és teR

A végtelen sok megoldas koziil adjuk meg azt a megoldést, ha t = 3:

331:—2 .’E2:9 1‘3:3 134:0
. Feladat:
2r1 4+ 3x9 — r3 + 2x4 = 3
3r1 + 229 4+ 2x3 + x4 = 4
dry + x9 + bxg = 5
r1 + 4dx9s — 4dxs + 3zy = 2
Megoldas: A bévitett matrix:
2 3 -1 2|3
3 2 2 1|4
B = 4 1 5 015
1 4 —4 3|2
Fels6 haromszog kialakitasa:
2 3 -1 2|3 1 4 —4 3|2
2 2 1|4 . 3 2 2 14 .
4 1 5 0|5 4 1 5 0|5
1 4 —4 3|2 2 3 -1 2|3
1 4 —4 3 1 4 -4 3 2
- 0 —-10 14 -8|-2 o 0 -5 7T —4] -1 .
0 —-15 21 —-12|-3 0 —-15 21 3|-3
0 -5 7T —4|-1 0 —10 14 -—-8|-2

Vegyiik észre, hogy a 2. sor tébbszordsei a 3. és 4. sor! Folytatva az
eliminalast két csupa 0 sor alakul ki.

1 4 -4 3| 2
0 -5 7 —4|-1
0 0 0 0] O
0o 0 0 o0 O

Most két ismeretlent fogunk szabadon valasztani. Legyen x3 = t; és
Ty = tg.

%

1 4 -4 3| 2 1 4 —4 0] 2-—3ts
N 0 -5 7 —4|-1 . 0 -5 7 0] —-1+4t

0 0 1 0] & 0 0 10 t1

0 0 0 1] t 0 0 01 to
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1 4 0 0] 2—3ty+4t 100 0| @4+t—t)/5
L0 500 trd-Th 0 1 0 0(=1+4ty—T7t1)/(=5)
0 010 t 0010 t
0 00 1 to 000 1 t

Olvassuk le a megoldast:

144ty —t 1—4t Tt
xlz% $2:% r3=11 4=ty és 11,12 €R
. Feladat:
rT + T2 + r3 + zy = 0
r1 + 2x9 + 3x3 + zy = 0
r1 + 3x92 + 6z3 + 10x4 = O
r1 + 4x9 + 10z3 + 2024 = O
Megoldas: A bgvitett matrix:
1 1 1 110
1 2 3 1]0
B= 1 3 6 10|0
1 4 10 2010
Fels6 haromszog kialakitasa:
1 1 1 10 1 1 1 110 1 1 1 1]0
1 2 3 110 N 01 2 010 N 01 2 010 -
1 3 6 10]0 025 9]0 001 9|0
1 4 10 2010 0 3 9 190 0 0 3 1610
1 1 1 110
01 2 0]0
0 0 1 910
0 0 0 —=1110

Kész a felssharomszog alak, leolvashatd, hogy x4 = 0. A harmadik
egyenletbdl adodik, hogy x3 = 0. Folytatva a behelyettesitéseket kap-
juk, hogy 1 = x2 = z3 = 24 = 0, tehat csak a trividlis megoldas
létezik.

Ugyanerre a kovetkeztetésre jutunk, ha kiszdmoljuk az egyenletrend-
szer matrixanak determinansat.

11 1 1] |t 11 1] |1t 11 1
12 3 1/ (012 0| (012 of
13 6 10| [025 9/ (001 9|
1 410 20| [0 3 9 19| [0 0 3 16
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=11

111
01 2
10 01
0 00

Mivel det (A) = 11 # 0, tehat az egyenletrendszernek csak a trivialis
megoldasa létezik.

_ o O =

—1

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ugyanazokkal a miiveletekkel szdmol-
tunk mindkét esetben.

. Feladat:
2r1 — To + 3xr3 + zy = 0
rT — o — 2.%3 + 3(134 =0
Ty + X2 4+ 2x3 — 2x4 = 0
1 + 2x9 — T3 — 214 0
Megoldas: A bévitett matrix:
2 -1 3 110
1 -1 =2 310
B = 1 1 2 =210
1 2 -1 =210
Felssharomszog kialakitasa:
2 —1 3 110 1 -1 =2 310
1 -1 -2 310 1.432. 2 -1 3 110 (—2)-1.42.
1 1 2 =210 1 1 2 =210 (=1)-1.43.
1 2 -1 —-210 1 2 -1 =210
1 -1 =2 310 1 -1 -2 310
0 1 7 =510 (—=1)-1.+4 0 1 7 =510 (—=2)-1.43.
0 2 4 =510 0 2 4 —-510 (—3)-2.44.
1 2 -1 —-210 0 3 1 =510
1 -1 =2 310 1 -1 =2 310
0 1 7 =510 (—2)-3.44. 0 1 7 =510 _
0 0 —10 510 0 0 -10 510
0 0 —20 10|0 0 O 0 010

Fels6haromszog kialakult, a csupa nullatél kiilonbozs sorok szama ki-
sebb, mint az ismeretlenek szdma, végtelen sok megoldas van. Az egyik
ismeretlent szabadon valaszthatjuk. Legyen most x4 = t és folytassuk
az elimindalast.

1 -1 -2 3|0 1 -1 -2 3|0

0 1 7 =510 . 0 1 7T =510 (—1)4.43.
0 0 —-10 5|0 0o 0 -2 110 5-4.42.
0 0 0 1|t 0 0 0 1|t
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coo~ o
o O =

|

V)

o

O O ==

ot (-

o O O

3)-4.41.

(=7)-3.42.
L

2-3.+1.

o = O
O = O O
o O O

1
0
0

1
0
0
0
(O

| S O ==

O O ==

—t/2
3t/2
t/2

t

Innen az egyenletrendszer megoldasa leolvashato:

3t
372:5

1)‘3:5

l’4=t

-2 0] -3t
7 0] ot 3./(=2)
2 0 —t
0 1 t
0 0| =2t
0 0|3t/2 | 241
1 0] t/2 5
01 t
és te R

A megoldasban a torteket elkeriilhettiik volna, ha tigyesebben valasz-
tunk szabadon valaszthatd ismeretlent. Legyen z3 = .

1 -1 -2 3]0
0 1 7 =510 N
0 0 —-20 100
0 0 0 0/0
1 -1 0 3| 2
0 1 0 =5|-T7l
o 00 1] 2
0 01 O l
1 -1 0 3|4
0 1 0 0] 3 .
0 010 l
0 0 0 1| 2
Tehat a megoldas:
ZL’1:—Z .7}2:3l .1‘3:l

-2 3

1 -1

0 1

0 0

0 O

1 -1 0

0 1 0

0 01

0 00
1 00
010
0 01
0 0O
Ty = 21

7T =5

—~ O O O

31 2
=5 | =Tl
0 l
11 2]

0| -
0] 3l
0| !
11 21

és leR

9. Feladat: Vizsgaljuk meg, hogy b és ¢ milyen értékei mellett van az
alabbi egyenletrendszernek végtelen sok megoldéasa vagy egyértelmi
megoldasa, illetve milyen b és c esetén nincs megoldas?

2:L‘1
I

z1

+ €T
- 31’2

21’2
+ 4z

— 51’3

— 71‘3
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CT4

= 8
9
= -5
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Megoldas: A bévitett matrix:

2 1 =5 1| 8

1 -3 0 - 9

B= 0o 2 -1 2|-5

1 4 -7 b

Fels6 haromszog kialakitasa:

2 1 -5 1| 8 1 -3 0 —-6| 9
1 -3 0 -6 9 . 2 1 -5 1| 8
0 2 -1 2|5 0 2 -1 2|5
1 4 =7 ¢| b 1 4 =7 ¢| b

Eliminéljuk az els6 oszlopot.

1 -3 0 —6 9
0 7 -5 13| —10
0o 2 -1 2 -5
0 7 7 c¢c+6|b—-9

%

Az els6 oszlop kész, de a 2. oszlopban nincs 1 vagy —1. A szamolast
tortekkel folytatodna. Ahhoz, hogy ezt elkeriiljiik, 3. sor (—3)- szorosét
adjuk hozz4 a 2. sorhoz.

1 -3 0 -6 9 1 0 -3 -6 9
_ 0o 1 -2 7 ) . 01 -2 7 )
0 2 -1 2 -5 00 3 —12 —15
0 7 7 ¢c+6[b-9 00 7 c—43|b—-44
1 0 -3 —6 9 1 0 -3 —6 9
. 01 -2 7 5 . 01 2- 7 !
00 1 —4 ) 00 1 —4 -3
0 0 7 c—43|b—-44 00 0 c—-15|b-9

A tablazatbol leolvashato, ha ¢ = 15 és b # 9, akkor nincs megoldasa
az egyenletrendszernek.

Ha ¢ =15 és b =9, akkor végtelen sok megoldas van.

Ha ¢ # 15 és b tetsz6leges valos szam, akkor pontosan egy megoldés

van.
12
10. Feladat: Irjuk felab = [ —4 | vektort az
0
1 3 -1
a; = 0 ag = 3 ag = 1
6 2
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linearisan fiiggetlen vektorok linearis kombinaciojaként!

Megoldas: Azt szeretnénk megtudni, hogy milyen x1, xo és x3 isme-
retlenek esetén teljesiil az x1a1 + xoaz + zsaz = b vektoregyenlet.

A vektoregyenlet a kovetkez$ inhomogén linearis egyenletrendszernek
felel meg:

1 + 3rg — x3 = 12
3xo + x3 = —4
6r1 + 2x9 + 223 = 0

Oldjuk meg Gauss-Jordan eliminaciéval az egyenletrendszert!

A bévitett matrix:

13 —1| 12
B=|o0 3 4
6 2 2| 0
13 —1] 12 13 -1 12
0 3 114 | =10 3 1| -4 | —
62 2| 0 0 —16 8| —72
1 3 1| 12 13 —1| 12
0 3 1| -4 | =03 1]/-4]>
0 —40 0] —40 01 1
10 —-1] 9 10 0] 2
00 1/-7|=o00 1]|=7
01 0 1 01 0| 1
13 —1] 12 13 1] 12 o
03 1]|-4 |59 g 3 ] 4 | B2
6 2 0 0 —16 _72
13 1 a2 (13 —1] 12 s
0 3 1| —4 |29 (¢ 3 74%
0 —40 0] —40 0 1 1
10 -1 100
00 1 00 1
01 0 01 0

Olvassuk le az egyenletrendszer megoldasat!
xIr = 2 Tro = 1 xr3 = -7

Tehét a b = 2a; + ag — 7ag
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11. Feladat: Irjuk felab = | 1 | vektort az

2 -1 7
ay] = 1 ag = 3 ag = =7
1

—_
|
—_

vektorok linearis kombinaciojaként!

Megoldas: Nézziik meg, hogy milyen x1, z2 és x3 ismeretlenek esetén
teljesiil az x1a1 + x0a2 + x3ag = b vektoregyenlet.

A vektoregyenlet a kdvetkez§ inhomogén lineéaris egyenletrendszerrel
irhato fel:

2.1 — x9 + Txz = 3
r1 4+ 3x9 — Txz = 1
r1 + T2 — T3 = 1

Oldjuk meg Gauss-Jordan eliminécioval az egyenletrendszert!

A bévitett matrix:

2 -1 713
B = 1 3 =71
1 1 —-111
2 -1 713 1 3 =-7|1 1 3 =711
1 3 =711 — 2 -1 713 — 0 -7 2111 —
1 1 —-111 1 1 —-111 0 -2 0
1 3 7|1 1 3 =71
— 0 -7 211 — 0 0 01
0 -1 310 0 -1 310

A kozépsd sor szerint:
0'$1+0'$2+0'x3:1

ami nyilvinvalé ellentmondas, tehat b vektor nem allithato elé a meg-
adott harom vektorral.

2 -1 7 1 3 -7|1 3
103 7|1 | X% 2 1 7|3 | 2
1 1 -1]1 1 1 —1]1 ) GO g 2
13 T[N Lo, (13 7))
Slo -7 211 | =22 10 0 o1
0 -1 3]0 0 -1 3]0
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2.5. Inverzmatrix
2.5.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkezd méatrix inverzét.

)

Megoldas: Tudjuk, hogy ha A = < i 2

AT = detl(A) ' < —i _2 )

Most det (A) = 13.

) , akkor

Tehat
1 4
A1:1-< 14)2 13 13
13 -2 5 9 5
13 13

2. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy A = < Z; g > méatrixaB = < _i _Z )

matrix inverze.

Megoldas: Az allitas igaz, mivel AB = BA =1 teljesiil, ahol T egy-
ségmatrix.

3. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkezé matrix inverzét.

5 0
A=1|10 -1
0 0

~N O O

Megoldas: Mivel det (A) = —35 # 0 van inverz.

Készitsiik el a tablazatot. Az A méatrix mellé irjunk egy vele azonos
tipusi egységmaétrixot:

0 0 7(0 0 1

A Gauss eliminacié sormiiveleteivel érjiik el, hogy a tablazat baloldalan
jelenjen meg az egységmatrix. Ha jol szadmoltunk, akkor a téblazat
jobboldalan megkapjuk az inverz méatrixot.
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1
1 00 R 0 0
01 0/]0 -1 O
1
00 1]0 0 =
7
Tehét a matrix inverze:
1
5 0 0
A= 0 -1 0
0 0 1
7

4. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkez& matrix inverzét.

N O N

0 0
A= 2 0
0 -5

Megoldas: Mivel det (A) = —20 # 0 van inverz.
Keészitsiik el a tablazatot.

A sorok rendezésével a {6atlo alatt csak nullak vannak.

0 0 21 0O 2 0 0(0
2 0001 O0]]—=10 -5 2
0 =5 2|0 0 1 0 0 2

F6atlo felett is csak nullak legyenek:

1000
2 00| 01 0 ,
Slo =5 0l-1 010102
0 02 100 Z
1
00 1=
2
1
0=~ 0
2
1 1
Al=1] 2 o =
5 5
Lo o
2
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5. Feladat: Hatarozzuk meg X\ értékét ugy, hogy kovetkezd métrixnak
legyen inverze.

31 A
2 0 0
7 4 20

Megoldas: A matrixnak van inverze, ha determinansa nem nulla, azaz
A
0

3
det | 2 #0
7

=~ O =

2

@)

A determinanst masodik sora szerint kifejtve:
A
0

det = 2(20 — 4\) # 0

N N W

1
0
4 2

(e}

Tehat ha A # 5 a métrixnak van inverze.

6. Feladat: Hatarozzuk meg z értékét ugy, hogy kovetkezs matrixnak ne
legyen inverze!

1
x
6

8 ~ O

1
z
0
1

Megoldas: Az osztas miatt a megoldast az z # 0 valdés szamok hal-
mazan keressiik. A matrixnak nincs inverze, ha determinansa nulla. Az
els6 sor szerinti kifejtéssel:

:£(6—:1:2)—0+1(—1):0

1
det [ 4
60 -

1

8 — O
SR

Rendezziik a kapott egyenletet!
—2?—2+6=0
Gyokkeéplettel megoldva:

1£yI+24 145

12 =
' -2 -2
Tr = -3 és Tro = 2
Tehat a méatrixnak nincs inverze, ha x1 = —3 vagy 9= 2.
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7. Feladat: Milyen p paraméter esetén van inverze a kovetkez§ métrix-

nak?
1 2 4 p
6 p 3 0
4 4 3 0
0 0 4 p

Megoldas: Ha a méatrix determindnsa nem nulla, akkor van inverz.
Az utolso sort vonjuk ki az elsé sorbol, majd hasznéljunk utolsd oszlop
szerinti kifejtést.

12 4 p 120 0
6 p 30| 6 p 30|
det |y 4y 3 0|9 4y 4307
00 4 p 00 4 p
120
=(-D*.p.det| 6 p 3 | =
44 3
1 0 o0
—pedet| 6 p—12 3 | =pBp—-12)+12) =0
4 -4 3

Rendezve az egyenletet:
p(Bp—24)=0 ha p1=0 vagy p2=38

Tehat a matrixnak van inverze, ha p # 0 vagy p # 8.

2.5.2. Osszetett feladatok

1. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkezd matrix inverzét.

-2 3 1
A=| -1 1 1
2 -2 -1

Megoldas: El6szor nézziik meg, hogy van-e inverze a matrixnak. Ha-
tarozzuk meg det (A) értékeét.

Az utolsé sort hozzdadva az 1. sorhoz, majd 1. sor szerint kifejtve:

—2 3 1 0 1 0
detA)=l-1 1 1|=|-1 1 1|=-11-2)=1
2 -2 -1 2 —2 -1

Tehat det (A) = 1 # 0, van inverze a matrixnak.
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Az inverzet Gauss eliminéciéval fogjuk megoldani. Készitsiik el a kiin-
dulési tablazatot.

-2 3 111 0 O
-1 1 110 1 0 | —
2 -2 —-1|0 0 1

Els6 1épéshben cseréljiik fel az 1. és 2.-t.Majd végezziik el az els§ oszlop
eliminalasat. Az 1. sor (—2)-szeresét adjuk hozza a 2. sorhoz, majd az
1. sor 2-szeresét adjuk hozza a 3. sorhoz.

-1 1 110 1 0 -1 1 110 10
-2 3 111 0 0 | — 01 -1j1 -2 0 | =
2 -2 -1|10 0 1 0 0 110 2 1

Kialakult a fels§ haromszégmaéatrix. A baloldali matrix f6atloja felett
folytassuk az eliminalast.

-1 1 0|0 -1 -1 -1 0 0|]-1 -1 =2
01 0]1 0 1 |- 010 1 0 1 |-
00 1|0 2 1 0 01 2 1

Szorozzuk meg (—1)-gyel az 1. sort.

1 0 0|1 1 2
01 0{1 01
0 0 1]0 2 1

A baloldali matrix helyén kialakult az egységmatrix, akkor a jobboldali
matrix lesz a keresett inverz métrix,

Tehat

1
A= 1
0

N O =

2
1
1
. Feladat: Hatarozzuk meg az a kovetkez§ méatrix inverzét.
1 4 1
A= 1 5 2
1 6 2

Megoldas: El6szor nézziik meg, hogy van-e inverze a matrixnak. Ha-
tarozzuk meg a determinansat. Vegyiik észre, hogyha az 1. oszlop (—2)-
szeresét hozzdadjuk a 3. oszlophoz, akkor 3. oszlop szerint kifejtve a
determinénst:

141 14 -1
det [ 1 5 2 |=det| 1 5 0 ]|=(-1)6-5=-1
1 6 2 16 0



tehat a determindns nem nulla, van inverze az A matrixnak.

Irjuk fel a Gauss eliminaciohoz tartozoé tablazatot.

14 111 0 0
152010 |—=
1 6 2(0 01

Az 1. sor (—1)-szeresét adjuk hozza a 2. és 3. sorhoz.

1 41 1 00
011{-1 10 |—
0 2 1|-1 01

A 2. sor (—2)-szeresét adjuk hozza a 3. sorhoz.

1 4 1 1 0 0
0 1 1]-1 1 0| —
0 0 -1 1 -2 1

Kész a fels§ haromszdgmatrix a baloldali méatrixnal, elimindljunk a
f6atlo felett. A 3. sort adjuk hozza az 1, és 2. sorhoz.

14 02 =21
01 0jo0 -1 1 | —
00 -1|1 -2 1

A 2. sor 4- szeresét adjuk hozza az 1. sorhoz.

10 0|2 2 -3
01 0j]0 -1 1] =
0 0 -1|1 -2 1

Szorozzuk meg az utols6 sort (—1)-gyel
1 0 0 2 2 -3
01 0] 0 -1 1
0 0 1|-1 2 -1
Tehat
2 2 -3
0 -1 1
-1 2 -1
Szémolasunkat ellenérizzik le:

[
O~ O
= o O

2 1 4
0 1 5
-1 6

Tehét jol szamoltunk.
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3. Feladat: Hatarozzuk meg az a kovetkez§ métrix inverzét.

1 11 1

1 -1 1 -1

A= -1 -1 1 1
-1 1 1 -1

Megoldas: El6szor nézziikk meg, hogy van-e inverze a matrixnak. Ha-
tarozzuk meg a determinénsat. A 2. sort adjuk hozza a 1. sorhoz.

1 11 1 2 02 0
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
det f ;0 g | Fdetf o | =
111 -1 1 11 -1

Az 1. oszlop (—1)-szeresét adjuk hozza a 3. oszlophoz. Az els§ sor
szerinti kifejtés helyett célszertd lenne a f64tlo felett kieliminalni. A 2.
oszlop (—1)-szeresét adjuk hozzé a 4. oszlophoz.

2 00 0 2 00 0

1 -1 0 -1 1 =10 0
det {0 g o q | Tdetf g 5 o | =

1 1 2 -1 1 1 2 -2

A utolsé sort adjuk hozza a 3. sorhoz.

0 0
1 -10 0

det | L o | =1#0
-1 12 -2

Tehat van inverz. Gauss eliminaciéval megoldva: Eliminaljunk a f64t16
alatt:

1 11 1]/1 00 0

1 =11 —-1/0 10 0
1 11 1lo0010]|"
1 11 -1l0 00 1
1 11 1] 1000
020 -2/-1100 |
0 02 2/ 1010
0 22 0/ 1001
1 11 1] 1000
0 -2 0 =2/-1100]|_
0 02 2/ 1010
0 0 2 -2 10 1




1 1 1 1 10 0 0
0O -2 0 —-2|-11 0 0 N
0 0 2 2 1 0 1 0
0 00 —4|/-11 -1 1
Eliminaljunk a f6atlo felett, kezdjiik a 4. oszloppal :
1 1 1 1 1 0 0 0
0O -2 0 —-2| -1 1 0 0 .
0 0 2 2 1 0 1 0
0 00 111/4 —-1/4 1/4 -1/4
1 1 1 0 3/4 1/4 —-1/4 1/4
0 -2 0 0|—-1/2 1/2 1/2 —1/2 N
0 0 2 0 1/2 1/2 1/2 1/2
0 0 01 1/4 —1/4 1/4 —1/4
1 11 0(3/4 1/4 —1/4 1/4
01 0 0[1/4 —-1/4 —-1/4 1/4 o
001 0[1/4 1/4 1/4 1/4
0 00 1|1/4 —-1/4 1/4 —1/4
110 0(1/2 0 —1/2 0
01 0 0[1/4 —-1/4 —-1/4 1/4 .
0 01 0[1/4 1/4 1/4 1/4
000 1|1/4 —-1/4 1/4 —1/4
1 00 0[1/4 1/4 —1/4 —-1/4
01 0 0[1/4 —-1/4 —-1/4 1/4 .
001 0[1/4 1/4 1/4 1/4
000 1|1/4 —1/4 1/4 —1/4
Tehéat
1/4 1/4 —-1/4 -1/4 1 1 -1
Al 1/4 —1/4 —-1/4 1/4 :1 1 -1 -1
1/4 1/4 1/4 1/4 4 1 1 1
1/4 —1/4 1/4 —1/4 1 -1 1

4. Feladat: Hatarozzuk meg (A?)~! matrixot, ha

010
A= 1 3 1
1 1 2
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Megoldas:

— 0 10

™ — O
—

Inverz meghatarozéasa:

)ﬁ

3 1{1 0 O
4 11 5/0 1 O
6 5/0 01

1
3

(

-~
7~
oS o — <t — - <+
Oloﬂ MmN Mm O™
o — o [ [ o & o
— <t A FD oo 9> !
[ | — ]
PO
~HN S e m 920 o oo I
f
™M~ ™M O O
[ — n—Ho o —HOo
=)
N S Moo Moo Hoo Tee

(A=1)2. Most hatarozzuk meg el8szor

4
-1
-1

-9
2
3

25
-5
-9

(A2)71 — (

Oldjuk meg a feladatot masképp is.

Vegyiik észre, hogy (A2)~1
az A maétrix inverzét.

%

4)

01 0|1 0O

1 3 10 1 0
11 2|0 01

1 3 11010
01 0|1 0O
11 2|0 0 1
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1 3 1l0 10
0 1 0/1 00—
0 -2 1|0 -1 1
1 3 1/0 10
010/1 00—
00 1/2 —1 1
1 3 0]-2 2 -1
010/ 1 0 0]|=—
00 1| 2 -1 1
1 0 0]-5 2 —1
010/ 1 0 0]|=—
00 1| 2 -1 1
Az inverz:
-5 2 -1
Al = 1 0
2 -1 1
25 -9 4
(A= -5 2 -1
-9 3 -1

5. Feladat: Igazoljuk, hogy ha A, B € M, «, felcserélhetd regularis mét-
rixok, akkor
e A7l &5 B is felcserélhetsek, azaz A~1B = BA~ 1.
e B! és A is felcserélhetsek, azaz B~™'A = AB~1.
o A1 &5 B! is felcserélhetSek, azaz A~'B~! = B 1AL

Megoldas:
e Legyen C = A7'B, akkor CA = A"1BA = A~'AB = B, innen
C=BA!
o Legyen C = B7'A, akkor CB =B 'AB =B 'BA = A, innen
C=AB!

e A'IB"1=(BA)'1=(AB) 1 =B 1Al
6. Feladat: Bizonyitsuk, be hogy ha A € My« regularis matrix szim-
metrikus, akkor az A matrix inverze is szimmetrikus.

Megoldas: Tudjuk, hogy A méatrix szimmetrikus, azaz AT = A és lé-

tezik inverze, azaz van olyan A~ l-gyel jelslt matrix, amelyre A"t A =
AAT1 =1

Ekkor
I=1"=(A"A)T=ATA HT=AA™T
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Igy
(Afl)T — Afl

Vagyis A~1 inverzmatrix is szimmetrikus.

2.6. Sajatérték és sajatvektor

2.6.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Irja fel az A = matrix karakterisztikus poli-

N W O
O =~ =
ot O =

nomjéat.

Megoldas: Egy A matrix karakterisztikus polinomja det (A — AI),
ami ebben az esetben egy harmadfoku polinom A-ra nézve.

011 1 00
A-X=13 40 ]|-X]1010|=
2 0 5 0 01

011 A 0O -A 1 1
=13 40 ||—-10XO0]= 3 4—-A 0
2 0 5 0 0 A 2 0 5—A
—-A 1 1
det (A — AI) = det 3 4-A 0 =
2 0 5—A
Harmadik oszlop szerinti kifejtéssel:
3 4-A -A 1
g o[T6=Y 3 4|7

—0-24—N+G-N(Ad-\)—-3) =

Rendezve:
=N +9)2 — 15\ — 23

Tehét A matrix karakterisztikus polinomja:
det (A — AXI) = =A% +9X% — 15\ — 23

2. Feladat: Hatarozzuk meg a kivetkezé matrix sajatértékeit.

=

Megoldas:
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1. megoldas Az A matrix sajatértekei a det (A — AI) karakterisztikus
polinom gydkei.

Ebben az esetben a karakterisztikus polinom A\ egy mésodfokd poli-
nomja lesz:

det(A—)\I):g_/\ -1

4 —2-)
=B-N(-2-N)+4=X-)1-2

Ennek keressiik meg a gyokeit:

M _X—2=0

A2 =
AL =2 Ao =—1
Tehét a matrixnak két sajatértéke van:
A =2 és Ay = —1

2. megoldas:

Ha A1 és Ay az A € May2 méatrix sajatértékei, akkor bebizonyithato,

hogy
A1+ A2 =sp(A) és A1z = det (A),

ahol spA jelenti A matrix f6atlojaban 1év6 elemeinek 6sszegét.

Ebben az esetben
sp(A)=3+(-2)=1 és det (A) = —2

Tehét
A+ =1 és Ay = —2

Fejezziik ki Ai-t Ao-vel az elsG egyenletbdl, majd helyettesitsiik be a
masik egyenletbe.
A=1-—X

(1 Ao)ho = —2

Rendezve az egyenletet:
0=M— )\ —2
A kapott egyenlet megoldva a sajatértékek:

)\1:2 és )\2:—1
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3. Feladat: Az alabbi vektorok kéziil valasszuk ki azokat, amelyek az A
matrix sajatvektorai, ha

w=(5 3)am (s om(5) e ()

Megoldas: Egy a vektor akkor sajatvektora az A matrixnak, ha A €
R és Aa = )a egyenldség teljesiil, azaz az A matrix az a vektort
onmaganak valahanyszorosaba viszi at.

Aa= 43 V3 _ (10V3 =10 v3
“\6 7 2v3 )\ 20v3 ) 2V/3
Tehat A matrix az a vektort onmaganak 10-szeresébe vitte at, ezért
sajatvektor és hozzatartozoé sajatérték éppen 10.

Vizsgéljuk meg b vektort:

o= 3)(2)-(2) (2

Tehét A maéatrix az b vektort énmagaba vitte at, ezért sajatvektor és
hozzatartozé sajatérték éppen 1.

Vizsgéaljuk meg a c vektort:
4 3 3 -9
a6 7)) =)

Ebben az esetben ) vektor nem irhato fel a ¢ vektor t0bbszo-

-31

roseként, tehat a ¢ vektor nem sajatvektor.
3 -1 0

4. Feladat: Keresse megaz A= 0 —2 0 | matrix \; = —2 sajat-
0 0 5

értékéhez tartozd sajatvektorat.
Megoldas: Egy sajatértékhez tartozé sajatvektor meghatarozésanak
elss 1épése, hogy felirjuk a det (A — AI)s = 0 homogén lineéris egyen-
letrendszert, amelynek megoldasaként kapjuk a keresett s sajatvektort.
Nagyon fontos, hogy egy homogén linearis egyenletrendszernek a trivi-
alistol eltérd megoldasait keressiik.

S1
Ebben az esetben keressiik a sajatvektort s = | so | alakban.

53

A homogén linearis egyenletrendszer matrixegyenlete :

det (A+2I)s=0
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5 -1 0 $1 0
0 00 s2 | =10
0 07 $3 0

Irjuk fel a homogén linearis egyenletrendszert.

581—32 =0
783 =0

A trividlistol eltérs megoldéasok:
s3=10 So = bsq sieER és t#0

Ha elvégezziik az s1 = t helyettesitést, a megoldas felirhaté a kovetkezd
alakban:

ST = t

s9 = bt teR és t#0

S§3 = 0
Végtelen sok megoldast kaptunk, tehat végtelen sok sajatvektor tar-
tozik A\; = —2 sajatértékhez. De ezek csak egy konstansban térnek el
egymastol.

A sajatvektor:

t 1
sxea= | 5t | =t| 5 t£0
0 0

2. Megoldas:
Oldjuk meg a feladatot Gauss-Jordan modszerrel is.

Ebben az esetben az egyenletrendszer bévitett matrixa:

5 =1 0|0
0 0010
0 0 70

A matrix fels6haromszog alaku, egy csupa nulla sorral. Ez azt jelenti,
hogy végtelen sok megoldas van. Az egyik ismeretlen szabadon valaszt-
haté, legyen s1 = t.

5 —1 010
1 0 0]t —
0 0 3]0
Gauss-Jordan eliminaléast alkalmazva:
0 —1 0| -5¢ 1 0 0| ¢
1 0 0 t — 0 1 015t —
0 0 3 0 0 0 1|0
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Az egyenletrendszer nem trivialis megoldésai:

ST = t
s9 = bt teR és t#0
S§3 = 0
A sajatvektor:
t 1
Sxe2=| 5t | =t]| 5 és t#£0
0 0

Szdmolasunkat ellendrizni tudjuk. Valasszunk ki egy vektort a végtelen
sokbol és ha teljesiil ra a As = —2s egyenlGség, akkor jol szamoltunk.

Legyen most t = 1, ekkor

3 -1 0 1 -2 1
0 -2 0 5 | =1 —-10 | =-2
0 0 5 0 0 0

tehat jol szamoltunk.

. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkezd métrix sajatértékeit és sajat-

vektorait.
0

0

2
0
0 -3

O = O

Megoldas A karakterisztikus egyenlet:

A
0 4-—
0

S > O

0
0=(2=NEd-A)(=3-X) =0
—3- )

A sajatértekek:
A =2 A =4 A3 = -3

A sajatvektor, ha A\ = 2:

00 O 51 0
02 O s2 | =10
0 0 =5 S3 0
Az egyenletrendszer:
282 =0
—583 = 0
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Az egyenletrendszer nem trivialis megoldésai:

s = 0 , ,
s = 0 és s1eER & s1#0

A sajatvektor, ha A\ = 2:

t 1
Sy—2 = 0 =t| O teR é t#0
0 0
Hasonl6éan levezetve:
0 0 0 0
S)y=4 = t =1 1 S\=—-3 = 0 =1 0 t7é0
0 0 t 1

2.6.2. Osszetett feladatok

1. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkez6 matrix sajatértékeit és sajat-

vektorait.
3 -1
4 =2

Megoldas Irjuk fel a matrix karakterisztikus polinomjat és keressiik

meg a gyokeit:

det(A-an =7 N T o
(B3=XN(-2-N+4=0
M —A-2=0
A1,2=1iém= 1:2tS

A =2 Ay =—1
Tehét a matrixnak két sajatértéke van:

)\1:2 és )\2:*1

Keressiik meg a sajatértékekhez tartozo s = < zl ) sajatvektorokat:
2

Ha A =2
A keresett sajatvektor a kdvetkez§ homogén linearis egyenletrendszer
megoldasaként adodik:

(A—ZI)s—<411 j)(i)‘(g)
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Az egyenletrendszer bévitett métrixa:
1 -1]0
4 —410
Gauss eliminaciot alkalmazva kapjuk:
1 -1]0
0 010

Kialakult a csupa nulla sor, végtelen sok megoldas van, legyen a sza-
badon valaszthaté ismeretlen sg = ¢

1—10_>10t
0 1]|¢ 0 11¢

Az egyenletrendszer nem trividlis megoldasai:

s1 =t és s9=t teR & t#0

(1) (1) o

Szamolasunkat ellendrizziik:

(32)()-(3)=2(1)

Sajatérték meghatarozasa, ha Ao = —1.

A sajatvektor:

A keresett sajatvektor most a kovetkezs egyenletrendszer megoldasa-
ként adodik:

<A+1~I>s=<it :i)(§;)=(3>

Az egyenletrendszer bévitett métrixa:

4 =110
4 -1|0

Gauss eliminaciot alkalmazva kapjuk:

4 —-1|0
0 0f0

A szabadon valaszthato ismeretlen legyen so = ¢:

4 1[0 (4 0ft) (10|t
0 1|t 0 1|¢ 0 1| ¢
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Az egyenletrendszer nem trivialis megoldésai:

1= teR és t+#0

~ | =

SS9 =

t 1
Sa—1=1| 4 |=t| 4 t#0
t 1
Szamolasunkat ellenérizziik, ha t = 4:
3 -1 1y ([ -1Y\ 1 1
4 -2 4 )\ -4 ) 4

. Feladat: Keressiik meg a kovetkez6 matrix sajatértékeit és sajatvek-
torait, ha

A sajatvektor:

-1 10
A= 1 -1 0
0 00

Megoldas: Kezdjiik a sajatérték meghatarozasaval, irjuk fel a karak-
terisztikus polinomot:

—1-\ 1 0
A- )= 1 —=1-X 0
0 0 —\
—1-) 1 0

det (A — AI) = 1 —1-X 0]=0
0 0 —\

A karakterisztikus polinom 3. sor szerinti kifejtéssel:
A=A =12 =1 = AN +20) = A2(A+2) =0

Ennek a harmadfokd polinomnak a gydkei: Ay = Ay = 0 és A3 = —2.
Tehét A matrix sajatértékei:

)\12)\220 és )\3:—2

A sajatértékeket ismerjiik, keressiik meg a hozzajuk tartozo sajatvek-
torokat:

Ha)\lz)\zzo
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A sajatvektor egy homogén linearis egyenletrendszer megoldasaként
adodik, amelynek egyiitthatométrixa:

-1 10
A-0-I= 1 -1 0
0 00

Lathato, hogy az egyenletrendszernek végtelen sok megoldéasa van. S6t,
ha az 1. sort hozzaadjuk a 2. sorhoz, akkor most nem csak egy, hanem
két csupa nulla sor van. Ebben az esetben két ismeretlen is szabadon
véalaszthato. Legyen sy = u és s3 = v.

-1 10 -1 10
1 -1 0 | —= 0 00 |—
0 00 0 00
-1 1 0 0 -1 0 0 —u
01 0 u|— 010 u|—
001 w 001 w
Az egyenletrendszer megoldésa:
ST = U
So = u u,v € R
S§3 = U
A A = Ay = 0 sajatértékhez tartozé sajatvektor:
u
S =0 — u
v
feltéve, hogy u és v egyszerre nem egyenls 0-val.
Szamolasunkat ellenérizziik le. Legyen u = 3 és v = —1, ekkor
3
s = 3
-1
-1 10 3 0 3
1 -1 0 3 1=10|=0- 3
0 00 -1 0 -1

Tehét jol szamoltunk.

Megjegyzés:Ebben az esetben megadhatd két linearisan fiiggetlen meg-
oldés is.
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Ha u = 0, akkor

0 0
s = 0 | =v| O
v 1
Ha v = 0, akkor
U 1
S = U =u| 1
0 0
Vegyiik észre, hogy
3 1 0
3 1=311]|+(-1)f o0
-1 0 1

Ha )\3 = -2

Irjuk fel a homogén linearis egyenletrendszer matrixat, amelynek meg-
oldasaként adodik a keresett sajatvektor.

A+2.-1I=

O ==

10
10
0 2
Ha az 1. sor (—1) -szeresét hozzdadjuk a 2. sorhoz, kialakult a csupa

nulla sor, végtelen sok megoldas van. Legyen so = t. Olvassuk le a
megoldasokat:

1 10 1 1 .0]0 1 0 0] —t
000 ])]—=0T1QO0|¢t|—=101TO0| ¢t
00 2 00 2|0 00 2] 0
A megoldas:
ST = —t
Sy = t teR
S§3 = 0
A sajatvektor:
—t —1
Sy—_9g = t =t 1 és t#£0
0
Szamolasunkat ellenérizziik:
-1 10 -1 2 -1
0O 00 0 0 0



3. Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi matrix sajatértékeit és sajatvek-
torait.

8

A= 2

0 3
21
0 3

\]

Megoldas:Irjuk fel a karakterisztikus polinomot és keressiik meg a
gyokeit:
8—A 0 3
A - )= 22— 1
-2 0 3—-2A

Fejtsiik ki a determindnst a masodik sora szerint.

8

.\
det (A — M) =| 2 2- = (2=N[B-N(B=N\)+6]=0
—2

o > O
> = W

3
Rendezziik a kapott egyenletet:
(2= A\ =11A+30) =0

Ha 2 — A =0, akkor A\ = 2.
Ha A2 — 11\ + 30 = 0, akkor

114121120  11+1
2 2

Ao 3 =

Tehét a méatrix sajatértékei: Ay =2, Ao =5 és A3 =6
Sajatértékek meghatarozasa:
Ha )\1 =2

A homogén linearis egyenletrendszer egyiitthatoméatrixa:

6 0 3
A-2.1= 2 01
-2 0 1
Bévitett matrix:
6 0 3]0
2 0 110
-2 0 110

El6szor cseréljiik fel az els6 és utolsé sort.
Majd adjuk a 1. sort 2. sorhoz.

Uténa az 1. sor 3-szeresét adjuk hozza a 3. sorhoz.
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-2

o O O

1/0 0 1|0
10 | — 00 20 ]—=
310 0 0 6|0

SN

Végill a 2. sor (—3)-szorosat adjuk a 3. sorhoz.

-2 0 1|0
0 2|0
0 00

o O

Az egyenletrendszer matrixa fels6haromszog alaku. Kialakult egy csupa
nulla sor, végtelen sok megoldas van.

Az eliminalést folytatva lathaté,hogy s; = s3 = 0, a szabadon valaszt-
hato ismeretlen most csak so lehet.

-2 0 0|0 1 0 00
0 00|0)]—=|0T1TO0]t¢t
0 0 2|0 00 1|0

Az egyenletrendszer megoldésa:

S1 = 0
So =1 teR
S§3 = 0
A sajatvektor:
0 0
sxez=| t | =t-| 1 t£0
0 0

Szamolasunkat ellendrizziik, legyen példaul ¢t = 1:

8 0 3 0 0 0
2 21 1 1=12 =211
-2 0 3 0 0 0

Ha =5

A megoldandé homogén linearis egyenletrendszer egyiitthatéméatrixa:

3 0 3
A-5-1= 2 -3 1
-2 0 -2
Bévitett matrix:
3 0 310
2 -3 110
-2 0 —210



Elgszor osszuk el az 1. sort harommal.

Majd az 1. sor (—2)-szeresét adjuk hozza a 3. sorhoz.
Majd az 1. sor 2- szeresét adjuk hozza a 2. sorhoz.
10 1|0 10 1|0
2 -3 10 ]—-(0 -3 —-1|0
-2 0 =210 0 0 010

Eliminalassal elértiik, hogy az egyenletrendszer métrixa fels6haromszog
alaki. Kialakult a csupa nulla sor, végtelen sok megoldas van. Egy
ismeretlen szabadon vélaszthato, legyen so = ¢.

1 0 1|0 10 1]0 1 0 0] 3t
0 -3 =1{0 | =00 —1{3t |)—| 0 0 1]-3t
0 1 o0}t 01 O0f ¢t 010 t
Az egyenletrendszer megoldésa:
S1 = 3t
So = t teR
S§3 = —3t
A sajatvektor:
3t 3
S\=5 = t =1- 1 t#£0
-3t -3
Szamolasunkat ellenérizzik:
8 0 3 3 15 3
2 21 1] = 5 | =5 1
-2 0 3 -3 —15 -3

Ha)\3:6

A homogén linearis egyenletrendszer egyiitthatématrixa:

2 0 3
A-6-1I= 2 —4 1
-2 0 -3
Bévitett matrix:
2 0 310
2 —4 110
-2 0 -3|0

El6szor az 1. sort vonjuk ki a 2. sorbél.
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Majd az 1. sort adjuk hozza a 3. sorhoz.
Majd a 2. sort osszuk el (—2) -vel.

2 0 310 2 0 3|0
0 4 2|0 =102 1|0 ]—
0 0 0]0 0 0 0|0

Kialakult fels6haromszog alak és egy csupa nulla sor, végtelen sok meg-
oldas van. Egy ismeretlen szabadon vélaszthato, most legyen so = ¢.

2 0 3|0 2 0 3 0 2 0 0] 6t
021/0]—={001|-2¢]—=100 1]|-2¢
01 0|¢ 010 13 010 13

Az egyenletrendszer megoldésa:

S1 = 3t
Sy = t teR
s3 = =2t
A sajatvektor:
3t 3
Sy_g = t =t 1 t+0
—2t —2

Szamolasunkat ellenérizziik, ha ¢t =1

8 0 3 3 18 3
2 21 1 | = 6 | =6 1
-2 0 3 -2 —12 -2

. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A € M,,«, nilpotens méatrix, azaz
létezik olyan N € N, amelyre AY = 0, akkor minden sajatértéke
sziikségképp 0.

Megoldas: Legyen N € N akkora, hogy AN = 0. Ha most \ sa-
jatértéke A-nak, a hozzatartozo sajatvektor pedig s, akkor As = As:
innen A%s = AMs = \2s, A3s = AA2%s = \3s, és igy tovabb, ANs =
MAN=1s = A\Ns. Mivel pedig AN = 0, azért AVs = 0, innen s # 0
miatt szlikségképp A = 0.

. Feladat: Egy négyzetes A métrixot antiszimmetrikusnak neveziink, ha
AT = — A Igazoljuk, hogy ha A reguléris és antiszimmetrikus, akkor
nem lehet valés sajatértéke.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy A egy valés sajatértéke A-nak. Legyen
As = s (s # 0). Szorozzuk meg az egyenl@ség mindkét oldalat skalari-
san s-sel: (As,s) = \|[s||>. Masrészt (As,s) = (s, ATs) = —(s, As) =
—l|s||?. Innen s # 0 miatt sziikségképp A = 0, azaz a matrix nem
lehet regularis.
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6. Feladat: Legyen A € M,,x,, olyan matrix, hogy minden sajatértékének
abszolut értéke 1-nél kisebb. Igazoljuk, hogy ekkor I — A regularis.

Megoldas: Ekkor ui. I — A sajatértékei 1 — A alakiak, ahol A sajatér-
téke A-nak (valoban, ha As = As, akkor (I— A)s =s—As = (1—\)s,
és megforditva, ha (I — A)s = (1 — \)s, akkor ebbsl As = As kovet-
kezik). Mivel pedig |A| < 1, azért 1 — XA # 0, tehat I — A valoban
regularis.

7. Feladat:Van-e olyan 3 x 3-as valés elem@ méatrix, melynek sajatértékei
az 4, 20 és a 3¢ imagindarius szamok?
Megoldas: Nincs. A karakterisztikus polinom ui. egy pontosan 3-foku
polinom, melynek hatarértéke a —oo-ben —oo, a +o0o-ben pedig +o0
(ha a harmadfoku tag elGjele pozitiv) ill. a —oo-ben +o0, a +oo-ben
pedig —oo (ha a harmadfoku tag el§jele negativ). Mindkét esetben
legaldbb egy valos gytke van (Bolzano tétele miatt), tehat nem lehet
mindharom sajatérték tiszta képzetes.

Megjeqyzés: Az eredmény onnan is adédik, hogy a karakterisztikus po-
linom walds egyiitthatds, igy ismeretes, hogy gyokei valosak vagy kon-
jugalt komplex gydkparokat alkotnak. A feladatban pedig nem ilyen
gyokok vannak adva.

8. Feladat: Mutassuk meg, hogy a vektoridlis szorzds matrixanak a 0
mindig sajatértéke. Mi a hozzatartozé sajatvektor?

Megoldas:Jelolje A € M3sy3 az x — x X a leképezés métrixat, akkor
Aa = a x a= 0 = 0a. Tehat 0 sajatérték, a hozzatartozo sajatvektor
pedig épp az a vektor.
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3. Vektorgeometria
3.1. Miiveletek 3 dimenziés vektorokkal
3.1.1.

Alapfeladatok

4 4
1. Feladat: Hatarozzuk meg 3a, —2b, gc és 3a— 2b + —c vektorokat, ha

a=(—1;3;4)
b= (1;0;7)
c=(—12;9;0).

Megoldas:
3a=3(—1;3;4) = (-3;9;12)

—2b = —2(1;0;7) = (—2;0; —14)
4 4

Ze=2(—12;9,0) = (~16;12;0
3C 3( R ) ( Y ’ )

4
3a—2b - jc=(-21;21;-2)

3
2. Feladat: Hatérozzuk meg || — 7a||, \|§(b —4c)||, (2a+ b,a — 2b) és
(—3a, 5b) kifejezések értékét, ha

a=(-1;3;4)
b = (1;0;7)
c=(—12;9;0).

Megoldas:
—7a=—-7(—1;3;4) = (7; —21; —28)

| = 7al] = V/(7)2 + (—21)2 4 (—28)2 = V1274 = 7V/26
A feladat masképp is megoldhaté. Hasznaljuk fel, hogy

[Aal[ = [Al-[lal[  ha  AeR

|| —7al| = 7||a]| = 7T/ (—1)2 + 32 + 42 = 7V/26
b —4c = (1;0;7) — (—48;36;0) = (49; —36;7)

3 3 147 21
5 (b —de) = £(49; ~36:7) (2, 5,2>

() v () -
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14
% = g\/3746

A szamolas kicsit egyszertibben is elvégezhetd:

ng —de)|| = gH(b—4c)\| =

g\/492 + (=362 + 72 = ;\/%
2a+b=(-1,6;15)
a—2b=(—3;3;-10)
(2a+b,a—2b) = (1) (=3)+6-3+15-(—10) = —129

Mivel
—3a=-3(-1;3;4) = (3; -9; —12)

5b = 5(1;0;7) = (5;0;35)
(—3a,5b) =3-5+(—9) -0+ (—12) - 35 = —405
Végezziik el masképp is a szamolést.
(—3a,5b) = —15(a,b) = —15[(—-1)-1+3-0+4-7] =
—15-27 = —405

. Feladat: Hatarozzuk meg axb ,bxa ,axa és||—b x 2a|| kifejezések
érteket, ha

a=(—1;3;4)
b = (1;0;7).
Megoldas:
j k
3 4 -1 4 -1 3
axb=| 13 4|=i|3 35 fko -
10 7 0 7 17 10
=21i+ 11j — 3k = (21;11; -3)
i j k
o 7] L] 17 10
13 4 3 4 -1 4 -1 3
= —21i — 11j + 3k = (—21; —11;3)
i j k
axa=|—-1 3 4|=0i+0j+0k=0
-1 3 4
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Miésképp
|lax al| = |[a]| - [|a][sin 0 = 0

Tehat barmely a vektor esetén a x a = 0 vektor!

ij k
0 -7 -1 -7 -1 0
-bx2a=|-1 0 -7 |=i- —j- +k- —
9 6 8 6 8 -2 8 -2 6
= 42i + 22j — 6k

||=b x 2a|| = /422 + (22)2 + (—6)2 = /2284

A vektoridlis szorzas miiveleti tulajdonsagait felhasznalva a szamolés
egyszertibben is elvégezhetd:

—b x2a=—2(b x a) = 2(a x b) = 42i + 22j — 6k
I|-b x 2al| = V2284

4. Feladat: Hatarozzuk meg abc, bac és aba kifejezések értékét, ha

a=(—1;3;4)
b = (1;0;7)
c=(—12;9;0).

Megoldas: Az el6z6 feladatban mar kiszamoltuk, hogy
axb=(21;11;-3).
Ezt felhasznalva
abc = (a x b,c) = ((21;11; -3),(—12;9;0)) = —153
és
bac = (b x a,c) = ((—21; —11;3),(—12;9;0)) = 153.

Masképp is elvégezhet§ a szamolas.

Ha
a = (a1;az;as)
b = (b1; ba; b3)
c = (c1;¢2;¢3)

akkor abc vegyesszorzat a kovetkezd determinéns értékével egyenld:

ay a2 a3
abc = b1 b2 bg
i1 C2 C3
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Ebben az esetben

-1 3 4

abc = 1 0 7|=-153
-12 9 0

és

1 07

bac=| -1 3 4 |=153
-12 9 0

aba = (a x b,a) = ((21;11; -3),(-1;3;4)) =0

Az eredményt szamolas nélkiil is azonnal megkaphatd, mivel a x b
merdéleges az a vektorra, igy skalaris szorzatuk 0.

5. Feladat: A szogek tényleges meghatarozasa nélkiil dontsiik el, hogy
az alabbi vektorok hegyes-, derék- vagy tompaszoget zdrnak-e be egy-
méssal.

(1) a=(-L34) b=(107)
(2) a=(4-L2) b=(1;90)
(3) a=(—-5;-3;1) b =(2;1;13)

Megoldas: Ha

e (a,b) >0 akkor a két vektor hegyesszoget zar be egyméssal
e (a,b) <0 akkor a két vektor tompaszoget zar be egymassal

e (a,b)=0 akkor a két vektor merdleges egymésra
(1) (a,b) = ((=1;3;4)(, (1;0;7)) =27 >0
tehat a két vektor hegyesszoget zar be egymaéssal
(2) (a,b) = ((4:~1;2), (1;9;0)) = —5 < 0
tehat a két vektor tompaszoget zar be egymassal
(3) (a,b) = ((=5;-3;1),(2,1;13)) =0
tehat a két vektor derékszoget zar be egymaéssal

6. Feladat: Adjuk meg z értékét ugy, hogy a és b vektorok merélegesek

legyenek egymasra, ha
a=(5-2;3)

b= (7;4;2)
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Megoldas: Két vektor akkor és csak akkor mer6leges egymaésra, ha
skaléris szorzatuk 0. Tehat tgy kell z értékét megvalasztani, hogy
(a,b) = 0 teljesiiljon.

(a,b) =35—-8+32=0
z=-9
Az a és b vektorok merélegesek egymasra, ha z = —9.

. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkez6 vektorparok szogét.
(1) a=(7,-1;6) b = (2;20;1)
(2) a=(1;-1;0)  b=(0;1;1)
(3) a=(27;-1)  b=(20;1)

Megoldas: Legyen a két vektor altal kozbezért szog «, ekkor

(a,b)
cosq = ———"—
[l - [[b]]
(1) Haa=(7,—1;6) b = (2;20;1), akkor

(a,b) =0

Tehat derékszdget zarnak be, o = 90°.
(2) Haa=(1;-1;0) b = (0;1;1), akkor
(ab)=—-1 [la|=v2 [b||=v2
(ab) 1
llafl - Il 2

1 2
Tehat 6 = arccos (—5) = ?ﬂ

(3) a=(2;7;,—-1) b = (2;0;1), akkor

cosx =

(ab)=3 [lal|=v54 |jbl[=+5

(ab) 3
[lall - [bl]  +/270

~ 1,38radian = 79, 48°

Cosx =

3
V270

Tehat v = arccos
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8.

10.

Feladat: Parhuzamos-e a kovetkezs két vektor?

a=(1;-1;2) b =(-3;3;-6)

Megoldas: Két vektor parhuzamos, ha az egyik vektor elgall a méasik
nullatol kiilénbo6z6 szamszorosaként. Masképp, ha létezik olyan ¢ #£ 0
valés szadm, amelyre a = cb.

Most jol lathato, hogy b = —3a, tehat parhuzamosak.

a a a
Vegyiik észre, hogy ha a = cb, akkor ¢ = b—l = b—2 = b—s, azaz az

1 2 3

azonos indext koordinatak hidnyadosai egyenl&ek.
Feladat: Parhuzamosak-e az alabbi vektorok? Ha nem, hatarozzuk
meg a két vektor altal kifeszitett paralelogramma teriiletének mérészé-
mat.

a=(-2;1;0) b= (2;-1;4)

Megoldas: Ha az azonos indexti koordinatak hanyadosai egyenléek,
akkor az egyik vektor a mésik szamszorosa, azaz parhuzamosak.

Ebben az esetben

-2 1 0

217
Tehat nem parhuzamosak, a két vektort kézos kezdépontba eltolva ki-
feszitenek egy paralelogrammat. Ezen teriilet mérgszama a kdvetkez6

vektorialis szorzat abszolitértékével egyenld.

T, = [la > bl|
Végezziik el a szamolast:
i j k
axb=|-2 1 0|=(48;0)
2 -1 4

T, = |la x b|| = V16 + 64 + 0 = V80 = 4v/5

A keresett teriilet mér6szama: 4/5.

Feladat: Vizsgaljuk meg, hogy egy egyenesre esnek-e az alabbi pontok.
A(1;1;-2) B(—1;-3;0) C(5;1;—=7)

Megoldas: A hiarom pont akkor illeszkedik egy egyenesre, ha ﬁ és
CB vektorok parhuzamosak.(Természetesen masképp is valaszthattuk
volna a vektorokat. )
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11.

12.

13.

Ha a, b és c az A, B, C pontokba mutatd helyvektorok, akkor
AB=b-a=(-2-42) CB=b-c=(—6;—47)
Mivel o _4 9
ERaa
A harom pont nem illeszkedik egy egyenesre.

Feladat: Adjuk meg C pont els§ és masodik koordinatajat, ha a har-
madik koordinata 6 és C illeszkedik az

A(1;1;-2) B(—1;-3;0)

pontok altal meghatéarozott egyenesre.

Megoldas: Ha a harom pont egy egyenesre illeszkedik, akkor a fﬁ és
AC vektorok parhuzamosak.

Legyen C(x;y;6).
Ekkor
@:(—2;—4;2) ﬁz(m—l;y—l;&

A parhuzamosséig feltétele, hogy a megfelel6 koordinatak hanyadosai

egvenlGek, azaz
x—1 y—1
-2 -4
Az egyenleteket megoldva: x = —7 és y = —15 adodik.

Tehat C(—7; —15;6) .

8
:7:4
2

Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi két pont tavolsagat!

A(5;0;2) B(1;1;1)

—
Megoldas: Az A és B pontok tévolsdga megegyezik a BA vagy E
vektor hosszaval:

—
IBA|| = [la = bl[[ = [|(4; =1, 1)[| = V18

Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi két pont altal meghatarozott sza-

kasz F' felezéspontjat, majd az A -hoz kizelebb es6é H harmadold pont-

janak koordinétait!

A(5;0;2) B(2;6;—-1)

Megoldas: Hasznaljuk fel, hogy az F' pontba mutaté f helyvektor
felirhat6 a végpontokba mutaté helyvektorok segitségével:
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N
T
=

a f b
@,
1 1 1 1 1
f_a—i—iﬁ—a#—i(b—a)—a+§b—§a—§(a+b)
Ha a = (5;0;2) és b = (2;6; —1), akkor
1 1 1 1 7 1
f—§a+§b—5(5a0a2)+§(2767_1)_(iﬂgai)
41 H 2 B
a h b
(0

A H pontbha mutatd h helyvektor szintén felirhato a végpontokba mu-
tatd helyvektorok segitségével:

1 1 1 1 2 1
ats B a+3( a) atzb-za=za+tg
Végezziik el a szdmolast.
2 1
h = 5(5;0; 2) + 5(2;6; —1)=(4;2;1)

Tehat a harmadolé pont koordinatai: H(4;2;1)

14. Feladat: Allitsuk el6 az a = (4;0; 3) vektorral azonos irany1 és iranyi-
tottsagl, de egységnyi hossztsagi vektort.
Megoldas: Jeloljiik ae-vel a keresett vektort.

Tudjuk, hogy
a=|laflac e |lal[=5

1 1 4 3
e=pa=(40:3) = { =:0; ¢
o= e = 5009 = (5013

ebbsl
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15.

16.

Feladat: Allitsuk el6 az a = (2;3; 1) vektorral azonos iranyt, ellentétes
iranyitottsagu, és 3 egységnyi hosszisaga b vektort.

Megoldas: Elgszor adjuk meg az a vektorral azonos irdanyt, irdnyi-
tottsagl és egységnyi hossziisédgi ae vektort .
1 1

© o lall” Vi

Majd nyajtsuk meg 3 egységnyire:

3ae = (2;3;1)

3
V14
Képezziik az ellentett vektorat, azaz szorozzuk meg (—1)-gyel:

1 3 6 9 3
b=-3—a=——=(2;3;1) = | — i — s —
i~ v ey (m i m)

Feladat: Adjuk meg a P pont koordinatdit, ha az origotol 4 egység-
nyire van és illeszkedik az origd és a Q(6; 8; 0) pont altal meghatarozott
egyenesre.

Megoldas: Az origora, O(0;0;0) és Q(6; 8;0) pontra illeszkeds egyene-
sen két olyan pont is van , amely éppen 4 egységnyire van az origotol.
Jeloljiik ezeket P -gyel illetve Ps-vel. ElGszor hatdrozzuk meg azt a
pontot, amelyik az origonak a @ fel6li oldalara esik. Legyen ez a pont
az abra szerint P.

A
Y
A
\J

P

Q
T

A keresett pontba mutatd ps helyvektor az Oﬁ = (6;8;0) vektorral
azonos irdny és irdnyitottsagi vektor és éppen 4 egységnyi hosszisaga.

Elészor allitsuk el az 07)2 vektorral azonos irdnyu és irdnyitottsagu
egységvektort, felhasznalva, hogy HO@H = 10.

0Q. ! @:%(6;8;0)

0Q. =
103

Nytujtsuk meg az egységvektort 4 egységnyire:

— 4 12 16
= 4 = — M M = _—
p = 40Q. = - (6:8:0) ( i ,0>
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12 16
Tehat a P, pont koordinatai: P <5; E; 0).

A masik P, pontba mutaté p; helyvektor éppen az ellentett vektora
az elébb szamolt p2 vektornak.

12 16 12 16
_ _ 2200 s Pl =-==._"".0
P1 <57 57 ) 1< 57 57 >

17. Feladat: Adjuk meg az a vektornak b vektorra esé meréleges vetiilet-
vektorat, ha

Igy

a=(1;-2;3) b=(4;0;1).

Megoldas: Tudjuk, hogy a vektornak b vektorra es§ meréleges vetii-
letvektora

(a, b)

=22,
|[b][?

ap
Ebben az esetben, mivel

(ab)=4+0+3=7 & |b||= V1T,

ezért

ab)y. 7 28 7
@by Twoy= (280,
b = e P T WOl = {707

3.1.2. Osszetett feladatok:

1. Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi harom ponttal adott haromszog
keriiletét, teriiletét és B csticsnal 16vg szogét!

A(1;0;-1) B(1;-1;3) C(=7,2;1)

Megoldas:

|AB|| = |Ib —al] = [|(0;—1;4)|| = V17
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|AC] = [lc —al| = [|(-8;2:2)|| = V72
IBC|| = |le = bl| = [|(=8;3; —2)|| = V77
A héaromszog keriilete: K = VIT+ V72 + V77

A haromszog teriiletének meghatarozasahoz adjunk meg két olyan vek-
tort, amely kifesziti a haromszdget. Legyenek ezek most az A ponthol
indulo ﬁ és x@ vektorok. Ekkor a haromszog teriilete fele a két vek-
tor altal meghatarozott paralelogramma teriiletének.

SIIAB x AC|

Thz’xromszég =
Végezziik el a szamolast.
i jk
ABxAC=| 0 —1 4|=—10i—32j— 8k
-8 2 2

1 1
T= 5\;@ x AC|| = 5 V100 + 1024+ 61 = V297

A haromszog teriilete: T = /297.

A B cstucsndl 1év6 B sz0g meghatirozasahoz vegyiik észre, hogy a B
cstucsbol indulo BA és BC' vektorok &ltal kbzbe zért szog éppen a

keresett f3. .
BA=(0;1;-4) BC=(-83-2)

oo (BA,BC) 11
||BA||-||BCI VITVTT

A B cstcsnél 1év6 szog:

1
B = arccos 5 ~ 72.3°

. Feladat: Egy téglatest két élvektora

a=(4;-3;1) és b = (0;2;6)

Hatarozzuk meg a harmadik ¢ élvektorat, ha tudjuk, hogy ||c|| = v/65.
Megoldas: A téglatest élei merdlegesek egymasra, ezért a keresett c
vektor is merdleges mind az a, mind a b vektorra. Ez pedig azt jelenti,
hogy parhuzamos lesz az a x b vektorral, azaz létezik olyan z valés
szam, amelyre

c=zxz(axb)
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Hatarozzuk meg a x b vektort.

= —20i — 24j + 8k

N W e
S =R

i
axb=4 -
0

la x b|| = /=202 + (—24)2 + 82 = v/1040 = V16 - 65 = 4V/65
Tudjuk ||c|| = v/65, vagyis negyed olyan hosszii, mint a x b, ezért

1 1
c— Z(ax b) = 1(—20i—24j+8k) = —5i — 6j + 2k

Tehat a harmadik vektor: ¢ = (—5; —6; 2)

A feltételeknek a kapott c vektor ellentett vektora is megfelel, igy a
feladat méasik megoldasa a

c2 = —c=(5;6;-2)
vektor.

. Feladat: Hatarozzuk meg az ABC haromszog B cstcsabol indulé ma-
gassagvonal Mp talppontjat, ha

A(1;1;0) B(3;0;-3) C(-2;1;-4)

Megoldas: Készitsiink abrat.

My

Adjuk meg az Mp pontba mutaté my, helyvektort.
—
mp =a-+ AMB,

—
ahol a az A pontba mutaté helyvektor. Az AMp vektor pedig éppen
1@ vektornak ﬁ vektorra es§ merdleges vetiiletvektora.

El6szor hatarozzuk meg /@ = x vektornak zﬁ = y vektorra esd
mer6leges vetiiletvektorat.

x=(2-1-3) y=(-30-4)
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(xy)=6 |lyll=5

eV (x,y) 6 18 24
AMn = = = (=30 =4) = [ =-=:0: =22
B=Xy = Ry T (25” 0%

2577 25

(T
- \25777 25

Tehét a B cstcsbél indulé magassagvonal Mp talppontjanak koordi-

natai: - 04
Mp| ;5L —52
25 25

. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy az alabbi pontok paralelogrammat ha-
taroznak meg és szamitsuk ki a teriiletét.

— 18 24
mB:a+AMB,:(1;1;O)+< ; 0; >:

A(2;-3;4) B(4;1;2) C(1;4;5) D(—1;0;7)

Megoldas: Ha belatjuk, hogy két szemkodzti oldalvektor parhuzamos
és egyenld hossziasagli, akkor a négy pont tényleg paralelogrammat
hataroz meg.

Nézziik meg példaul, hogy E = ﬁ teljestil-e.
AB = (2:4,-2)  DC = (2;4;-2)

Tehat paralelogrammat alkotnak.

A teriilet meghatéarozasihoz valasszuk ki az egyik pontot, példaul D-t,
ekkor a két szomszédos pontba mutaté DC és DA vektorok kifeszitik
a paraleogrammat.

Ekkor a teriilet: .
T, = ||DC x DA||

—
Hatarozzuk meg 178 x DA vektort:

DO = (2,4;-2) DA = (3:-3;-3)
k

i
DOxDA=|2 4 —2|=—18i—0j— 18k
3 -3 -3

T, = ||DC x DA|| = /(—18)2 + 0% 1 (_18)2 = 18v2
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5. Feladat: Ha a és b vektorok altal kifeszitett paraleogramma teriilete
6 teriiletegység, akkor hatarozzuk meg a ¢ = 4a—b ésd = a+ 5b
vektorok altal kifeszitett paraleogramma teriiletét.

Megoldas: Ha a és b vektorok altal kifeszitett paraleogramma teriilete
6 teriiletegység, akkor
Ja x b| = 6

Es keressiik a ¢ és d vektorok altal kifeszitett paraleogramma teriiletét,
tehat az a kérdés mivel egyenls:

T, = |le x d||
Ebben az esetben
T, = |lc x d|| = [|(4a — b) x (a+ 5b)||

Felhasznalva a vektorialis szorzéas tulajdonsagait, bontsuk fel a zardje-
leket:

||(4a—Db) x (a+5b)|| = ||(4ax a) — (b x a) + (4a x 5b) — (b x 5b)|| =
mivel tudjuk, hogy a xa=0és b x b =0, ezért

=] — (b x a) + (4a x 5b)|| =

Felhaszndlva, hogy
bxa=—(axb)

és
4a x 5b = 20(a x b)
|| — (b x a)+ (4a x 5b)|| = ||21(a x b)|| = 21||[(a x b)|| =21 -6 = 126

Tehat a ¢ és d vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete 126
teriiletegység.

6. Feladat: Hatarozzuk meg az ABC héromszog C' cstcsabol indulé ma-
gassagvonal hosszat, ha

A(0;0;0) B(2;1;-2) C(5;0;—1)

Megoldas: Induljunk ki abbdl, hogy ennek a hdromszognek a teriiletét
kétféleképpen is ki tudjuk szamolni. Egyrészt a kozépiskolaban tanultak
alapjan tudjuk, hogy egy haromszog teriilete megadhaté az egyik oldal
és a hozzatartozd magassag szorzatdnak felével.
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Masrészt, tudjuk, hogy a keresett teriilet egyenld a haromszoget kife-
szité két vektor vektoridlis szorzatanak abszolutértékének felével.

Adjunk meg két vektort, ami a haromszoget kifesziti. Ebben az esetben
valasszuk az ﬁ és az 1@ vektorokat.

Ty, = %ama = %H/ﬁ X z@”

Most mi a C' cstucesal szemkozti AB oldalhoz tartozd magassagra va-
gyunk kivancsiak, amit jeloljink m ap-vel . Mivel AB oldal hossza pe-
dig megegyezik AB vektor hosszaval, igy

1 1
Ty = SI1AB|| - map = 5||AB x AC|

Innen

|48 < A€

||AB|

Végezziik el a szdmolast:

AB = (21;-2)  AC = (5;0;-1)

El6szor hatarozzuk meg a vektorilis szorzatot:

"
ABx AC=|2 1 —2|=—i—8j—5k
5 0 —1

|AB x AC|| = /(~1)2 + (=8)2 + (~5)% = V0

Mivel ||AB]| = 3.

_|[AB x AC|| _ V90 _
Yy TR M

Tehat a C' csticshoz tartozé magassag hossza: /10 hosszegység

. Feladat: Legyen adott harom vektor:
a=(31;1) b=(0;-1;2) c=(-2;1;2).

Vizsgaljuk meg, hogy az a, b és ¢ vektorok egy sikra illeszkednek-e?
Ha nem , akkor hatarozzuk meg a harom vektor altal kifeszitett

(a) paralelepipedon
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(b) tetraéder térfogatat.

Megoldas: Harom vektor akkor és csak akkor illeszkedik egysikra, ha
a vegyesszorzatuk 0.

Hatérozzuk meg abc vegyesszorzatot.

abc = (a x b, c)
El6szor szamoljuk ki a x b értékét.

i j k

axb=[3 1 1[=3i—-6j—3k
0 -1 2
abc = (ax b,c) = ((3; -6;-3),(—2;1;2)) = —6—-6—6=—18

Mivel abc = —18 # 0, a harom vektor nem illeszkedik egy sikra.
Tehat a vektorok kifeszitenek egy paralelepipedont.Ennek a térfogata

megegyezik a harom vektor vegyesszorzatanak abszolutértékével.

Vp, = |abc| = |- 18/ =18

A harom pont altal megadott tetraéder térfogat pedig az &t magaba
foglalé paralelepipedon térfogatdnak a hatoda, azaz

1 1

. Feladat: Hogyan vélasszuk meg C' pont harmadik koordinatajat, hogy
az alabbi négy pont egy sikra illeszkedjék?

A(0;0;0) B(4;2;,-1) C(3;5;2) D(—1;-5;3)

Megoldas: Valasszuk ki az egyik pontot, példaul az A-t és irdnyitsunk
vektorokat a t6bbi hdrom ponthoz. Ha az igy kapott vektorok egy sikra
illeszkednek, akkor a négy pont is.

AB = (4;2; 1) AC = (3;5; 2) AD = (—1;—5;3)

Ez pedig azt jelenti, hogy dgy kell z értékét megvalasztanunk, hogy a
harom vektor vegyesszorzata 0 legyen.

El6szor szamoljuk a vektorialis szorzatot.
Lk

1
ABxAC =|4 2 —1|=(2:+5)i— (42 +3)j + 14k
3 z

TN

154



A skalaris szorzat:
(AB x AC, AD) = —(22 +5) + 5(4z +3) +3-14 =0

Rendezve z-re:
52 26

524+ 182=0 = = —— =
+ 1z z 13 9

26
Tehat, ha z = — g akkor négy pont egy sikra illeszkedik.

3.2. Egyenes egyenletrendszere
3.2.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Irjuk fel annak az egyenesnek a paraméteres és paraméter
nelkiili egyenletrendszerét, amely dtmegy Pp(2;3;5) ponton és irany-
vektora v = (—12;9; 7).

Megoldas:
A Py(xo;y0; 20) ponton atmend v = (v1;vg;v3) irdnyd egyenes para-
méteres egyenletrendszere:

T =z + V1t Yy = yo + vot z =29+ vst teR

Ha az egyenletekbd] kifejezziik t-t, kapjuk a Py(zo;yo; 20) ponton at-
mend v = (vy;vg;v3) irdnya egyenes paraméter nélkiili egyenletrend-
szerét:

T—To Y—¥Y _ Z— %0

= = ha vy, U2, v3 # 0
V1 () V3

A keresett egyenes paraméteres egyenletrendszere:
r=2-—12t y=3+9¢ z=5+Tt teR

Az egyenes paraméter nélkiili egyenletrendszere:

r—2 y—3 z—95
-12 9 7

2. Feladat: Legyen

e: x=t y=2—-3t z=5 teR

és 5
T —
: =y = -3z
f 5 y z
Adjuk meg e és f egyeneseknek egy-egy tetszGleges pontjat és irany-
vektorat.
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Megoldas: Az e egyenes egy tetszdleges pontjat kapjuk, ha t-nek
adunk egy valés értéket és ezt behelyettesitjiik az egyenletekbe.

Példaul legyen t =1, ekkor x =1, y = —1 és z = 5.
Tehat az e egyenes egy pontja: A(1,—1;5)

Legyen t = —3, ekkor x = —3, y = 11 és z = 5.

Egy maésik pont az egyenesrdl: B(3,11;5)
Legyent:\ﬁ, ekkorx:ﬁ,y:2—3\ﬁész:5.
Egy harmadik pont: C(v/7;2 — 3v/T;5).

Adjuk meg e egyenes egy iranyvektorat!

A paraméteres egyenletrendszernél, ha az egyenleteket gy rendezziik,
hogy baloldalon csak x,y, és z szerepel, akkor a jobboldalon 1év§ pa-
raméter egyiitthatéi adjak az irdnyvektor koordinétéait.

Ebben az esetben ve = (1;—3,0)

Adjuk meg f egyenes néhany pontjat. Most az egyenletrendszer kifeje-
zéseit egyenl6vé tesszilk ugyanazzal a tetszéleges valds szammal, majd
az egyenleteket kiilon-kiilon megoldjuk.

Példaul:
r—3

2
Oldjuk meg az egyenleteket:
z—3
2
A megoldas: =3 ¢ésy=2=0.

292—3220

Tehat az f egyenes egy pontja a Q(3;0;0) pont.

Egy maésik példa:
z—3

2

=y=-32=2
Az egyenletek:

wiN

A megoldds: x =Tésy=2 z2=—
Tehat az f egyenes egy masik pontja a H(7;2;—6) pont.

Olvassuk le az f egyenes egy iranyvektorat. Az iranyvektor koordinatai
akkor olvashatoéak le, ha az egyenletrendszerben z, y, z egyiitthatéja 1.
Irjuk at az egyenletrendszert.

Az eredeti egyenletrendszer:




Atirva:

3
Most mér a nevezében leolvashaté az iranyvektor koordinatai:
1
ve=(2;1;,—=
£=( 3)

Az iranyvektor megadasanal altalaban lényegtelen, hogy a vektor mi-
lyen hossziisagt. Igy az el6bbi vektor barmely (0-t6] kiilonb6z6) szam-
szorosa is irdnyvektor, példaul a

3ve = (6;3;—1)
vektor.

. Feladat: Dontsiik el, hogy az
A(4;-10;5) B(3;0;—1) C(2;5;5)
pontok illeszkednek- e
e: x=t y=2-3t z=5 teR

egyenesre.

Megoldas: Helyettesitsiik be az A pont koordinatait az egyenletekbe.
Ha t-re azonos értéket kapunk, akkor illeszkedik a pont az egyenesre.

e: 4=t —10=2-3t 5=5

Mivel t = 4 az els§ két egyenletnek megoldasa és a harmadik egyenlet
pedig minden t esetén teljesiil, igy a pont illeszkedik e egyenesre.

B pont nem illeszkedik, mert e egyenesen csak olyan pont lehet, amely-
nek a harmadik koordinatija 5 és ez B pontra nem teljesiil.

C pont szintén nem illeszkedik az e egyenesre, mivel

Az els6 egyenletbdl t = 2, a masodikbo6l t = —1, nem azonosak t értékei,
a pont nem illeszkedik.

. Feladat: Irjuk fel az alabbi két pontra illeszked egyenes paraméteres
egyenletrendszerét!

A(2;-1;3) B(4-1;7)
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Megoldas: Egy pontra és egy iranyvektorra van sziikségiink. Az egye-
nes egy iranyvektora legyen

v=AB=b—a=(204)

vektor.

Az egyenes paraméteres egyenletrendszere A pontra felirva:

=242t y=-1 z=34+4 teR

A B pontra felirva:
r=4+2t y=—-1 z=7+4+4 teR

Ugy ttnik, hogy egy masik egyenest kaptunk. Pedig ez ugyanaz az
egyenes, csak méas az alakja.

. Feladat: Egy egyenesre illeszkednek-e az alabbi pontok?
A(1;-1;2) B(4,0;3) C(—2;—-2;5)
Megoldas: Irjuk fel az A és B pontokon atmené egyenes egyenletét,

majd vizsgaljuk meg, hogy C pont illeszkedik-e a kapott egyenesre.
Az AB egyenes iranyvektora: v =b —a = (3;1;1). Az egyenes egyen-
letrendszere A pontra felirva:
r—1 y+1 =2-2
3 1 1

Egyszertibben:
z—1

3
Helyettesitsiik be a kapott egyenletrendszerbe C pont koordinatait. Ha
egvenléséget kapunk, akkor a C' pont illeszkedik az egyenesre.

=y+1=2-2

-3

—=-1#3
5 7

Nincs egyenl@ség, a C pont nincs rajta az egyenesen, igy a harom pont
nem illeszkedik egy egyenesre.

. Feladat: Adjuk meg az z, y és z koordinitatengelyek paraméteres
egyenletrendszereit.

Megoldas: Mindharom egyenes illeszkedik az origora, ezért a Py(0;0;0)
pontra fogjuk felirni az egyeneseket.

Az x tengely iranyaba mutato i = (1;0;0) vektor legyen az x tengely
egy v, irdnyvektora.
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Az x tengely paraméteres egyenletrendszere:
r=0+1 y=0+0t z=0+40t teR
Egyszertibben:
r=t y=2=0 teR

Az egyenletrendszer azt jelenti, hogy az egyenesre illeszkeds pontok
els6 koordinatai barmilyen valés szam lehet, de a mésodik és harmadik
mindig 0.

Hasonloan az y tengely iranyvektora vy = j = (0;1;0) és paraméteres
egyenletrendszere:

y=t r=2z=0 teR

A z tengely iranyvektora v, = k = (0;0;1) és paraméteres egyenlet-
rendszere:

z=t r=y=0 teR
Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ilyen esetekben, ahol az irdnyvektor két
koordinataja is 0, csak a paraméteres egyenletrendszer adhaté meg.
. Feladat: Irjuk fel a Py(2;3;5) ponton atmend és y tengellyel parhuza-
mos e egyenes paraméteres egyenletrendszerét.

Megoldas: Mivel a keresett egyenes parhuzamos az y tengellyel, ezért
y tengely j = (0;1;0) iranyvektora egyben az e egyenes iranyvektora
is.

Tehat a Py(2;3;5) ponton atmend és v = j = (0;1;0) iranyvektoru
egyenes paraméteres egyenletrendszer:

e: T =2 y=3+1 z=2>5 teR

Az egyenletrendszerbdl leolvashato, hogy az egyenes minden pontjanak
els§ koordinatdja 2 és a harmadik pedig mindig 5.

. Feladat: Irjuk fel a Py(2;3;5) ponton atmend és v = j—i irdnyvektori
f egyenes paraméteres és paraméter nélkiili egyenletrendszerét.

Megoldas: Mivel i = (1;0;0) és j = (0;1;0), ezért
v=j—i=(-1;1;0).
Az egyenes paraméteres egyenletrendszer:
f: r=2—1t y=3+1 z=25 teR

A paraméter nélkiili egyenletrendszerhez fejezziik ki t-t az egyenletek-
bél.
t=2—= t=y—3 z=25
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10.

Az egyenletrendszer:
f: 2—xz=y—3 z=25 teR

Megjegyzés: Ha az iranyvektornak csak az egyik koordinataja 0, akkor
még mindkét egyenletrendszer felirhatd. Az egyenletrendszerekbél az is
leolvashaté, hogy az egyenesre olyan pontok illeszkednek, amelyeknek
a harmadik koordinatajuk mindig 5, azaz az egyenes parhuzamos az
xy sikkal.

Feladat: Irjuk fel az
A(3;-1;2) B(4;1;,-7) C(8;—-1;5)

csucsponttt haromszog A csicsaboél indul6 sulyvonalanak egyenletrend-
szerét!

Megoldas: Az A csicsboél indulé silyvonal éppen a BC oldal F fele-
zéspontjan megy at.

C

A felezéspont koordinatai:
F(6;0;-1)

Tehat ismerjiik a keresett egyenes két pontjat. Ekkor az iranyvektor
legyen éppen az AF vektor.

v=AF = (3;1,-3)
A sulyvonal egyenlete az A pontra felirva (valaszthatnank F-t is):

r—3 y+1 z2-2
3 1 -3

Feladat: Irjuk fel az AB szakasz felezéspontjan atmend és z tengellyel
pérhuzamos egyenes paraméteres egyenletrendszerét, ha

A(3;-3;2) B(5;1;2).
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Megoldas: Elgszor meg kell hatdroznunk egy pontot, amelyre illesz-
kedik az egyenes.

Az AB szakasz felezéspontjanak koordinétai:

r a1+bl'a2+b2'a3+b3
2 2 2

Ebben az esetben

F(4;-1;2)
Mivel a keresett egyenes parhuzamos a z tengellyel, az irdnyvektora
v=k=(0;0;1).

Az egyenes paraméteres egyenletrendszere:

r=4 y=-1 z=2+t teR

3.2.2. Osszetett feladatok

1. Feladat: Trjuk fel az A(1;3; —2) ponton atmend, e és f egyenesekre
merdleges g egyenes egyenletrendszerét, ha

e:r=y=2z fi—x=2 y=3

. Megoldas: Az egyenletrendszer felirasahoz sziikségiink van egy pontra
és egy irdanyvektorra. Egy pontja adott a keresett egyenesnek. Nézziik
meg, hogy mit tudunk mondani a keresett egyenes egy iranyvektorarol.

Jelolje ve , vy és vg az e, f és g egyenesek irdnyvektorait.

Ha a keresett g egyenes meréleges e és f egyenesekre, akkor vglve
és vg vy is teljesiil. Tehat egy olyan vektort keresiink, amelyik me-
réleges a két ismert irdnyvektorra. A ve X ve pedig éppen megfelel a
feltételeknek, mivel ve X velve €8 Ve X viLvy.

Olvassuk le e és f egyenesek iranyvektorait.

Mivel r oy oz . .
GII:I:I es f:—i]_:I? y:3,
ezeért
ve = (1;151) és ve = (—1;0;1).
i j k
Vg=Vexve=| 1 1 1|=(1 -2 1)
-1 0 1
Az g egyenes egyenletrendszere:
-3
g: r—1= yT =z+ 2
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2. Feladat: Irjuk fel az ABC cstcspontti haromszog sikjara merdleges,
az A ponton dtmend egyenes paraméteres egyenletrendszerét, ha

A(3;-1;2) B(4;1;1) C(7;-2;5).

Megoldas: Mivel ﬁ és fT(j” vektorok a harom pontra illeszkedd si-
kon vannak, ezért vektorialis szorzatuk mer&leges lesz a sikra. Ezért a
keresett egyenes irdnyvektora legyen v = AB x AC.

Végezziik el a szdmolast.

AB = (1;2-1) AC = (4 -1;3)

Pk
V=ABxAC=|1 2 —1|=(5-T;-9)
4 -1 3

A keresett egyenes paraméteres egyenletrendszere:

r=3+5t y=—1-7Tt 2=2-9t teR

3. Feladat: Irjuk fel az
A(3;-1;2) B(41;3) C(73-2;5)

csticspontt haromszog A csticsabél indulé magassagvonaldnak egyen-
letrendszerét.

Megoldas:

Ha meg tudnank adni az A pont BC oldalra es6 mer6leges vetiile-
tétnek M 4-nak a koordinatait, akkor ismernénk két pontot a keresett
egyenesrdl, ez pedig azt jelenti, hogy tudnank irdnyvektort adni.

—
Legyen M4 az A pont mer6leges vetiilete a BC' egyenesre és BApc
pedig BA vektornak B? vektorra es§ merdéleges vetiiletvektora.
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Ekkor az M4 pontba mutaté m, helyvektor elgallithato a kdvetkezd-
képpen:
—
m, = b+ BApgc
—
Vetitsiik merslegesen BA vektort % vektorra.

Tudjuk, hogy a vektornak b vektorra es6 meréleges vetiiletvektora:

(a,b)
=-—""'b
RN
Ebben az esetben
ﬂ BA ﬁ ?
BC =
IIBEII2

Végezziik el a szdmolast:

BA=(-1,-2-1) BC=(3;-32)

—

(BA,BC)=-3+6-2=1 ||BC|| =22

— 1 1 3 3 2
BApo= —BC = —(3;-3;2) = [ >; -, =
Pe= g2 53 (3 3:2) = <22’ 22’22)

A magassagpontba mutatdé m, helyvektor:

227 22722

_ (91 19 34
-\ 22722711

Egy lehetséges iranyvektor:

s 91 19 34 25 41 12
AMAi=m, —a = ( > (3;-1;2) = < >

2
ma:b—|—B—1>430:(4;1;3)+ <3;—3'> =

22722711 22’ 22 11

De inkabb valasszuk az el6bbi 22-szeresét, azaz v = (25;41;24).

Most mar felirhatjuk az A ponton atmend magassigvonal egyenlet-

rendszerét:
r—3 y+1 z2-2

25 41 24
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3.3.

Sik egyenlete

3.3.1. Alapfeladatok

1.

Feladat: Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely atmegy A(2;3;5)
ponton és normélvektora: n = (4;7;6).

Megoldas: Az A(ai;ag;as) ponton atmend, adott n = (ng;n2;ns)
normalvektori sik egyenlete:

ni(r —ai) +ne(y —az) +nz(z —az) =0
Ebben az esetben:
A4z —2)+T7(y—3)+6(x—5)=0
Rendezés utan a keresett sik egyenlete:

S dx + Ty + 62z = 59

. Feladat: Adjuk meg a x —y = 32 4 5 egyenlet sik két pontjat és egy

normaélvektorat.

Megoldas: A sikra olyan pontok illeszkednek, amelyek teljesitik x —
y = 3z + 5 egyenlGséget. Valasszunk a pont harom koordinatija koziil
kett6t tetszblegesen, majd a sik egyenletébe behelyettesitve, hataroz-
zuk meg a harmadik koordinatét.

Legyen példaul y = z = 0, ekkor az egyenl&ség alapjan = = 5.
Tehat egy pont a sikrél: A1(5,0;0).
Ha xz = —1, y = 0, akkor z = —2 adédik.
Egy masik pont a sikrol: As(—1;0, —2).
A sik normaélvektoranak meghatarozasahoz egy oldalra rendezziik az
egyenletet és ekkor z,y, z egylitthatéi adjak a keresett vektort.
Most:
r—y—32—5=0
Tehat egy normalvektor: n = (1; —1; —3).
Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy egy normalvektor tetszéleges hosszi-

sagu lehet, igy az elgbbi vektor barmely (0-t6l kiilénb6z6) szamszorosa
is normalvektor.

Feladat: Adjuk meg annak az S siknak az egyenletét, amely illeszkedik
az origbra és merdleges az e : x = y = 3z egyenesre.

Megoldas: Sziikségiink van egy pontra és egy normalvektorra. A pont
ebben az esetben az origd. Normalvektort kell még megadni.
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Ha az e egyenes meréleges az S sikra, akkor az egyenes barmely irany-
vektora is mer&leges a sikra. Tehédt az egyenes egy irdnyvektora a ke-
resett sik egy normaélvektora.

Irjuk at az egyenes egyenletrendszerét tgy, hogy z,y, z egyiitthatoja 1
legyen. Majd olvassuk le az egyenes irdnyvektorat!
r _y

e — =2 =
1 1

teR

wl—| W

1
Tehat egy irdnyvektor: v = (1; 1; 3).

Most célszerd normalvektornak valasztani az irdnyvektor haromszoro-
sat, azaz

n=3v=(331)
Igy a sik egyenlete:
3(x—0)+3(y—0)+(2—0) =
Rendezés utan:
S: 3rx+3y+2=0

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a sik egyenletében a konstans tag 0.
Ez nem véletlen. Bebizonyithato, hogy barmely origora illeszkedd sik
egyenletében a konstans tag mindig 0.

. Feladat: Dontsiik el, hogy az A(1;5; 1) és B(2;3;5) pontok illeszkednek-
e S:2x —y+ 5z =2 egyenletii sikra!

Megoldas: Ha a pontok koordinatdit behelyettesitjiik a sik egyenle-
tébe és az egyenl&ség teljesiil, akkor a pont illeszkedik a sikra.

Nézziik az A pontot.
2.-1-545-1=2

Tehéat A pont illeszkedik.
Most vizsgaljuk meg a B pontot.

2-2—345-5#£2
Tehéat B nem illeszkedik a sikra.

. Feladat: Vizsgaljuk meg, hogy milyen a valés szdm esetén lesz az
St ax + 8y — 4z = 7 egyenletii sik padrhuzamos-e az e : ¢ = 4t y =
2—3t z=3 teR egyenessel.

Megoldas: Ha az S sik parhuzamos az e egyenessel, akkor a sik egy
ng norméalvektora meréleges az e egyenesre. Ekkor a sik egy ng nor-
malvektora mer6leges az e egyenes egy tetsz6leges v irdnyvektorara
is.
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Elgszor adjuk meg a sik egy normélvektorat és az egyenes egy irany-
vektorat.

ng = (a;8;,—4) v=(4;-3;0)

Ugy kell valasztanunk a értékét, hogy ng Lv teljesiiljon. De a két vektor
akkor és csak akkor mergleges egymasra, ha (ng,v) = 0.

(ng,v) =4a—24+0=0

Megoldva az egyenletet a = 6 adodik.
Tehat az S sik parhuzamos az e egyenessel, ha a = 6.

6. Feladat: Adjuk meg annak az S siknak az egyenletét, amely atmegy
a P(2;3;5) ponton és parhuzamos a koordinatarendszer xz sikjévall

Megoldas: Meg kell adnunk a keresett sik normalvektorat. Ha a két
stk parhuzamos, akkor az xy stk egy normélvektora egyben a keresett
sik egy normalvektora is. Az xz sik egy normalvektora pedig az

Nyz :.] = (O, 150)

vektor.

Az S sik egyenlete:
S: 0(z—2)+1(y—3)+0(z—5)=0

Rendezés utan a keresett stk egyenlete: y = 3.

Ez egy olyan siknak az egyenlete, amelyre illeszked§ pontok mésodik
koordinataja mindig 3. Példaul a P(4;3;5) és Q(0;3;0) pontok rajta
vannak a keresett sikon.

3.3.2. Osszetett feladatok

1. Feladat: Adjuk meg annak az S siknak az egyenletét, amely atmegy
a P(2;3;5) ponton és illeszkedik az y tengelyre.

Megoldas: A sik megadasahoz sziikségilink van egy pontra és egy nor-
malvektorrra. A pont adott, a normélvektort kell meghatéroznunk.

Ha a sik illeszkedik egy egyenesre, akkor a stk egy normélvektora me-
r6leges lesz az egyenesre, és igy az egyenes egy iranyvektoréira is.

Tehat olyan n normélvektort keresiink, amely meréleges az y tengely
Vy =j= (0§1§0)

irdnyvektoréra.
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Masrészt, ha megadnank egy @ pontot az y tengelyen, akkor a Q?
vektor illeszkedik a sikra, tehat meréleges az n normalvektorra.

Adjunk meg egy pontot az y tengelyrsl! A legegyszeriibb az origd, azaz
Q(0;0;0). Ekkor QP = p = (2;3;5)

Tehat a keresiink egy Q? és vy vektorokra meréleges vektort. A felté-
telnek megfelel a két vektor vektoridlis szorzata.

Ezért legyen

n:@xvy:

(=5;0;2)

O N
= QO &
o o ®
Il

Az S sik egyenlete:
—5(x—2)+0(y—3)+2(z—5)=0
Rendezve a keresett sik egyenlete:

S: —bHxr+22=0

. Feladat: Adjuk meg annak az S siknak az egyenletét, amely atmegy
a P(0;4; —7) ponton és merdleges

S1:2c—y—2z=1 és Se:dx—y+z2z=12

sikokra.
Megoldas: Jeldlje ng, ny, ng rendre S, 5155 stkok normélvektorait.

Ha S meréleges Si-re és So-re, akkor normalvektoraik is merdlegesek,
azaz Nglnj és nglns.

Tehat a keresett normdlvektor két ismert vektorra mer6leges, akkor
legyen ng = nj X na.

Olvassuk le a normalvektorokat:

n; = (2-1;-1) nz=(4-1;1)

i j k
ngxng=[2 —1 —1|=(-2;-6;2)
4 —1 1

Egy lehetséges normélvektor: (—2; —6;2).

A szamolas egyszertibb, ha a normalvektor inkabb

1
ny = —5(=2-6;2) = (1;3; -1).
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Az S sik egyenlete:
(x—=0)4+3y—4)—(2+7) =0

Rendezve:
S: x4+3y—2z=19

. Feladat: Adjuk meg annak az S siknak az egyenletét, amely atmegy a
P(5;2; —4) ponton, mersleges az Sy : x+y+2z = 1 sikra és parhuzamos
aze:2r=—y=95—2 &R egyenessel.

Megoldas: A sik egyenletéhez sziikségiink van a pont mellett egy nor-
malvektorra. Mivel a két stk meréleges egymasra, ezért normalvekto-
raik is mer6legesek.

Masgrészt, ha az S sik parhuzamos az e egyenessel, akkor az S sik egy
ng normalvektora meréleges az e egyenes egy ve irdnyvektorara.

Az 57 sik egy normalvektora:
n; = (1;1;1)
Az e egyenes egy irdnyvektoranak megadasahoz irjuk at az egyenlet-

rendszert:
Y zZ—09

()
——1;-1
2

Az egyszer(ibb szamolds miatt legyen

1
Ve =2 <2; —1; —1> = (1;-2;-2)

o R
|
—_
|
—_

Egy irdnyvektor

A nj normalvektorra és ve irdnyvektorra merdleges vektort kereslink.
A nj X ve vektor éppen megfelel a feltételnek.

i j k
ng X ve=|1 1 1|=(0;3;-3)
1 -2 =2

Legyen most ns = é(0;3; -3) = (0;1;-1).
Az S sik egyenlete:

Oz =5)+(y—-2)—(2+4) =0
Rendezve:

S: y—z—6=0
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4. Feladat: Adjuk meg annak az f egyenesnek a paraméteres egyenlet-
rendszerét, amely dtmegy a P(2;3;5) ponton, parhuzamos az S : = +
2y—3z = 1sikkal és mer6legesaze:z =1 y=5+43t z=—-t teR
egyenesre.

Megoldas: A keresett f egyenes merGleges e egyenesre, ezért irany-
vektoraik is merélegesek, azaz vl ve.

Masrészt, ha f egyenes parhuzamos S sikkal, akkor v¢ |l ng

Mivel ng-re és ve-re is merdleges vektort keresiink, ezért legyen ve =
Ng X Ve.

Olvassuk le az e egyenes egy irdnyvektort és az S sik egy normalvektort:

ng = (1;2;-3) ve =(0;3;-1)

i j kK
vi=ngxXve=|1 2 =3 |=(7;1;3)
0 3 —1

Az f egyenes paraméteres egyenletrendszere:

r=2+4+7 y=3+1 2=54+3l l€R

5. Feladat: Irjuk fel azon S siknak az egyenletét, amely illeszkedik az

r—2 y+1 33—z r—1 y—2 -3-—z
= = és ey = =
3 2 2 3 2 2

€1

egyenesekre.

Megoldas: Vegyiik észre, hogy két parhuzamos egyenesrél van sz,
mivel irdnyvektoraik megegyeznek.

Az egyenletrendszert irjuk at ugy, hogy z egyiitthatoja is 1 legyen.

x—2 y+1 z-3 z—1 y—2 z+3
= = és eg: = =

‘a3 2 2 3 2 2

Ekkor latszik, hogy vi = va = (3;2; —2)

Mivel a megadott két egyenes illeszkedik a keresett S sikra, ezért a
sik egy n normélvektora meréleges az egyenesekre, igy azok egy kozos
irdnyvektorara is.

Az el6z6 feladatokhoz hasonldoan adjunk meg egy mésik olyan vektort,
amelyre szintén merdleges a keresett sik normélvektorra. Ha megad-
nunk egy-egy pontot az egyenesekrél, akkor a keresett stk mer&leges
a két pontot Osszekotd egyenesre, azaz egyik pontbdl a mésik pontba
mutaté vektorra.
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Olvassunk le egy-egy pontot az egyenesekrdl.
r—2 y+1 2z2-3

ey : 3 5 = 5 = 0
Az e; egyenes egy pontja: P(2;—1,3).
z—1 y—2 z+3 0
e . == = =
2 3 2 -2
Az ey egyenes egy pontja: Q(1;2; —3).
Ekkor PQ = (—1;3; —6)
Tudjuk, hogy nlvy és nL]@, ezért legyen
i j k
n=vixPO=| 3 2 —2|=(=6;20;11)
-1 3 —6

A két egyenesre illeszkedd sik egyenlete P pontra felirva:
—6(r—2)+20(y+1)+11(z—3) =0

—6xr+ 12+ 20y +20+112—-33=0
Rendezve:

S:6x—20y—11z4+1=0

A @ pontra felirva ugyanezt az egyenletet kapjuk.

3.4. Teérelemek tavolsaga
3.4.1. Alapfeladatok
1. Feladat: Hatarozzuk meg az A(3;—2;6) és B(1;0; —4) pontok tavol-
sagat.
Megoldas: Az A(ai;ag;as) és B(by;be;bg) pontok tévolsdga megegye-
zik az 1@ vektor hosszaval:

d(A, B) = | AB|| = |b—al| = /(b1 — a1)> + (b2 — a2)? + (b3 — as)?
Ebben a feladatban A(3,—2;6) és B(1;0;—4), ekkor

AB=b—a=(-2;2;-10)

d(A,B) = | AB|| = |Ib — al| = /(2)2 + 22 + (~10)? = V08
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2. Feladat: Hatarozzuk meg
A(2;-1;5)  B(3;2;1)  C(6:4;3)

cstcspontt haromszog keriiletét.

Megoldas: A haromszog keriilete az oldalai hossszanak Osszegével
egyenld, masképp, a csucspontok egyméstol mért tavolsdgainak Gssze-
gével.

K = d(A, B) + d(A,C) + d(B,C) = ||AB|| + ||AC|| + ||BC]|
Irjuk fel a vektorokat és szamoljuk ki a hosszukat:
AB = (1;3;—4)  d(A,B) = ||AB|| = V26
AC = (4,5,-2)  d(A,C) = ||AC]| = V45
BC = (3;22)  d(B,C)=|BC| = V1T
Tehat a haromszog keriilete: K = V26 + V45 + V17 ~ 15.93

3. Feladat: Hatarozzuk meg az A(4;2; —1) pont és a BC' szakasz felezés-
pontjanak tavolsagat, ha

B(2;—-1;-5) C(0;3;5)

Megoldas: Adjuk meg az F felezéspont koordinétait:

2+0 -1+3 -5+5
. . — 1:1:
F( 92 ) 92 ) 92 > F(a 70)

AF = (—3;—1,1)
d(A,F) = || AF|| = VI

3.4.2. Osszetett feladatok

1. Feladat: Hatérozzuk meg az A(4; —2; —1) pont és az
e: x=3-2t y=4+t z=4 te R egyenes tavolsigat.
Megoldas: Tudjuk, hogy egy P pont tavolsiga egy v irdnyvektord és
Py pontra illeszked§ egyenestol :

P —po) x vI| _ [|BP x v]|

vl vl

P
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Ebben az esetben P pontnak az A pont felel meg. Sziikségiink van egy
Py pontra az egyenesrdl. és egy iranyvektorra.

Ha t=0, akkor PFy(3,4;4)

Egy irdanyvektor:
v =(-2;1;0)

Ha A(4;—2;—1), akkor

PP = Ry = (1;-6;—5)

i j k
—
PAxv=| 1 —6 —5|=5i+10j— 11k
-2 1 0

A kapott vektor hossza:

—
|PoA x v|| = /52 +10% + (—11)% = V246
Az iranyvektor hossza:

M= V27 + P+ 0 = V5

A pont és az egyenes tavolsaga:

—
||(a —po) x V|| [|PoA x v /246 246

vl IVl

. Feladat: Hatarozzuk meg az
e1: r=24+3 y=t z=1+3t teR
és
e : r=-243l y=14+1 z=-4+43l leR

parhuzamos egyenesek tavolsagit.

Megoldas: A két egyenes valoban parhuzamos, mivel irdnyvektoraik
megegyeznek, vi = v = (3;1;3).

Két parhuzamos egyenes tavolsiga megegyezik az egyik egyenes egy
tetszbleges pontjanak a mésik egyenestsl vett tavolsagaval. Tehat adjuk
meg e; egyenes egy tetszbleges pontjat és hatarozzuk meg ezen pontnak
es egyenestsl vett tavolsagat.

Az e; egyenes egy tetszGleges pontja, ha t =0

P(2;0;1).
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Az e egyenes egy tetszéleges pontja, ha | = 0 és egy iranyvektoranak
hossza:
Py(—2;1;—4) vy = V19

PoP =p - po = (4;—1;5)

i jk
Poﬁ\XVg: 4 -1 5 :—81—|—3J—|—7k
3 1 3
A kapott vektor hossza:
BB x val| = || — 8i+3j + 7k|| = V122

Helyettesitsiink be a tavolsagot megadd képletbe.

e —po) xval| [P xva| V122 [122
d(P,v) = = - Vo V19

[Iv] hell

Tehét a két parhuzamos egyenes tavolsaga:

122
d(ey,e2) = d(P,v) = o~ 2.53.

. Feladat: Hatarozzuk meg az A pont tavolsagat az S siktol, ha

A(1;-2;1) és S: z—y+3z=-5.

Megoldas:

1. megoldds: Legyen Q) egy tetsz6leges pontja egy n normalvektoria S
siknak. Ekkor az A pont tavolsagat az S siktol a QA vektor n normél-
vektorra es6 mer6leges vetiiletének hossza adja, azaz

(Q4, n)

[In]

d(A,S) = ‘

Tehat a feladat megoldasahoz sziikségiink van egy pontra a sikrél és
egy normélvektorra.

Egy tetsz6leges pont megadasahoz két koordinatat szabadon valaszt-
hatunk, majd a harmadikat a sik egyenlete alapjan meghatéarozzuk.

Példaul, ha y = z = 0, akkor z = —5.
Tehat az S sik egy pontja:

Q(—5;0;0)
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Olvassuk le a sik egy normalvektorat és annak hosszat.
n=(1;-1;3) |nf=v11
—
Képezziik a QA vektort.
—
QA= (6;-2;1)

Helyettesitsiink be a tavolsagot megadd képletbe.

QA n)| |6+2+3] 11
d(A,S):| Tall :' Nori ‘:m:ng.g

2. megoldds: Geometriai ismereteink alapjan tudjuk, hogy egy pont és
egy sik tavolsdga megegyezik a pontnak és sikra es§ meréleges vetiile-
tének tavolsagaval. Ez azt jelenti, ha meghatarozzuk az A pontnak az
S sikra es6 M meréleges vetiiletét, akkor a feladat két pont tavolsaga-
nak meghatirozasara egyszertisodik. Mer6leges vetitéshez pedig sziik-
ségiink van egy olyan egyenesre, amely mer6leges az S sikra és atmegy
A ponton. Ekkor a vetitGegyenes és az S sik metszéspontja lesz az A
pont vetiilete a sikon.

Irjuk fel a vetitGegyenes egyenletét. Mivel az egyenes merdleges a sikra,
ezért az iranyvektora megegyezik az S sik egy normélvektoraval.

v=n=(1;-1;3)

A vetitGegyenes paraméteres egyenletrendszere az A( 1 —2 1 ) pontra
felirva:

r=1+1 y=-2-—1 z=143t teR
Hatarozzuk meg a vetitGegyenes és az S sik metszéspontjat.
(I+t)—(—2—1t)+3(1+3t)=-5 = t=-1

Tehét a vetiiletpont éppen a vetitGegyenes t = —1 paraméterhez tar-
tozd pontja.
M(0;—1;-2)

Hatéarozzuk meg A és M pontok tavolsagat.

d(A, M) = [[AM|| = ||( -1 1 =3)|| =1L

4. Feladat: Hatarozzuk meg az S és Sy sfkok tavolsédgat, ha

Si1: 2x+y—42=0 So: 2x+y—4z=10.
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Megoldas: Vegyiik észre, hogy két parhuzamos sik tavolsagat kell meg-
hataroznunk. Ekkor a tdvolsag megegyezik az egyik sik egy tetszéleges
pontjanak a masik siktol vett tédvolsagaval.

Ennél a feladatndl valasszunk egy pontot S7 sikrdl és hatarozzuk meg
a tavolsagat az Sy siktol. Olvassunk le egy pontot az Si-rél. Mivel a
sik egyenletében a konstans tag 0, ezért az S sik illeszkedik az origora.
Tehat szamoljuk ki Sy tavolsagat az origdtol.

Sziikségiink van Sy sik egy normalvektorara és annak hosszara.
n=(21-4) |[nf=v2l
Adjunk meg egy @ pontot az So sikrél. Legyen z = z = 0. Ekkor

y = 10.
Q(0;10,0) & OG=q=(0;10,0)

Helyettesitsiink be a tavolsagot megadd képletbe.

(0Q, n)

|||

d(0, S2) = ~ 2.18

B ‘0+10+0‘ 10
V21 V21

Tehat a két parhuzamos stk tavolsiga:

d(Sl, SQ) = d(O, SQ) = ~ 2.18

10
V21
. Feladat: Hatarozzuk meg az S sik és a vele parhuzamos e egyenes
tavolsagat, ha

S: x+2y+62=16
és
e: x =2t y=3-+2t z=—1 teR.
Megoldas: Ha egy sik és egy egyenes parhuzamos egymaéssal, akkor az
egyenes egy tetsz6leges pontjanak a siktol vett tavolsiga adja a sik és

vele parhuzamos egyenes tavolsagot. Els6 1épésként nézziik meg, hogy
valéban parhuzamos -e az S sik az e egyenessel.

Olvassunk le egy irdnyvektort és egy normalvektort.
v=1(2;2;-1) n=(1,2;6)

Mivel
(v,n) =2+4—-6=0,

azaz a két vektor skalaris szorzata 0, ezért a két vektor meréleges, ez
pedig azt jelenti, hogy az S sik az e egyenes valoban parhuzamosak.
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Adjunk meg egy tetszGleges A pontot az e egyenesen és hatarozzuk
meg az A pont és az S sik tdvolsagaval.

Legyen t = 0. Ekkor
A(0,3,0)

A szamolas elvégzéséhez kell egy @ pont az S sikrol.
Legyen y = z = 0, ekkor x = 16.

Q(16;0:0) QA = (~16,3;0)
Helyettesitsiink be a tavolsagképletbe:

n=(1;2;6) |jn||=v41

——
dAS) = (QA, n) :‘—16+6+0’: 0
’ ||| Vil Nz

Tehat az S sik és a vele parhuzamos e egyenes tavolsaga:

d(e,S) = d(A,S) = ~ 1.56

10
V4l
. Feladat: Hatarozzuk meg az ABCD csucspontu tetraéderben a B
pont tavolsagat az ACD siktél, ha

A(2,0;1) B(2,—-1;-5) C(0;3;5) D(-3;2;0)

Megoldas: Tehat egy pont és sik tavolsagat kell meghataroznunk. Ve-
gyiik észre, hogy ebben az esetben csak AC'D sik egy normélvektorat
kell meghataroznunk és a szamolast el tudjuk végezni.

Az ACD pontokra illeszkedd sik keresett norméalvektora mergleges az
zﬁ és AD vektorokra, ezért legyen

n=AC x AD

Hatarozzuk meg /ﬁ és E vektorokat.

AC = (—2;3,4)  AD = (=5;2; 1)
ij k
AC K AD =| —2 3 4|=—11i—22j + 11k
5 2 -1
A szamolas egyszertibb, ha
1
n=—(-11-2211) = (-L-21)  []n||=V6
,ﬁ (0 ~1,-6)
d(B,ACD) = ' NG 1.63
Hnll




7. Feladat: Hatarozzuk meg az e; és ey egyenesek tavolsagat, ha
er: r=1+4+t y=—t z=2 teR.

és
e : r=4-2] y=1+1 z=3-1 leR.
Megoldas: Nézziik meg el6szor, hogy milyen lehet a két egyenes kol-
csonds helyzete.
Mivel
vi=(1;-10) vz=(-21-1)

és az azonos index® koordinatak hanyadosai hanyadosai nem egyen-
16ek, azaz

1 -1 ,0
ST
a két vektor és igy a két egyenes is, nem parhuzamosak.

Vajon metszik-e egymast az egyenesek? Oldjuk meg a kovetkezd 6
egyenletbdél all6 egyenletrendszert.

r=1+t y=—t z=2
és
r=4—2p y=1+p z=3—0p

Vegyiik észre, hogy most egy olyan metszéspontot kereslink, amelynek
a harmadik koordinétaja 2.
Igy

3—p=2 = p=1

A p =1 paraméterhez tartozd pont az es egyenesen
(2,2;1)

De a kapott pont nem illeszkedik az e; egyenesre, mert nincs olyan t,
amelyre teljesiilne, hogy

1+t=2 és —t=2.

Tehét két olyan egyenesiink van, amelyek nem parhuzamosak és nem
is metszik egymast. Az ilyen egyeneseket kitérd egyeneseknek nevez-
ziik. Ekkor létezik két olyan parhuzamos S és Ss sik, hogy Si-re az e;
egyenes, az So-re pedig az eg egyenes illeszkedik. A két kitérs egyenes
tavolsdga pedig megegyezik a két parhuzamos sik tavolsdgaval, azaz
d(e1,e2) = d(S1,52). A két parhuzamos sik tavolsaga pedig visszave-
zethetd az egyik sikon lev§ pontnak a masik siktol vett tavolsagara.
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Adjuk meg az S sikon levs ey egyenes egy tetszéleges Aa-vel jelolt
pontjat.
Ha [ = 0, akkor

As(4;,1;3)

Tehat a keresett tavolsag megegyezik Ao pontnak S siktol vett tavol-
sagéval:
d(el, 62) = d(Sl, 52) = d(Al, 52)
Végezziik el a szdmolasokat.
Sziikségiink van az Sp sik egy pontjara és egy normalvektorara.

Mivel ey illeszkedik Si-re, ezért legyen t = 0, ekkor

A1(1;0;2)

Az S sik egy normalvektora meréleges e; és es egyenesekre, igy me-
r6leges azok vy és vg irdnyvektoraikra is, igy legyen

i j k
n=vyxvg=| 1 -1 0l=i+j—k
-2 1 -1

n=(1;1;,-1) |n|=v3

—
Szamoljuk ki A; As vektor koordinédtait.
e
A1 = (3;1;1)

A két parhuzamos sik tavolsiga:

3

= —=1.7
V3 V3

’3+1—1‘ 3

Tehét a két kitérs egyenes tavolsaga

3
d(el,eg) = d(Sl, Sg) = d(Al, SQ) = % = \/§ ~ 1.73

3.5. Teérelemek hajlasszoge és metszéspontja
3.5.1. Alapfeladatok
1. Feladat: Hatarozzuk meg az e és f egyenesek 5 hajlasszdgét, ha:
e: z=2-3t y=4+4+t z=t teR

r—3 22—y
R

f:
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Megoldas: Két metszé egyenes hajlasszoge megegyezik az egyenesek
altal kdzbezart kisebbik szoggel. Ha a két egyenes nem metszi egymast,
akkor parhuzamos eltolassal metszé helyzetbe hozhat6. Ez azt jelenti,
hogy 0° < B < 90° Ez a hajlasszog meghatarozhaté a két egyenes
irdnyvektoraval. Jeloljiilk az e és f egyenesek egy-egy irdnyvektorat
ve-vel és vy -fel. Ekkor a két egyenes 6 hajlasszogének koszinusza az
iranyvektorokkal kifejezve:

<Vev Vf>

cos) = —————
[Ivell - [[vell

Ha a két iranyvektor 0 hajlasszoge hegyeszog ((ve, ve) > 0), akkor

<Ve, Vf)

B8 =60 = arccos ———
[[vell - l[lvell

Ha az ket iranyvektor altal kozbezart 6 hajlasszog tompaszog ((ve, ve) <
0), akkor
<Ve7 Vf)

8 =m—60=m—arccos —————
[Ivell - [lvell

Olvassuk le az e és f egyenesek egy-egy ve és vy irdnyvektorat és
hatarozzuk meg a vektorok hosszat.

Ve = (—3;1;1) és [|vell = V11

Az f irdnyvektoranak megadasahoz el6bb irjuk 4t az egyenes egyenlet-

rendszerét.
f r—3 y—2 z-5
’ 2 -3 1

Innen:

ve=(2,-3;1) & |lvg]| = V14
Mivel
(Ve,vg) = —6—3+1=-8,

a két irdnyvektor hajlasszogének koszinusza:

<Ve,Vf> _8
cosf = = ~ —0.65
[[vell - |lvell V1114

Mivel (ve,ve) < 0, a két irdnyvektor tompaszoget zar be és

0 = arccos ———— = arccos(—0.65) ~ 130, 14°

V1114

Tehat
B8 =m— 60~ 49.86°
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2. Feladat: Hatarozzuk meg az e egyenes és y tengely 8 hajlasszogét, ha:
e: x=4 y=4—-1 2=3+42t teR

Megoldas: Els6 1épésként meg kell adni a két egyenes egy-egy irany-
vektorat és azok hosszat:

ve=(0;4;2) & |[ve|]| =20

vy =j=(0;1;0) &  [lvyll=1
A két iranyvektor skaléaris szorzata:

(Ve,Vy) =4 >0,

tehat a két iranyvektor altal kézbezart 0 sz6g hegyesszog és

4
cosf = Ve, vy) ~ 0.89

[Ivell - [[[vyll — v/20

Igy
B =0 =~ arccos 0.89 ~ 27.13°
3. Feladat: Hatarozzuk meg az A(2;3; —1), B(5;4,3), C(2,—1;6) és D(—1,—3;2)
paralelogramma atléinak hajlasszogét.

(Az A és C a szemkozti csucsok. )
Megoldas: Adjuk meg a két atlo egy-egy iranyvektorat és ezek hosszat.
Az AC 4tl6 egy iranyvektora:

vac = AC = (0;-47) ¢ [lvacl = V65
Az BD 4tlo egy iranyvektora:
vep = BD = (=6;-7;—1) e |lvep| = V&6
A két irdnyvektor skalaris szorzata:
(vac,vBp) =21 >0

Ekkor a két iranyvektor 6 hajlasszégének coszinusza:

21
cosf = (vac,vep) _ ~ 0.28

\lvac|| - l|lvepl| V6586

Innen a két irdnyvektor hajlédsszoge:

~ arccos(0.28) ~ 73.59°
Tehat a két atlo 5 hajlasszoge:

B = 0 =~ arccos(0.28) =~ 73.59°
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4. Feladat: Hatarozzuk meg S és Sy [ hajlasszogét, ha:
S1 z—-2y+3z=15 Sy: 3x—2z2=0.

Megoldas: Két metsz§ sik hajlasszogén az altaluk kézbezart kisebbik
szoget értjiik, tehat 0° < 8 < 90°. A keresett szoget a sikok normaél-
vektoraival fogjuk meghatarozni. Jeldljiik az Sy és So sikok egy-egy
normalvektorat ni-gyel és ng -vel.

Ha a két normaélvektor 8 hajlédsszoge hegyesszog, akkor
<1’l]_, l’]_2>
[l [[ - [[nz]]

Ha a két normalvektor 0 hajldsszige tompaszog, akkor

B = 0 = arccos

(n1,nz)

8 =m—60=m—arccos ———————
[ ] - [|m]]

Olvassuk le el§szdr a normalvektorokat, majd hatarozzuk meg a vek-
torok hosszat.

ny = (1;-2;3) [jma| = V14
nz = (3,0;-1) |nzf| = V10
A két normalvektor skaléris szorzata:
(n1,n2) =0
Vagyis a két vektor és igy a két sik is meréleges egymasra.
Azaz =60 = 90°.

5. Feladat: Hatarozzuk meg S sik és a koordindtarendszer xz sikjanak
hajlasszogét, ha:
S: z=br+4y

Megoldas: Irjuk fel a sikok normalvektorait!
S: br4+4y—2z=0 n=(54;-1) n|| = V42
Az xz sik egy normalvektora pedig:
nx, =j=(0;1;0) [Inx|/=1
A két normalvektor skaldris szorzata:
(n,ny,) =4 >0,

a két normalvektor hegyesszoget zar be és

4
cosf = (0 nr) ~ 0.6172

] - [llnxal| — V42

Tehat
B = 6 =~ arccos(0.6172) ~ 51,89°
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6. Feladat: Hatarozzuk meg S sik és az e egyenes 3 hajlasszogét, ha:

S: z4+y+z=1 er T=-y=g
Megoldas: Egy sik és egy egyenes hajlasszogén az egyenes és sikra esd
merdéleges vetiiletének hajlasszogét értjiikk. Az abran ezt a szoget [-val
jeloltiik. A definicié alapjan 0° < 8 < 90°.

Ha ismerjiikk a sik egy n normalvektordt és az egyenes egy v irdny-
vektorat, akkor ismerjiik ezen két vektor a hajlasszogének koszinuszat

18.
[ - {[v]]

Ha o = g, akkor a sik és az egyenes parhuzamosak, vagyis a hajlas-
szogilk g = 0°.
Ha a < g, akkor:

Ha a > g, akkor:

Az § sik egy normalvektora:
n=(L11) |n=v3

Az e egyenes egy iranyvektora:

v=(1,-L2) |v[=+6

A két vektor skalaris szorzatas:

(n,v) =2>0
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T
Tehat a < 5 ezért:

(n,v)

™ m
@ — — — arcCosS ———————— — — — aICCoS ——

g _
2 2 - [lvl] 2 V18

Tehat
a =~ 61.87° és B~ 28.12°

. Feladat: Hatarozzuk meg S sik és a z tengely 5 hajlasszogét, ha:
S: 2¢x—-3y—4z=25
Megoldas: Az S sik normélvektora:
n=(2,-3-4) |n||=v29
A z tengely iranyvektora:
v=k=(0,0;1) [lv]| =1
A két vektor skalaris szorzata:
(n,v) =—-4<0

A két vektor altal bezart o > g, ezért:

—4
B=a—— :arccosﬁ—z = arccos —— — ~
2 [ [lv]] 2 V29 2

Tehét
o~ 138° és B &~ 138° — 90° =~ 48°

. Feladat: Hatérozzuk meg az S sik és az e egyenes metszéspontjat, ha:
S: x—2y+52=20 e: z=t4+2 y=t—2 2=3t teR

Megoldas: Keressiik azt az M (z;y; z) pontot, amely illeszkedik az
sikra és az egyenesre is. Ha létezik koz6s pontjuk, akkor lennie kell egy
olyan t paraméternek, amellyel meghatarozva az egyenes egy pontjat,
az rajta van a sikon is.

Helyettesitsiikk be a keresett pont koordinatiinak, azaz x,y, z-nek a
paraméteres alakjat a sik egyenletébe, majd oldjuk meg az egyenletet
t-re.

(t+2)—2(t—2)+5(3t) =20

Rendezve:
14t = 14 = t=1
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10.

Az egyenes t = 1 paraméteréhez tartoz6 pontja: M (3, —1;3) és ha jol
szamoltunk ez egyben a sik egy pontja is.

Ellenérizziik szamitasunkat. M koordinatait helyettesitsiik be a sik
egyenletébe.

3—2(-1)+5-3=20
Az egyenldség teljesiil, az M (3, —1;3) pont illeszkedik az S sikra és e

egyenesre is.

Feladat: Hatarozzuk meg az S sik és koordinatatengelyek metszés-
pontjait, ha:
S: 3r—y+42=24
Megoldas:
Hatarozzuk meg el6szor az = tengellyel valé metszéspontot.

Az x tengelyre olyan pontok illeszkednek, amelyeknek az els§ koordi-
nataja barmilyen valés szam lehet, de a masodik és harmadik koordi-
natdja mindig 0.

Tehat keressiik a sfk azon pontjat, amelyre y = z = 0.

Behelyettesitve a sik egyenletébe 3z = 24, azaz x = 8.

A sik és x tengely metszéspontja: M,(8;0;0).

Hasonlé megfontolassal az y tengellyel alkotott metszéspont elsd és
harmadik koordinataja 0, azaz x = z = 0. Behelyettesitéssel kapjuk,
hogy y = —24.

Tehat a sikot az y tengely az M, (0, —24;0) pontban metszi.

A z tengellyel vett metszéspontot megkapjuk, ha keressiik a sik azon
pontjat, amelyre x = y = 0. Ekkor z = 6.

Tehat a sik és a z tengely metszéspontja: M, (0;0;6)
Feladat: Hatarozzuk meg a két egyenes metszéspontjat, ha:
f: =342t y=14t z=2—-t teR

e: z=p—1 y=2+42p 2=1-2p peR

Megoldas: Keressiik azt az M (z,y; z) pontot, amely illeszkedik mind-
két egyenesre. Ha a két egyenesnek létezik k6zos pontja, akkor lennie
kell olyan ¢ és p paraméterértékeknek, amelyekre az e és f egyenes
egy pontjanak mindharom koordinatija megegyezik. Igy a kovetkezs
egyenléségeket irhatjuk fel.

p—1=3+2t 242p=1+1¢ 1-2p=2-1¢
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11.

Vialasszuk ki az els6 két egyenlet és hatarozzuk meg t és p paraméte-
reket.
p—1=34+2t 2+2p=1+1¢

A maésodik egyenlet (—2)- szeresét hozzdadjuk az elsd egyenlethez, ek-
kor t kiesik, és p értéke meghatarozhaté.

p—1=3+2t —4—-4p=-2-2¢

—3p—-5=1 = p=-2
Behelyettesitve p értékét az els§ egyenletbe : t = —3.
Kaptunk t-re és p-re is egy -egy értéket, de meg kell nézni, hogy ezek
teljesitik -e a harmadik egyenletet is!

1-2.(-2)=2—(-3)=5

Az egyenlGség teljesiil, ez pedig azt jelenti, hogy létezik metszéspont.

Még a kozos metszéspont koordinatait kell megadni. Ez a kdzs pont
meghatarozhatd a ¢t paraméterrel az f egyenesrél vagy p paraméterrel
az e egyenesrdl is.

Ha t = —3, ekkor a metszéspont: M(—3;—2;5).

Megjegyzés: Szimolasunkat fejben ellendrizziik le p = —2 behelyettesi-
tésével.

Feladat: Hatarozzuk meg az e és f egyenesek metszéspontjat, ha:

e: =642t y=-34+¢t z2=94+5t teR

o x—=3 y+4 z-3

I 5 2 6
Megoldas: Az el6z6hoz hasonlo a feladat, ha f egyenes egyenletrend-
szerét, atirnank paraméteres alakra, akkor ugyantgy megoldhatjuk a
feladatot.

De ebben az esetben van egy egyszertibb megoldas is.
Helyettesitsiik be az e egyenesnél szerepld x, y, z kifejezések paraméte-
res alakjat az f egyenes egyenletrendszerébe.
6+2t—3 —-3+t+4 9+45t-3
5 B 2 B 6

f:
Rendezve:
p. 32 _tH1l 645t
‘ 5 2 6
Ez harom egyenletet jelent és csak egy ismeretlent.

342t 41

) 2
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12.

3+2t 645t

5 6
t+1  6+5t
2 6

Vegyiik az egyik egyenletet, oldjuk meg t-re és nézziik meg, hogy a
kapott érték megoldasa-e a masik két egyenletnek is.

3+2t  t+1

5 2
Megoldva: t = 1.
Meg kell nézni, hogy a kapott értékre teljesiil- e harmadik egyenlet!

t+1 645t
2 6

Mivel 1+1  6+5
57 6

Ez azt jelenti, hogy a masodik egyenlete mar nincs értelme vizsgalni,
ugyanis nincs olyan pont, amelyik illeszkedne mindkét egyenesre.

Feladat: Hatarozzuk meg az e egyenes és a koordinatarendszer xz
sikjanak a doféspontjat, ha:

e: x=4—-t y=-242t z=5 teR.

Megoldas: Adjuk meg az zz sik egyenletét: a sik illeszkedik az origora
és norméalvektora a j = (0,1;0) vektor.

Tehat
0(x—0)4+1(y—0)4+0(z—0)=0
Ebbél az xz sik egyenlete: y =0 és x,z € R.

Ez egy olyan specidlis sik egyenlete, amelyre illeszkeds pontok mésodik
koordinataja mindig 0, a méasik kett§ barmilyen valés szdm lehet.

Ezzel a feladat arra egyszertisodik, hogy adjuk meg az e egyenes azon
pontjat, amelynek a masodik koordinataja éppen 0.

Mivel az egyenes egyenletrendszerébdl y = —2 + 2¢, ha y = 0, akkor
t=1.
Tehét a metszéspont az e egyenes ¢ = —1 paraméteréhez tartozéd
pontja:

M(3,0;5)
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3.5.2. Osszetett feladatok
1. Feladat: Hatarozzuk meg az ABC'D tetraéderben az AB oldalegyenes
felez6merdleges sikjanak és a C'D oldalakegyenes hajlasszdgét, ha:
A(4;7,6) B(0;1;—-2) C(-1;5;3) D(4;-5;2).

Megoldas: Vegyiik észre, hogy a hajlasszdg meghatarozasihoz nekiink
nincs sziikségiink a felez6merdgleges sik egyenletére és a C'D egyenes
egyenletrendszerére. Elég ismerni a stk egy normalvektorat és az egye-
nes egy iranyvektorat.

Az AB szakasz felez6meréleges sikja pedig meréleges az AB szakaszra,
igy a sfk egy normalvektora legyen éppen

AB = (—4; —6; -8)

vektor.

Az egyszer(ibb szamolds miatt valasszuk inkabb az
1
n = —§A_B> — (2;3;4)

vektort.
A CD oldalegyenes egy iranyvektor:
v=CD = (5,—10; 1)

A két vektor skalaris szorzata:
(n,v) =-24<0
A két vektor hossza:
[In|=v29  |lv|]|=V126
A két vektor o hajlasszog:

(n,v)  —24
VI [nfl - v29v/126

Mivel a > g, ezért a felezmersleges sik és az oldalél S hajlasszoge:

CosS @ =

—-24
B:a—z:arccos&—w = I
2 [Infl-{lv]] 2 V20V126 2

Tehat
o ~ 107.65° és 8~ 17.65°
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2. Feladat: Hatarozzuk meg az ABCD tetraéderben az ABC és BC'D
oldallapok altal bezéart szoget, ha:

A(4;7;6) B(0;1;—2) C(—1;5;3) D(4;-5;2).

Megoldas: Két sik hajlasszoge megadhat6, ha ismerjiik a sikok nor-
malvektororainak a hajlasszogét. Tehat allitsuk el a feladatban sze-
repld sikok egy-egy normalvektorat.

Az ABC oldallap normélvektora egy olyan vektor lehet, amely me-
r6leges AB és AC' vektorokra, ezért valasszuk normaélvektornak az
1@ X ﬁ vektort.

Hasonlé megfontolasok alapjan a BCD oldallap egy normalvektora
pedig legyen Eﬁ x BC' vektor.

Képezziik a vektoridlis szorzatokat.

AB = (—4;—6,-8)  AC = (=5;-2;-3)

ik
ABx AC =| —4 —6 —8|=2i+28j — 22k
5 —2 -3

Az ABC oldallap normalvektora az egyszertibb szamolds miatt legyen:

1
ny = (20 +28) — 22k) =i + 14j - 11k

g || = /12 + 142 + (—11)2 = V/318
BD = (4;—6;4) BC = (~1;4;5)
i

J
BDxBC=| 4 —6

-1 4 5

k
4 |= —46i — 24j + 10k

Az BCD oldallap normalvektora legyen:

1
ng = — 5 (—46i — 24j + 10k) = 23i + 12j - 5k

|In2| = /232 + 122 4 (—5)2 = V698
<n1, n2> = 246
A két normalvektor hajlasszoge:

246
V318698

0 = arccos
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0 ~ 58.52°
A két oldallap hajlasszoge:

246
V3184698

B ~ 58.52°

B = 0 = arccos

. Feladat: Hatarozzuk meg az ABCD tetraéderben az ABC oldallap és
az AD oldalegyenes altal bezart szoget, ha:

A(4;7,6) B(0;1;—-2) C(-1;5;3) D(4;-5;2).

Megoldas: A hajlasszég meghatarozasahoz elegendd ismerni az ABC
oldallap egy norméalvektorat és az AD oldalegyenes egy iranyvektoréat.

Hasznéaljuk fel, hogy az eléz§ feladatban mar meghataroztuk az ABC
oldallap egy normélvektorat.

np =i+ 14j— 11k
||n1|| = V318
Az AD oldalegyenes egy irdnyvektora lehetne az:
AD = (0; —12; —4)
vektor, de az egyszertibb szdmolas miatt legyen inkabb
1
v= _ZE —(0:3:1)  ||v]| = V10.
Mivel
(n1,v) =31
az irdnyvektor és normalvektor a hajlasszoge:

31
o = arccos —————

V318 - /10
8= g —a~x g —0.989 ~ 90° — 56.65° ~ 33.35°
. Feladat: Hatarozzuk meg az e egyenes és S sik k6z6s pontjat, ha:

z—295
4

:L‘—2_

3

S: x4+2y—2=7 e: %

Megoldas:
1. megoldas: A kézos M pont koordinatai legyenek: (xo;yo; 20)-
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Az egyenes egyenletrendszerébdl tudjuk, hogy

ro—2 Yo
3 3

azaz

To = Yo + 2.
Magsrészt

Yo 20— 9O

3 4
tehat

4
20 = gyo + 5.

A harom ismeretlen koordinatabol sikeriilt kettst, az xo-t és zg-t az
yo-val kifejezni. Ha a kapott kifejezéseket behelyettesitjiik az S sik
egyenletébe, akkor yo-ra kapunk egy egyenletet.

4
(Yo +2) + 2yo — <3yo+5> =7

Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy yo = 6.
Ekkor zg = 8 és zg = 13.
Tehat a kozos pont koordinatai: M (8;6;13).

2. megoldas: Adjuk meg az egyenes egyenletrendszerét paraméteres
alakban.

Ha az egyenes egyenletrendszere:

r—2 'y z-95
== =t teR
3 3 4 ’

akkor paraméteres alakban:
e: =243 y=3t z=5+4 teR.

Keressiik meg a metszésponthoz tartoz6é t paraméter értékét. Ezért
helyettesitsiik be az x,y és z paraméteres kifejezéseit a sik egyenletébe
és oldjuk meg t-re az egyenletet:

(243t) +2(3t) — (5+4t) =7

Az egyenletet megoldva: t = 2.
Az egyenes t = 2 paraméteréhez tartozo pontja: M(8;6;13).

190



5. Feladat: Hatarozzuk meg az e egyenes és S sik kdzos pontjat, ha:

-1 -3
S 2¢x—-3y+32=5 e: x73 :y—5223

Megoldas: Adjuk meg az e egyenes egyenletrendszerét paraméteres
alakban.
x—1 5 z—3 ;
3 YTPT e T

r=1—-3t y=56+t 2=3+3t

Helyettesitsiik be a kapott kifejezéseket a sik egyenletébe!
2(1-3t) —3(5+1t)+3(3+3t)=5

Rendezve:
0-t—4=>5

Az egyenlet rendezése utan leolvashatd, hogy nincs olyan ¢ paraméter-
érték, amelyre az egyenléség teljesiil. Ez azt jelenti, hogy nincs az S
siknak és az e egyenesnek kozds pontja.

Vajon hogyan lehetséges ez? Egy siknak és egy egyenesnek akkor nincs
metszéspontja, ha a stk parhuzamos az egyenessel. Nézziik meg tényleg
ez az eset all-e fenn.

A parhuzamosséig csak akkor allhat fenn, ha a sik normélvektora me-
r6leges az egyenes irdnyvektorara:

n=(2-33 v=(-3;1;3)
Irjuk fel a két vektor skalaris szorzatét:
(n,v) =—6—-3+9=0

Mivel a skaléaris szorzat 0, a sik normalvektora meréleges az egyenes
irdnyvektorara, tehét a feladatban szerepld sik és egyenes valéban par-
huzamos.

6. Feladat: Hatarozzuk meg az e egyenes és S sik kdzos pontjat, ha:

S: 2x—-3y+32=5 e: z=1 y+1==z.

Megoldas: Keressiik meg a sik azon pontjat, amelyre x = 1 és 2z =
y + 1. Végezziik el a behelyettesitést.

2-3y+3y+1)=5

Rendezve az egyenletet:
0-y+5=5
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Mivel a rendezés utan kapott egyenlet tetszéleges y érték mellett tel-
jesiil, ezért az egyenes barmely pontja illeszkedik a sikra, azaz az e
egyenes rajta van a sikon.

Megjegyzés: Mivel egy sik normalvektora mer6leges minden egyenesre,
amelyik a sfkra illeszkedik, ezért ha megnézziik az egyenes irdnyvektora
és sik normalvektora most is merdleges egymasra (skalaris szorzatuk 0).

. Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi két sik kozos f metszésvonalanak
egyenletrendszerét, ha:

S1: 2x—-3y+2z=-10 So: dx+y—2z=0

Megoldas: A metszésvonal csak akkor 1étezik, ha a két sik nem péar-
huzamos.. Olvassuk le a sikok normalvektorait és frjuk fel az azonos
index(i koordinatak hanyadosait.

ny = (2-31) np=(4L-1)
2 -3 1
1717
tehat a két normalvektor nem parhuzamos, igy a sikok sem. A két

siknak létezik metszésvonala.

1. megoldas: Egy egyenes egyenletrendszerének megadasahoz sziiksé-
giink van egy pontra és egy irdnyvektorra.

A két sik metszésvonalara olyan pontok illeszkednek, amelyek megol-
désai a kovetkezd egyenletrendszernek.

2¢0 —-3y+2 = —-10
de+y—2z = 0

Ez egy két egyenletbél all6 harom ismeretlenes egyenletrendszer, ami-
nek tudjuk, hogy létezik végtelen sok megoldasa (a két sik metszi egy-
mast). Ebbdl egyet megkapunk, ha az egyik ismeretlent szabadon va-
lasztjuk.

Ha példaul = = 0, akkor az az egyenletrendszeriink:

-3y+z = -10
y—z = 0

A két egyenletet 6sszeadva kapjuk, hogy y =5 és z = 5.
Tehat a metszésvonal egy pontja: A(0;5;5).
Kell még egy iranyvektor!
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Vegyiik figyelembe, hogy a keresett f egyenes illeszkedik mindkét sikra,
igy mer6leges lesz mindkét sik normalvektorara. Az ny és na normél-
vektorok leolvashat6ak, ekkor a mindkét vektorra merdleges vektor le-
gyen éppen a két vektor vektoridlis szorzata, azaz v = nj X ns.

n; = (2;-31) ng=(41;-1)

i j k
Ve =1N71 X Ng = 2 =3 1 :21+6J+14k
4 1 -1

Tehat a két stk metszésvonalanak egyenletrendszere:

) f_y—5_z—5
I 2 6 14

2. megoldas: A feladat tgy is megoldhato, ha a metszésvonalrol nem
egy, hanem két pontot olvasunk le, és ezen pontok segitségével megad-
hatunk egy irdnyvektort.

A metszésvonal : A(0;5;5) pontjat mar ismerjiik. Olvassunk le még
egy pontot a metszésvonalrél, azaz adjunk meg egy mésik megoldasat
az egyenletrendszernek.

20 —3y+2 = —-10
de+y—2z = 0

Adjunk az egyik koordinatanak egy tetszéleges értéket. Legyen példaul
y = 2. (Barmilyen valds szamot behelyettesithetiink, de arra tigyeljiink,
hogy a szamolés gyorsan elvégezhets legyen.)

Ekkor az egyenletrendszer:

2r—64+2 = -—-10
dr+2—2z = 0

Adjuk 6ssze az egyenleteket:
6x = —06, azaz = = —1

Ha z = —1és y =2, akkor z = —2.
Tehat egy masik pont a metszésvonalrol: B(—1;2; —2).
Az A(0;5;5) és B(—1;2; —2) pontokra illeszked§ egyenes egy iranyvek-
tora:
v=AB=(-1;-3;-7)

Az f metszésvonal egyenletrendszere B pontra felirva:

r+2 y—-2 2z+2

teR
T T 3 T 7 *'f

f:
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3.6.
. Feladat:

Megjegyzés: Ugy tiinik, hogy egy teljesen mas egyenletet kaptunk. Pe-
dig ez ugyanaz az egyenes, csak az egyenletrendszer alakja méas. Ha-
sonlitsuk Ossze az irdnyvektorokat.

(—1;-3;-=7) és (2;6;14)

Mivel
—2(=1-3;-7) = (2;6; 14)

a két egyenes parhuzamos. Vizsgaljuk meg, hogy az el6z6 megoldasnal
kapott

egyenes dtmegy- e a B ponton.
Helyettesitsiik be az egyenletrendszerbe B pont koordinatait.
-1 2-5 -2-5 1

2 6 14 2

Az egyenl@ség teljesiil, tehat valoban ugyanazon egyenes két kiilonb6z§
alakjat sikeriilt felirni.

Vegyes Osszetett feladatok

Tiikrozziik az e egyenest a P(1;2;3) pontra, ha
e: z=3—-t y=-2+4t z=-142t t€ R.

Irjuk fel a tiikérkeép paraméteres alakjat.

Megoldas: A tiikorkép az e egyenessel parhuzamos egyenes. Ezért az
e egyenes egy irdnyvektora egyben a tiikorkép egy irdnyvektora is.

4 e

Olvassuk le az e egyenes egy iranyvektorat:
v=(-1;1;2)
Sziikségiink van még a keresett egyenes egy pountjara. Vegyiik észre,

hogy az e egyenes egy tetszGleges A pontjat a tiikrézés egy olyan B
pontba viszi at, amelyre az AB szakasz felezéspontja éppen a P pont.
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Adjuk meg e egyenes egy pontjat. Legyen t = 0, ekkor
A(3;-2;-1)

Mivel P felezéspont, a koordinatakra a kivetkezd egyenlségeket irhat-
juk fel:

b 3+b
al;rlzpl azaz le:1 = b=-1
b —24+b
a2—21—2:p2 azaz ;—222 by =6
a -+ b —1 4+ b
a3+3:p3 azaz +‘5:3 by =17
2 2
A B pont koordinatakkal megadva:
B(—1;6;7)
A tiikorkép paraméteres alakja:
e r=—-1—t y=6+4+t 2=7+2t te R

. Feladat: Tiikrozziik az S sikot az P(2;3;4) pontra, ha
S: 2x—3y+4z=15.

Irjuk fel a tiikérkép egyenletét.

Megoldas: A tiikérkép ebben az esetben egy sik lesz, amely parhuza-
mos az eredeti sikkal. Ezért az S sik egy normélvektora a tiikkdrkép egy
normalvektora is.

Olvassuk le az S sfk egy normalvektorat:
n=(2;-3;4)

Sziikségiink van a keresett S’ sik egy pontjara. Hasznaljuk fel, hogy
az S sik egy tetszGleges A pontjanak a tiikorképe egy olyan B pont,
amelyre ADB szakasz felezéspontja éppen a P pont lesz.

Olvassunk le egy pontot az S sikrol.

Két koordinatat szabadon valaszthatunk. Legyen z = 2z = 0. Behelyet-
tesitve a sik egyenletébe: y = —5.

Az S sik egy tetszbleges pontja koordinatakkal megadva:

A(0; —5;0)
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®
S

.P

B
S’

A B pont koordinatainak meghatarozasahoz a kovetkezs egyenltsége-
ket irhatjuk fel:

b 0+0
a1+1:p1 azaz +1:2 = b =4
2 2
b -5+
a2+2:p2 Azaz +2:3 = by=11
2 2
b 0+ b
a3—2+—3:p3 azaz +3:4 = b3=8
A B pont koordinatakkal megadva:
B(4;11;8)
A S tiikérképének egyenlete:
S’ 2@ —4)—-3(y—11)+4(z—8) =0
Rendezve:
S 20 -3y +4z2 =7

. Feladat: Irjuk fel az e és f parhuzamos egyenesek sikjaban levs,veliik
parhuzamos és t6liikk egyenls tavolsagra fekvs g egyenes egyenletrend-
szerét, ha

e: x=24t y=34+2t z2=-2t t€ R

f: x=—-l y=5—-2l z=4+2] l€ R

Megoldas: Készitsiink abrat.

Nézziik meg, tényleg parhuzamosak az egyenesek?
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A két egyenes egy-egy iranyvektora:
ve=(1;2,-2)  vg=(-1-2;2)

Mivel ve = —v¢, a két egyenes val6ban parhuzamos.

Ha a keresett g egyenes parhuzamos e-vel és f- fel, akkor g irdnyvektora
legyen
Vg = Ve = (1;2; _2)

Meg kell adnunk g egyenes egy pontjat. Ha vesziink az e és f egye-
nesekrél egy-egy tetsz6leges pontot, akkor az altaluk meghatarozott
szakasz felezéspontja éppen a g egy pontja lesz.

Olvassunk le egy-egy pontot az egyenesekrdl. Legyen mindkét paramé-
ter nullaval egyenld, azaz t = = 0.

A(2;3;0)  B(0;5:4),

ahol A az e egyenes, B pedig az f egyenes egy pontja. Az A és B
pontok F' felezéspontjanak koordinatai:

F(1;4;2)
A keresett g egyenes egyenletrendszere:

1 y—4 z—-2
: r—1=%2— =
g 2 —9

. Feladat: Hatarozzuk meg az e egyenesnek az S sikra es§ merdleges
vetiiletének egyenletrendszerét, ha

e: x=8+5t y=74+6t z=-3-8 t€ R
és
S: 2x+4y—2z=>5.
Majd hatarozzuk meg az e egyenes és vetiiletének a hajlasszogét.

Megoldas: Ha egy egyenes mer6leges egy sikra, akkor az egyenes ve-
tiilete egy pont lesz. Minden més esetben egy egyenest kapunk. Nézziik
meg, hogy meréleges-e az e egyenes az S sikra.
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Olvassuk le egy iranyvektort és egy normalvektort.
ve=(56,-8) n=(24;-1)

Ha a két vektor parhuzamos, azaz egyik a masik szdmszorosa, akkor e
és S merdélegesek egymasra.

Mivel az azonos indext koordinatdk hanyadosai nem egyenléek, e és S
nem mer&legesek.

Tehét a vetiilet képe egy egyenes lesz. Ennek az egyenesnek a meg-
hatarozasahoz kell két pont az egyenesrsl. Az egyik pont legyen a Qg
metszéspont, ha létezik.

/

/B

Ha az S siknak és az e egyenesnek létezik kozos pontja,akkor kell hogy
legyen egy olyan t paraméterérték, amellyel x,y, z-t meghatarozva az
egyenesen, a kapott pont illeszkedik az S sikra is. Igy elgszor hataroz-
zuk meg t paraméter értékét.

Az e egyenes egyenletében szerepld x,y, z paraméteres alakjat helyet-
tesitsiik be a sik egyenletébe.

2(8 4 5t) +4(7T+6t) — (—3 —8t) =5

Rendezve
42t +47=5 = t=-1

A @1 metszéspont koordinatai:
@1(3;1;5)

Kell egy masik pont is a keresett egyenesrdl. Olvassuk le e egyenes egy
pontjat, példaul a B(8;7; —3) pontot, ha ¢t = 0.
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Hatérozzuk meg a B pont meréleges vetiiletét! Irjuk fel annak az f
vetitGegyenesnek az egyenletrendszerét, amely merdleges az S sikra és
atmegy B ponton. Az S sik és az f vetitGegyenes metszéspontja éppen
a vetiiletpontot adja, amit jeloljink @Qs-vel. Mivel f mer6leges az S
sikra, igy f vetitGegyenes egy irdnyvektora megegyezik az S sik egy
norméklvektoraval.

vi=n=(2;4;-1)

f: z=8+2t y=7+4 z=-3-t teR
Hatarozzuk meg f egyenes és S sik metszéspontjat!
284+2t) +4(7T+4t) — (-3—-1t)=5
Az egyenletet megoldva:
t=-2 = @Q(4-1L-1)

Most mér ismerjuk az €’ vetiiletegyenes két pontjat, Q1-t és Qo-t.

Ekkor
Q1(3;1;5) Q2(4;—1,-1)

Ve = Q1Qs = (1;-2; —6)
A vetiilet €’ egyenletrendszere Q1 pontra felirva:
e: x=3+t y=1-2t 2=5-6t tcR
A szdg meghatarozasahoz sziikségiink van a két egyenes iranyvektorara.
Ve =(56,-8) ve=(1;-2-6)

Hatarozzuk meg a két irdnyvektor altal bezart o hegyesszogét:

|(Ve, Ver)| 41
cosa = = ~ 0.5727
[[vell - [Iver]]  v/125V/41
a = 55.06°

Tehat az e egyenes és €/ mer6leges vetiiletének hajlasszoge

a = 55.06°

. Feladat: Hatarozzuk meg annak a B pontnak a koordinatait, amelyet
az A pontnak az S sikra valé tiikrozésével kapunk, ha

A(4;-3;7) S: 3z+5y—2z=059.

Megoldas: Adjuk meg az A pontnak a sfkra esé merdleges vetiiletét,
a D pontot, majd erre a pontra tiikrézzlk az A pontot.
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Irjuk fel elészor az A ponton atmend és S sikra meréleges f vetits-
egyenes paraméteres egyenletrendszerét. Ennek irdnyvektora ugyanaz,
mint az S sik normalvektora.

vi =n=(3;5;—-2)
f: =443t y=-3+5t z2=7-2t teR

Hatarozzuk meg az f egyenes és S stk D metszéspontjanak koordina-
tait.
3(443t) +5(—3+5t) —2(7 —2t) =59

Az egyenletet megoldva:
t=2 = D(10;7;3)

Mivel D pont felezi az AB szakaszt, a keresett koordinatakra a kovet-
kezG egyenléségeket irhatjuk fel:

b 44+b
‘“’glzdl araz 10 = b =16
b — b
s 2 —py  azaz i 27 by =17
2 2
b 7+ b
a3—2|—3:p3 azaz —;3:3 by = —1

Tehat a tiikorkép koordinatakkal megadva:

B(16;17;-1)
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6. Feladat: Hatarozzuk meg annak a B pontnak a koordinatait, amelyet
az A pontnak az e egyenesre valo tiikrézésével kapunk, ha

A(4 -3 7) e: x=7+3t y=4+t z=1-2t teR

Megoldas:

Az el6z6 feladathoz hasonldéan hatarozzuk meg az A pont E merdleges
vetiiletét az e egyenesen, majd tiikrozziink erre a pontra. Most adjuk
meg annak az S’ siknak az egyenletét, amely atmegy A ponton és
meréleges e egyenesre. Vegyiik észre, hogy S’ sik egy norméalvektora
egyben az e egyenes egy irdnyvektora is.

Ezért olvassuk le egy iranyvektorat!
Ve = (3;1;-2)
Az S’ sik egy normélvektora:
n=ve=(3;1;-2)
Az S’ sik egyenlete A pontra felirva:
3z—4)+(y+3)—2(x—-7)=0

Rendezve.
S 3x+y—22=-5

Az E mer6leges vetiiletpont éppen S’ és e metszéspontja lesz.
3(7T+3t)+(4+1t)—2(1—2t) = -5

Az egyenletet megoldva:



Mivel E éppen az AB szakasz felezéspontja, ezért a koordindtakra a
kdvetkezd egyenléségek igazak:

44+b
+ o1 =1 = b =-2
2
-34+b
+ 0 =2 = bg =7
2
b-
Trbs g5 by =3
2
Tehét a tiikorkép koordinatai:
B(-2;7;3)

. Feladat: Irjuk fel annak az f egyenesnek az egyenletrendszerét, amely
illeszkedik .S sikra és merGlegesen metszi e egyenest, ha

S: 4dx+5y+z2=7

e: =542t y=4+6t z=4—-t teR.

Megoldas: Ha f illeszkedik a sikra és metszi e egyenest, akkor f rajta
van az S sikon és atmegy az S sik és az e egyenes M metszéspontjin.

Kezdjiikk a metszéspont meghatérozisaval.

Ha
S: dx+5y+2=7

e: r=50+2t y=4+6t z=4—-t teR
akkor helyettesitsiik be x,y, z paraméteres alakjat a sik egyenletébe.
454+2t)+5(4+6t)+(4—-t)=7

Az egyenletet megoldva, majd ¢ kapott értékét behelyettesitve e egyen-
letrendszerébe:

t=-1 = M(3;—-2;5)



Nézziik meg mit tudunk f iranyvektorarol.

Mivel f illeszkedik S sikra, igy f egy iranyvektora mer6leges az S
sik egy normélvektora. Mésrészt e és f merGlegesek egymasra, akkor
irdnyvektoraik is merélegesek.

A feltételeket figyelembe véve, legyen v = n X ve.

n= (451 ve=(2;6;—1)

ij k
Vi=nxve=|4 5 1|=—11i+6j+ 14k
2 6 —1

Tehat f egyenes egyenletrendszere az M metszéspontra felirva:

r—3 y+2 z-5
-1 6 14

f:

. Feladat: Létezik-e olyan v vektor (v # 0), amely az x,y, z tengelyek
pozitiv irdnyaval rendre o = 45° |3 = 60° és v = 120° szdget zar be? Ha
létezik, adjunk meg egy vele azonos irdnyu egységvektor koordinatait!
Milyen feltételnek kell teljesiilnie az «, 5, v szogekre, hogy létezzen ilyen
vektor?

Megoldas: Elgszor nézziik meg milyen «, 8,y szdgek esetén létezik
ilyen vektor. A vektort keressitk v = ( v; wy w3 ) alakban. Képez-
ziik v vektornak i, j és k egységvektorokkal alkotott skalaris szorzatat
koordinatakkal megadva, majd a definicié alapjan.

(vii)=v1-14v2-04+v3-0=v1 (v,i)=||v||-]|]i]|cosa = ||v|| cosa
Azaz:

v1 = ||v]|| cos a
(v.j) =v1-04v2-1+v3-0=0vy (v,i) = ||v]|-|[jl|cosa = [|v]| cos
Azaz:

vy = ||v|| cos B
Hasonl6an

(v,k) =v1-04v2-0+v3-1=v3 (v,i)=||v]|-||k|| cosa = ||v]|cos

vy = ||v|| cos~y
A kapott egyenleteket emeljiik négyzetre:

v? = ||v||? cos® a
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A héarom egyenletet dsszeadva:
v +v3 +v3 = ||v]|?cos® a + ||v]|? cos? B + |[v||* cos?
Kiemelve ||[v]|?-et:
v? + v3 + 03 = ||v]|*(cos® a + cos® B + cos® v)

Mivel v} + v3 +v3 = ||[v||? és ||v]| # 0, az egyszer(isités utén kapjuk,
hogy
2 2 2,
cos” o+ cos” B+ cos®y =1
feltétel teljesiilése esetén létezik olyan v vektor, amely az x,y, z tenge-
lyek pozitiv iranyaval rendre a ,5 és v szoget zar be.
Nézziik meg, hogy a feladatban szerepld szogek teljesitik-e a feltételt!

Mivel
45° = ! 60° = L 120° = L
cos =5 coS =5 cos =3
2 o 2 o 2 o 1 1
cos“45” + cos“60” +cos“120° = -+ -+ - =1
2 4 4

A feltétel teljesiil, létezik olyan vektor, amely az x,y, z tengelyek pozi-
tiv irdnyaval rendre o = 45°, = 60° és v = 120° szoget zar be.

A vektor koordinatainak megadéasahoz vegyiik figyelembe, hogy egy

egységvektort keresiink, azaz ||v|| = 1.
Igy 1
v; = ||v]| cosa = cos45° = —
1= |[v]| NG
° 1
vg = ||v]| cos B = cos 60 =3
o 1
U3ZHVHCOS’)/=C08120 :—5

Tehét a keresett egységvektor koordinataival megadva:

1 1 1
v [ .. =
V272" 2
. Feladat: Hogyan kell A és B paraméterek értékét megvalasztanunk az
S1 és Sy sikok egyenletében, hogy a S, So és S5 sikoknak
e egy kozos pontja legyen,

e egy egyenesre illeszkedjenek,
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e ne legyen kozos pontja a harom siknak, ha
Si: 2x—y+32—1=0
So: x4+2y—z+B=0
S3: x4+ Ay —6z+10=0.

Megoldas: A harom siknak akkor van egyetlen egy ko6z6s pontja,
ha egyetlen egy ( o yo 20 ) rendezett szdmharmas létezik, amely
mindharom sik egyenletét teljesiti. Azaz a harom sik egyenletébdl al-
kotott egyenletrendszernek pontosan egy megoldisa van.

A sikok egy egyenesre illeszkednek, ha végtelen sok olyan pontot, ren-
dezett szdmharmast talalunk, amelyek a stkok egyenleteit kielégitik.
Tehat egyenletrendszernek végtelen sok megoldéas.

Ha nincs kozds pontja a harom siknak, akkor nincs olyan rendezett
szamharmas, amely mindharom sik egyenletét kielégitené, azaz az egyen-
letrendszernek nincs megoldasa.

Tehat a feladatot atfogalmazhatjuk tgy, hogy hogyan kell A és B pa-
raméterek értékét valasztanunk, hogy az

2 — y 4+ 3z — 1 =0
r + 2y — z + B
r + Ay — 6z + 10 = 0

Il
o

egyenletrendszernek

e egy megoldésa legyen,
e végtelen sok megoldasa,

e ne legyen megoldasa.

Prébaljuk cstkkenteni az ismeretleneket. Példaul a méasodik egyenletet
vonjuk ki a harmadik egyenletb6l. Az 4j egyenletrendszer:

2r — y + 3z - 1 =0
r + 2y — z + B =0
(A-2)y — 5z 4+ 10—-B = 0
Majd a méasodik egyenlet kétszeresét vonjuk ki az els6 egyenletbsl.
— 59 + 5z — 1—-2B = 0
T + 2y — z + B =0
(A-2)yy — 5z + 10-B = 0
Ha az els6 egyenletet hozzdadjuk a harmadikhoz , akkor lesz egy olyan
egyenletiink, amiben mar csak egy ismeretlen lesz.

— 5y + b5z — 1-2B = 0
z + 2y — z + B =0
(A-=T)y + 9-3B = 0
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10.

- 3B
- Tehat egy megoldas akkor

létezik, ha az osztéast el tudjuk végezni, azaz A # 7. Ekkor B értéke
tetszdleges valds szam lehet.

A harmadik egyenlet alapjan y =

Ha A = 7 és B = 3, akkor csak két egyenletiink maradt és hiarom

ismeretlen.
— b5y 4+ bz — 5 =0
z + 2y — 2z + 3 =0

Az els6 egyenletbdl fejezziik ki z-t.
z=14+y
Helyettesitsiik be a masodik egyenletbe:
r+2y—(14+y)+3=0 = z=-y—2
Tehat az egyenletrendszer végtelen sok megoldésa van és
xr=—-y—2 z=14y é yeR

A kapott egyenleteket atalakitva egy egyenes egyenletrendszerét kap-

juk:

y=2z-—1 y=—-x—2 = —x-2=y=z—-1

Ha A =7 és B # 3, akkor az utolsé egyenlet :
9-3B=0
De ez egy ellentmondas, mivel tudjuk, hogy B # 3. Ez pedig azt jelenti,
hogy az egyenletrendszernek nincs megoldasa.
Foglaljuk 6ssze a kapott eredményeket.
Ha A # 7 és B € R, akkor egy kdzds pontja van a harom siknak.
Ha A =7 és B = 3, akkor egy egyenesre illeszkednek.
Ha A =7 és B # 3, akkor nincs kozos pontja a harom siknak.
Feladat: Az e egyenes mely C pontja van egyenld tavolsagra az A és

B pontoktél, ha
A(2;—4;7) B(0;—6;5)

e:x=-5+3 y=2t z=1-2t teR

Megoldas:

1. megoldas: Mivel két ponttoél egyenls tavolsagra levs pontok a térben
illeszkednek a két sik szakaszfelezs meréleges sikjara, a keresett pontot
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ezen a sikon kell keresniink. Masrészt a pont rajta van az e egyenesen
is. Tehat keressiik meg azt a (xo;yo;20) pontot, rendezett szamhéar-
mast, amely kielégiti a a felez6mersleges sik egyenletét és az egyenes
egyenletrendszerét is.

Irjuk fel a szakasz felezémerdleges sikjat!
Kell egy vektor, ami mer&leges a keresett sfkra.
zﬁ = (—2; —2; —2) éppen megfelel a feltételnek.

Ekkor legyen a sik norméalvektora:

:_,ﬁ (1,1;1)

Az AB szakasz F felezéspontja:
F(1;-5;6)
A szakasz felez6merdleges sikjanak egyenlete F' pontra felirva:
r+y+z=2

Az e egyenes egyenletrendszerében szerepld x, y, z paraméteres alakjat
helyettesitsiik be a sik egyenletébe.

(=5+3)+2)+(1—-2t) =2 = t=2

Tehat az egyenes t = 2 paraméterértékhez tartozo C' pontja van az A
és B pontoktdl egyenls tavolsagra:

C(1;4;-3)
2. megoldas: A feladat gy is megoldhato, ha keressiik azt a C(x;y; z)
—
pontot, amelyre ||CA|| = ||CB||.
Irjuk fel a tavolsagok négyzetét:
—

|CA|]? = (2—2)24+(—4—y)?+(T—2)? = (24+5—3t) 2+ (—4—2t) >+ (T—1+2t)?
HCAH2 (7 —3t)2 + (—4 — 2t)% + (6 + 2t)*

|CB|[? = (0—2)2+(—6—y)2+(5—2)% = (0-+5—3t)2-+(—6—2t)+(5—1+2t)?
H@\F (5 30)2 + (=6 — 20)% + (4 + 2¢)2

(7—3t)% + (=4 —2t)2 + (6 +2t)% = (5 — 3t)% + (=6 — 2t)? + (4 + 2t)?

Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy t = 2 és a keresett pont

C(1;4;-3)
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11. Feladat: Legyen
eg r=-244 y=2t z=-2+4t teR

eo z=2—1 y=1+1 z=-1+2] [€eR

Irjuk fel annak az S siknak az egyenletét, amely tartalmazza az e;
egyvenest és parhuzamos az ey egyenessel. Hatarozzuk meg az origo
tavolsagat a kapott siktol.

Megoldas: A sik egyenletének megadaséhoz kell egy pont a sikrél és
egy norméalvektor.

Mivel az e; egyenes illeszkedik a S sikra, igy az egyenes egy tetszéleges
A pontja megfelel a sik felirdsara.

Legyen példaul ¢t = 0, ekkor

A(—-2;0;—2)

Sziikségiink van a sik egy n norméalvektoréra.

Mivel e; illeszkedik S sikra, igy ve, Ln és mivel ey parhuzamos S sikkal,
akkor ve, 1 n. Tehat két ismert vektorra merdleges vektort keresiink.

Legyen
N = Ve, X Ve,

Végezziik el a szamolast!

Ve, = (4;2;1) Ve, = (—1,1;2)

= (3;-9;6)

Ve, X Vey =

— e
— N
NI

Az egyszer(ibb szamoléds miatt legyen :
1
n= g(ve1 X Ve,) = (1;-3;2)
Az S sik egyenlete A(—2;0; —2) pontra felirva:
S: z-3y+2z2=-6

Hatarozzuk meg S tavolsagat az origotol!

Tudjuk, hogy egy P pont tavolsiga egy @ pontra illeszked, n normél-
vektort sfktol :

L lp—am)| _ [QP,m)
s [In]] [In]]
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Most a P pontnak az origé, a sikra illeszkeds @ pontnak pedig A felel
meg.

(—a,n)| _ |(A0,n)|

dps = =
[In]] [In]]

Végezziik el a szamolast!
n=(1;-32) |[nf=V14

m: —a = (2;0;2)

(~am) = (A0,n) = ¢
[(~a,m)| = [(A0,n)| = 6
(~am)| _|(A0.n)| _ 6

n] [~ Vi

12. Feladat: Mekkora teriileti haromszdget metszenek ki a koordinatasi-
kok a 2 — y + 3z = 6 egyenlett sikb6l?

dps =

Megoldas: Hatarozzuk meg el6szor a kimetszett haromszog cstucs-
pontjainak koordinéatait!

Az x tengelyre es6 A csucspontrdl tudjuk, hogy a masodik és harmadik
koordinataja 0, azaz y = z = 0. A sik egyenlete alapjan, akkor x = 3.

Az y tengelyen 1é6vé B cstcspontnal x = z = 0, behelyettesitve a sik
egyenletébe: y = —6.

A z tengelyen 1év§ C' csucspont koordinatéi, ha x = y = 0 akkor z = 2.
Tehat a csticspontok koordinatdkkal megadva:

A(3,0;0) B(0;—6;0) C(0;0;2)
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Valasszuk ki az egyik pontot, példaul A-t. Inditsunk vektorokat a masik
kettsbe. A megadott két vektor kifesziti a haromszoget és teriilete pedig

= IIAB x AQ)|

Végezziik el a szamolast!

AB = (=3;-6,0) AC = (~3;0;2)

ik
ABx AC =| -3 —6 0|=(—12;6;-18)
3 0 2

1 144 24
= JIAB x AC) = VIR PR g
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4. Tobbvaltozoés fiiggvények

4.1. Helyettesitési érték szamolasa
4.1.1. Alapfeladatok
1. Feladat: Tekintsiik a kovetkezs f: R? — R, kétvaltozos fiiggvényt:

fla,y) =2y —a+2y.
Szamoljuk ki az f(1,2), f(2,1) és f(3,3) helyettesitési értékeket.
Megoldas: Kezdjiik f(1,2) kiszamolasaval. Ez a jelolés azt jelenti ro-

viden, hogy f(z = 1,y = 2), vagyis ¢ = 1 és y = 2 értékeket kell
behelyettesiteni a megfelel§ valtozok helyére:

f(1,2)=12-2-142-2=2-144=5.

f(2,1) esetén nagyon hasonld a helyzet, de a forditott sorrend miatt
ez most azt jelenti, hogy az x = 2 és y = 1 behelyettesitéseket kell
elvégezni:

f(2,1)=221-2+2-1=4-2+2=4.
f(3,3) esetén pedig mindkét valtozo helyére 3-at kell {rni:

f(3,3)=3%.3-342-3=27-3+6=30.

2. Feladat: Legyen f : R?> — R, a kovetkezé formulaval értelmezett
kétvaltozoés fiiggvény:
f(z,y) =2 -Iny.
Szamoljuk ki az f(—1,1) és f(1,—1) helyettesitési értékeket.

Megoldas: Az els6 esetben:
f(-1,1)=-1-In1=-1-0=0.
Mig forditott sorrendnél:
f(1,-1) =1-In(—1) nem létezik,

hiszen az In fiiggvény értelmezési tartoméanya a |0, +oo[ intervallum .
Tehat altalanos esetben a helyettesitési értékek felcserélése nem hogy
nem ad azonos eredményt, hanem elképzelhets, hogy a behelyettesités
csak egyféleképpen végezhet§ el.
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4.1.2. Osszetett feladatok

1. Feladat: Tekintsiik a kovetkezs f: R™ — R n-vdltozds fiiggvényt:
f(x17$2’...,xn):x1~$2 ..... Tn -

Szamoljuk ki ennek a fiiggvénynek a helyettesitési értékét a z; = i
helyen, vagyis az x1 = 1,29 = 2, ..., 2, = n behelyettesitéssel.

Megoldas: Ebben a feladatban a viltozok szdma nem fix, mint az el6z6
példéban, ahol csak 2 darab véltozoval dolgoztunk. Adva van azonban
egy behelyettesitési szabély tetszéleges szamua viltozora. Vagyis adott
szamu valtozora egyértelmiden el tudjuk végezni a fliggvényérték szé-
molast. Példaul:

en=1
f(:Elzl):l
oen—2

flx1=129=2)=1-2
° Igy altaldnos n-re
fler=1xze=2,...;0p=n)=1-2----- n=n

Tehat meghataroztuk a valtozdszam fliggvényében a helyettesitési ér-
téket.

4.2. Ertelmezési tartomany vizsgalata

4.2.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Hatarozzuk meg az f : R? — R, f(z,y) = 2z —y + 1
formulaval értelmezett kétvaltozos fiiggvény értelmezési tartoményat.

Megoldas: Egy kétvaltozos fliggvény értelmezési tartomanya a teljes
XY sik vagy annak valamely részhalmaza lehet. Tehét azt kell vizs-
galnunk, hogy milyen (z,y) pontok esetén van értelmezve f(z,y) fiigg-
vény. Mivel négyzetgyokot csak nemnegativ szambol vonhatunk, igy az
értelmezési tartomény minden pontjara teljesiilnie kell, hogy:

20 —y+12>0.
Ezt az egyenlGtlenséget rendezziik y-ra:
y<2zxr+1.

Az y = 2z + 1 egy olyan egyenes egyenletét jelenti, ami az y-tengelyt
az 1 pontban metszi, és a meredeksége 2. Az egyenes a teljes XY sikot
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két félsikra osztja. Az egyik félsikban olyan pontok talalhatéak, ame-
lyekre y > 2z + 1, mig a mésikban y < 2z + 1. Egy tetsz6leges érték
behelyettesitésével kivalaszthatjuk a megfelel$ félsikot. Az értelmezési
tartomany pontjait az aldbbi abra szemlélteti.

2. Feladat: Hatarozzuk meg az f : R2 = R, f(x,y) = In(xy +z) formu-
laval értelmezett kétvaltozos fiiggvény értelmezési tartomanyéat.

Megoldas: Az In fiiggvény csak pozitiv szamokra értelmezett, tehat
az értelmezési tartomany minden (z,y) pontjara

zy+z>0

egyenlGtlenség kell, hogy teljesiiljon. Alakitsuk szorzatta a baloldali
kifejezést.

zy+zrx=x(y+1)>0.
Egy két tényez6s szorzat akkor pozitiv, ha mindkét szorzétényezd po-
zitlv, vagy mindkett§ negativ. Tehat két lehetséges eset van:

e Haz >0ésy+1>0

Ekkor tehat annak kell teljesiilnie, hogy x > 0, és y > -1. Ezt a
tartomanyt szemlélteti az alabbi abra.
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e Hax <0ésy+1<0

Ekkor pedig az x < 0, y < -1 feltételeknek eleget tevs pontokra van
értelmezve a fliggvény. Fzt a tartomany az alabbi abra szemlélteti.

Az f(x,y) fuggvény teljes értelmezési tartomanyat pedig a ket
tartoméany unidja adja, azaz :
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3. Feladat: Hatarozzuk meg az f : R? — R, f(z,y) = In(1 — zy) formu-
laval értelmezett kétvaltozos fiiggvény értelmezési tartomanyéat.

Megoldas: Mivel a logaritmus fiiggvény a pozitiv szdmok halmazan
van értelmezve, igy f fiiggvény csak olyan (x,y) pontokban lehet ér-
telmezve, amelyekre a

1—2y>0.

egyenldtlenség teljesiil. Rendezziik az egyenlétlenséget y-ra. ElGszor vi-
gyiik at xy-t a jobboldalra:
1>uay.

Az utolso 1épésként osszunk le z-el, itt azonban figyelni kell. Ha x < 0,
akkor a relaciojel megfordul. Igy két esetet kiilonboztetiink meg:

e Haxz >0

Ekkor keressiik azon rendezett szamparok halmazat, amelyre tel-
jesiil, hogy % >y és x > 0. Fzen pontok hatarold gorbéi az y = %
egyenletd hiperbola és az y tengely.
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e Hax <0
Ekkor keressiik azon pontok halmazat, amelyre % <yész <O
A feltételeknek eleget tevd pontok az y tengelytdl balra, az y = %
egyenletd hiperbola felett helyezkednek el:

Mivel az f fliggvény értelmezési tartoméanyaba azok a pontok tartoz-
nak, amelyek legaldbb az egyik halmazba esnek, igy a két halmaz uni-
0jat kell venni. A teljes értelmezési tartoméany az alabbi dbrén lathato.
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4.2.2.

1.

Osszetett feladatok

Feladat: Hat4rozzuk meg az f : R2 = R, f(z,y) = 4/In (%) formu-

laval értelmezett kétvaltozos fiiggvény értelmezési tartomanyéat.

Megoldas: Ebben a feladatban egy tébbszortsen Osszetettebb figg-
vényt kell megvizsgalnunk. Haladjuk kiviilrgl befelé, vagyis kezdjiik a
gyokfiiggvény vizsgéalataval. Négyzetgyok alatt csak nemnegativ szam
allhat, igy keressiik azon (z,y) pontok halmazat, amelyekre teljesiil,

hogy
In (E> >0.
Y

Mivel a logaritmus fliggvény szigortan monoton nd, és a 0 fiiggvényér-
téket az 1 pontban veszi fel, igy teljesiilni kell, hogy:

T>1.

Y
Mivel 0-val nem lehet osztani, igy az értelmezési tartomanyban nem
esnek bele azok az (x,y) pontok, amelyekre y = 0, vagyis az x tengely
nem része az értelmezési tartomanynak. Ezutan ismét préobaljuk meg y-
re rendezni az egyenlGtlenséget. Vegyiik elGszor minkeét oldal reciprokat.
Ne felejtsiik el, hogy ekkor a relaci6jel megfordul.

Y9
xz

Innentdl a feladat két esetre valik szét:

e x >0
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Ekkor a beszorzas utan azt a feltételt kapjuk, hogy y < x, vagyis
az y = x egyenes és az x tengely pozitiv része kozotti tartomény
felel meg a kritériumoknak. Ebbe beletartozik az y = x egyenes,
de az x tengely pozitiv része mér nem!

2 A

e x <0
Ekkor a feltétel y > x lesz, vagyis az y = x egyenes és az x tengely
negativ része kozotti tartomany lesz az értelmezési tartomany ré-
sze. Ebben az esetben is igaz, hogy az y = x egyenes pontja részei
az értelmezési tartomanynak, azonban az x tengely pontjai nem.

A végs6 értelmezési tartoméany ismét a két halmaz unidja:
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2. Feladat: Hat4rozzuk meg az f : R2 = R, f(z,y) = Va2 + 32 —4 +
In(y — 2% + 1) formuldval értelmezett kétvéltozos fiiggvény értelmezési
tartomanyat.

Megoldas: Vizsgaljuk meg el&szor a gyokos kifejezést. Mivel négy-
zetgyok alatt csak nemnegativ szam szerepelhet, igy a keresett (x,y)
pontokra

24+ —4>0

kell, hogy teljesiiljon. Vegyiik észre, hogy az
22 42 = 22

egyenléség egy origd kozéppont, 2 sugara kérvonal pontjaira teljesiil.
Az

2?4y > 2%
egyenlGtlenséget pedig azon pontok teljesitik az xy sikban, amelyek 2-

nél nagyobb tavolsdgra vannak az origb6tol, azaz az origd kézéppontd,
2 sugard koron kiviil helyezkednek el.
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Mivel In argumentuméban csak pozitiv szdm &llhat, igy a mésodik
kifejezés olyan (z,y) pontokban van értelmezve, amelyekre

y—m2+1>0,

y-ra rendezve:
y > 2?2 —1.

El6szor abrazoljuk az y = x2 —1 egyenletii parabolat. Ekkor a parabola,
két félsikra osztja az XY sikot. Az egyenlStlenségnek eleget tevd pontok
halmaza az aldbbi dbran lathaté.

4

3

Ahhoz, hogy f(x,y) értelmezve legyen, az el6bbi 2 feltételnek egyszerre
kell teljesiilnie, tehat csak azok a pontok tartoznak bele f(xz,y) értel-
mezési tartomanyaba, amelyekre mindkét feltétel egyszerre teljesiil. A
halmazok nyelvén megfogalmazva, f(z,y) értelmezési tartomanyat a
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két feltételhez tartozd halmaz metszete adja. Ezt szemlélteti az alabbi
abra:

3. Feladat: Hatarozzuk meg az f : R2 — R, f(z,y) = /sin(z2 — y)
formuléaval értelmezett kétvaltozos fiiggvény értelmezési tartoményat.

Megoldas: Haladjunk kiviilrsl befelé. Négyzetgyok alatt csak nemne-
gativ szam lehet, vagyis keresstik azokat az (x,y) pontokat, amelyekre
teljesiil, hogy:

sin(z? —y) > 0.

Mivel a szinusz fiiggvény 27 szerint periodikus, elészor elég a [0,27]
tartomanyt vizsgalni. Mivel ezen a tartomanyon sin(z) > 0, ha 0 <
x <, {gy a periodikussag miatt, ha ezt a tartomany 27 egész szami
tobbszorosével eltoljuk, ott sin(x) ismét pozitiv lesz:

sin(z) >0 ha 2k <z < 7w 427k, ke Z.

Tehat keressiik azon (x,y) pontok halmazat, ahol:
ork < a?—y<m+2rk, ke Z.

Szorozzuk be az egyenlétlenségeket -1-el. Ekkor a relacios jelek meg-
fordulnak:
ork >y —a’> —n+4+2r1k, ke Z.

Vegyiik figyelembe, hogy (—1)-el valo beszorzas utdn természetesen
—2mk-t kellene irnunk az egyenletben. Azonban k végigfut az Gsszes
egész szamon, igy nem szamit, hogy az egyenletben —k-t vagy k-t irunk,
hiszen mindkettd el fog fordulni.
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Rendezziik az egyenlétlenségeket y
2k + 2 ZwaZ—W+27rk ke Z.
Szamszertsitve az els§ par k értékre:

e k=20

5622y2562—ﬂ'

w2+27T2y2:v2+7r

Vagyis az értelmezési tartomény az egymastol m-vel eltolt parabolak
altal kozrefogott teriilet lesz, 27 periddussal ismétlgdve az y tengely
mentén:

4. Feladat: Hatdrozzuk meg az f : R® = R, f(z,y,2) = Y formuléval
z

értelmezett haromvaltozos fiiggvény értelmezési tartoméanyat.

Megoldas: Haromvaltozos fliggvény értelmezési tartomanya a 3 di-
menziés tér, vagy annak valamely részhalmaza. Ebben az esetben a
keresett pontok koordinataira teljesiilni kell, hogy z # 0 (az osztés
miatt ) és x,y pedig tetszéleges valos szdmok lehetnek. Ezen feltéte-
leknek eleget tevé pontok halmaza a teljes 3 dimenzids tér, kivéve a
koordinata rendszer XY sikja.
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5. Feladat: Hatérozzuk megaz f : R — R, f(x,y,2) = \/9 — 22 4 y2 + 22
haromvaltozos fliggvény értelmezési tartomanyét.

Megoldas: Négyzetgyok alatt most is csak nemnegativ szam allhat,
igy:

9—a?—y?—22>0 = 9>az2+y? 4272,
Mivel 9 = 22 + y? + 22, azon pontok halmaza a térben, amelyeknek
az origotél vett tavolsaguk éppen 3, igy f fliggvény értelmezési tar-
tomanya egy origd kdzéppontu, 3 sugard gomb teljes feliilete a belsd
pontokkal egyiitt.

4.3. Szintvonalak

4.3.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Hatdrozzuk meg az R?2 — R, f(z,y) = 2r — y kétvaltozos
fliggvény ¢ = —2,—1,0,1,2 magassagokhoz tartozéd szintvonalait és
abrazoljuk azokat egy koordindta rendszerben.

Megoldas: Tekintsiik el6szér a ¢ = —2 esetet. Ehhez a magassaghoz
tartozo szintvonal az lesz, ami kielégiti az f(x,y) = —2 egyenletet:
—2=2x—y.

Rendezziik ezt szokas szerint y-ra:

y=2x+2.
Hasonléan, ha ¢ = —1
y=2zx+1.
Hac=0
y=2z.
Hac=1
y=2x—1.

Minden esetben egy egyenes egyenletét kaptuk, 2 meredekséggel.

Szamoljuk paraméteresen:
c=2x—y.

Ha ezt y-ra rendezziik:
y=2x—c.

Tehat az Osszes szintvonal 2 meredekségii egyenes lesz. A tengelymet-
szet helyét befolyasolja, hogy milyen magassaghoz tartozd szintvonalat
vizsgélunk.
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A szintvonalakat az alabbi abra szemlélteti:

0o%00o0
nwonon
N0 =N

nn

2. Feladat: Hatdrozzuk meg az R?2 — R, f(z,y) = (z — 2)? + (y + 1)?
kétvaltozos fiiggvény ¢ = —1,0, 1 magassdgokhoz tartoz6 szintvonalait
és abrazoljuk azokat egy koordinata rendszerben.

Megoldas: Tekintsiik eldszor a ¢ = —1 esetet. Ekkor a kovetkezd
egyenletet kapjuk, hogy:

~1=(z—-2)2*+(y+1)72.

Azonban (z—2)% > 0 és (y+1)2 > 0 barmely z, y valés szam esetén, igy
az Osszegiik nem lehet negativ. Ez azt jelenti, hogy nincs ¢ = —1-hez
tartoz6 szintvonala ennek a fiiggvénynek.

Nézziik meg, mi a helyzet ¢ = 0 esetén. Ekkor a kdvetkezs egyenletet
kapjuk:
0=(z—2)%+ (y+1)>.

Két nemnegativ szam Osszege csak akkor lehet 0, ha az 6sszeg mindkét
tagja egyszerre 0. Ez csak az x = 2,y = —1 pontban teljesiil, tehat
ebben az esetben a szintvonal egyetlen pontbol all.

Vizsgéljuk meg végiil ¢ = 1-et. Ekkor az
1=(z-2)°+(y+1)

egvenletet hatarozza meg a szintvonalakat. Ez az egyenlet egy olyan
1 sugart kor egyenlete, amelynek a koézéppontja az x = 2,y = —1
pontban van.
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A szintvonalak tehat:

2

o o]
won

[l

o=

Altalaban, ha ¢ > O-ra a szintvonalak \/c sugart, (2, —1) kézépponti
korok lesznek. Ha ¢ < 0 esetén nincsenek szintvonalak. Ha ¢ = 0,
egyetlen pontot kapunk.

4.3.2. Osszetett feladatok

1. Feladat: Hatarozzuk meg az R%2 — R, f(z,y) = /T + 2y kétvéltozos

L 137 . A o
fliggvény ¢ = —, —, — magassagokhoz tartozé szintvonalait és abréizol-

juk azokat egy koordinata rendszerben.

Megoldas: Vizsgaljuk meg elGszor is a fliggvény értelmezési tartoma-
nyat. Négyzetgyok alatt csak nemnegativ szam éllhat, igy a feltétel:

1+2y>0.

Atrendezve:
zy > —1.

Innentél ismét két esetet kell megkiilonboztetniink:

e x>0

1
Ekkor atrendezve azt kapjuk, hogy: y > ——.
x
e x <0

; 1
Atrendezve kapjuk, hogy y < ——.
x

Ezeket Osszesitve a kdvetkezd értelmezési tartomanyt kapjuk:
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Ha adott c-re létezik a fliggvénynek szintvonala, az biztos, hogy az
értelmezési tartomanyon beliil halad.

Tekintsiik elGszor a ¢ = % értéket. Ekkor a

\/1+xy=%

egyenletet kapjuk. Ebbdl kifejezve y-t kapjuk, hogy

v

3
Hac= 3 esetét vizsgaljuk, ugyan ezekkel a lépésekkel az

51
v= 4z
egyenletre jutunk. Mig ¢ = é_l_bOI kiindulva azt kapjuk, hogy:

El

Y= 16z

Ezeket a szintvonalakat a kovetkezs grafikonon abréazoltuk (kékkel szedve
az értelmezési tartomany hatéara lathato):
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4 T T
c=1/2
c=3/2 ——

3 . c=7/4

2 /

1 N

0

]

N

2 /

| \ {

4

4 3 2 1 0 1 2 3 4

Megjegyzés Ha ¢ < 0-ra nincsenek szintvonalai a fliggvénynek, mig
0 < ¢ < 1 esetén olyan hiperbolakat kapunk, amik a 2. és 4. stknegyedbe
talalhatoak. Ha ¢ > 1, akkor 1. és 3. siknegyedbe esé hiperbolakat
kapunk.

. Feladat: Hatarozzuk meg az R? — R, f(x,y) = % fliggvény
Z Y
1
c=-3 0, 3 magassagokhoz tartozo szintvonalait.

Megoldas: Elgszor is ki kell kotniink, hogy az (0,0) pont nem része
az értelmezési tartomanynak, hiszen 0-val nem tudunk osztani.

1
Kezdjik a ¢ = —3 esettel.

1 Ty

2::U2+y2

Szorozzunk keresztbe.
2?4+ = —2zy.

Mindent egy oldalra rendezve kapjuk, hogy:
P24y’ 42y = (x+y)?=0.

Vagyis a szintvonalra olyan (z,y) pontok illeszkednek, amelyekre = +
y = 0, azaz y = —x. Tehat a szintvonal ebben az esetben az y = —«x
egyenletd egyenes.
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1
Hasonléan jarhatunk el ¢ = 3 esetén. Keresztbe szorzassal kapjuk,

hogy:
22y =2zy.

Ebbél kovetkezik, hogy:
2 +y? = 2wy = (x—y)* =0,
vagyis az ehhez tartozé szintvonal is egyenes, méghozza az ¢ = y egye-
nes, ami meréleges a ¢ = —% -hez tartoz6 szintvonalra.
Ha ¢ = 0, akkor a kivetkez&képpen jarhatunk el. Mivel egy tort csak
akkor lehet 0, ha a szamlaldja 0, igy a kovetkezd feltételt kapjuk:
zy =0.

Egy szorzat akkor lehet 0, ha valamely tényezGje 0, tehat a szintvonal
ebben az esetben az x és az y tengely, kivéve az origdt, hiszen az nem
része az értelmezési tartoméanynak. A 3 kiilénboz6 magassaghoz tartozo
szintvonalakat jeloli az alabbi abra.

I 4un

L/ ﬁ
L _

4.4. HatarértékszAmitas
4.4.1. Alapfeladatok
1. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi hatéarértéket:

lim 3x1y? + 2y — 2
(w7y)—>(271)( Y Y )
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Megoldas: Definicié szerint, ha (zo,y0) € Dy vagy egy olyan pont,
amelynek barmely kiérnyezeében van olyan pont, ami f értelmezési
tartomanyaba esik, akkor

lim  f(z,y) = A4,

(@,y)—(z0,y0)

ha barmely x,, — xg és y, — yo esetén

f(@n,yn) = A.

Szemléletesen ez azt jelenti, f(x,y) kétvaltozos fiiggvénynek (xo,yo)
pontban a hatarértéke A valés szdm, ha barmilyen iranybdl is kozelitjiik
meg az (xo,yo) pontot, a helyettesitési értékekek konvergélnak A valos
szamhoz.

Tegyiik fel hogy, x, — 2 és y, — 1 (tehat barmilyen iranybdl is koze-
litiink), ekkor

li 3x,1> —92) =
(o a1y B0 T Tnin = 2)

Most mar konvergens sorozatokra vonatkoz6 ismereteink alapjan foly-
tathatjuk a megoldast.

= lim 3mny721 + lim TnYn — 2=
1

im
(xnyyn)%(l ) (:vn,yn)%(ll) (wn,yn)ﬁ(&l)
=3.-2-1242.1-2=6
Tehat a definici6 szerint

lim  (3zy? + a2y —2) =6
<x,y)»<2,1>( Y y=2)

. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi hatarértéket:

r—y
1m
(zy)=(L0) TY + T

Megoldas: Az eloz6 feladathoz hasonloan, tegyiik fel hogy, x, — 1 és

Yn — 0

. Tn — Yn 1-0

lim = =1
(Tnyn)—(1,0) TnYn + T, 1-0+1

ezért
r—Yy

im =1
(z,y)—(1,0) 2Y + X
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3. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi hatarértéket:

lim  xvy3+22—3

(I,y)%(2,72)

Megoldas: Tegyiik fel hogy, x,, — 2 és vy, — —2 , akkor

Hm 218 + 22, —3=2/254+2(—2)—3=2-1=2

(wn:yn)*)(2:72)
Ezért
lim zvy3+22—-3=2
(z,y)—(2,—2)
4. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi hatérértéket:

T
(z,y)—(0,0) 2 + 212

Megoldas: Mivel

I Ty +1 1

im —— == =

(ﬂcmyn)—>(0:0) $% + 2y72b 0

Azaz a szamlaloé hatarértéke értelemszertien 1, mig a nevezd hatarértéke

pozitiv szamokon keresztiil 0-hoz tart. Emiatt ennek a kifejezésnek az
értéke minden hataron til ng, ahogy tartunk a (0,0) pontba, igy

lim L—H = 00
(2.y)—(0,0) 22 + 2y
4.4.2. Osszetett feladatok

1. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi hatéarértéket:

r—y
11m
(z,y)—(1,1) y? — 22

Megoldas: Most (1,1) pontban a fliggvényiink nincs értelmezve. Te-
gyiik fel djra hogy, =, — 1 és y, — 1. Ekkor egy % tipust hatarérték
kapunk, a feladat megoldasahoz még kell méas otlet is. Vegyiik észre,
hogy a nevez6t szorzattd bonthatjuk:

In —Yn lim In — Yn -

lim
@nyn)— (L) Y2 — 22 (@nyn)—(1,1) (Un — ) (Yn + Tn)
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Egyszertsités utdn méar tudunk hatarértéket szamolni.

. -1 1
= lim —_— = -
(In,yn)g)(l,l) yn + mn 2

A definici6 szerint a keresett hatarérték:

Tr—y 1

11m =
(z,)—(1,1) y? — 22 2

. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi hatarértéket:

. 2z + 3y
lim ———2
(z,9)—(0,0) T — 4y

Megoldas: Megint egy olyan pontban keresiink hatarértéket, ahol a
fliggvény nincs értelmezve. Az el§z6 modszerrel Gjra egy 8 tipust ha-
tarérték kapunk. Més utat kell keresniink a megoldashoz.

Kozelitsiink most egy specidlis sorozattal.

T, — 0 tetszéleges médon, de y, = 2 - x,,

lim —— = lim = ——

zn—0 T, — 8T, Tn—0 —Txy, 7

Prébaljunk ki egy méasik kozelitést:
Ty — 0 tetsz6leges modon, de y, =5 - xp,

. 2xn + 15z, . 17 17
lim ——— = lim — = ——
o0 Ty — 20,  zn—0 —20 20

A hatarérték létezésének feltétele, hogy tetszbleges sorozattal (tetszo-
leges iranybol) tartva az adott pontba mindig ugyan azt a hatarértéket
kell kapnunk. Fz nem teljesiil erre a fiiggvényre, mert két kiilonboz6
irdnybdl kozelitve két kiilonbozé eredményt kaptunk. Tehat a vizsgalt
hatarérték nem létezik.

. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi hatarértéket:

lim Y
(z,9)—(0,0) 22 + 32

Megoldas: Megint egy olyan pontban keresiink hatarértéket, ahol a
fliggvény nincs értelmezve. Az el6zd feladat alapjan az a sejtésiink,
hogy ebben az esetben sem létezik hatérérték. Probalkozzunk most is
specialis sorozatokkal.
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Kozelitsiink most egy specialis sorozattal.
Tn — 0 tetsz6leges médon, de y, = m - xy,

ahol m egy tetszdleges valos konstans. Ezzel a megszoritassal ugyantgy
a (0,0) pontba tartunk, csak specidlis médon. Ha elképzeljiikk az xy
sikot, akkor ezzel a feltétellel épp azt mondtuk, hogy egy m meredekségd
egyenes mentén tartunk az origéba. Ha a hatarérték létezik, akkor az
nem fiigghet attdl, hogy milyen irdnybdl tartunk az origoba, tehat azt
jelenti, hogy a hatarértékre kapott kifejezés nem fiigghet m-tol.

2
m m
lim 2 =

Tp-MTp TR
2 zp—0x2 14m2 14 m?

im
zn—0 22 + (may,)

A hatéarérték tehat nem létezik, mert kiilénbo6zg iranyokbdl kozelitve
kiilonb6z6 eredményeket kaptunk.

Megjegyzés: Ugyanerre a kovetkeztetésre jutunk, ha kicsit méasképp old-
juk meg a feladatot. Kétvaltozos fiiggvények esetén sokszor j6l hasz-
nalhatoé moédszer az, ha attériink polarkoordindtakra, és ott prébéljuk
meg kiszamolni a hatarértéket:

Transzformacios képletek Inverz transzformacios képletek

x =r-cos(p) r =22+ 2

y =1 -sin(p) © = arctg (%)

Mivel (z,y) — 0 polarkoodinatakban (r — 0, ¢ tetszéleges)-nek felel
meg, gy

2 .
. zy _r*cos(p)sin(p)
e T ST = sinle)eos(e)

Ezzel a megkozelitéssel is azt kaptuk, hogy a hatarérték fiigg a kozelités
iranyatol, azaz ennek a fiiggvénynek nincs hatarértéke a (0,0)-ban.

. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy f : R — R, f(z,y) = 22 + 3y — °
fiiggvény folytonos a (2,3) pontban.

Megoldas: Egy f kétviltozos fiiggvény akkor folytonos az értelmezési
tartomany (o, yo) pontjaban, ha barmely x,, — x¢ és y, — yo sorozat
esetén a helyettesitési értékek sorozata tart f(xo,yo)-hoz, azaz

f(l'nyn) — f(x()vy(]) mésképp |f($nyn) - f(J:Ua y0)| —0
Ebben az esetben a fiiggvény helyettesitési értéke:

f(2,3)=22+3-3-3"=14
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Tehat azt kell bebizonyitanunk, hogy

lim (22 +3y —¢3) = 14
(x,y)a(zs)( y=v)

Ha z, — 2 és y, — 3, akkor

lim (22 +3y, —yp) =14
szt 3n )
Tehat azt kaptuk, hogy f fiiggvénynek létezik hatarértéke (2,3) pont-
ban és ez éppen megegyezik a hatarértékkel, igy f folytonos a vizsgalt
pontban.

Megjegyzés: Az egyvaltozos fiiggvényekhez hasonléan most is igaz, hogy
ha f egy (zo,yo) pontban folytonos kétvaltozos fiiggvany, akkor f ha-
tarértéke (zg,y0) pontban épp a helyettesitési értékével egyenls. Ez
azt jelenti, hogy minden eddig megoldott feladatnal, ahol f folytonos
volt a vizsgalt helyen, a hatarérték a folytonossigra valé hivatkozassal
egyszertien megadhato lett volna a helyettesitési értékkel.

. Feladat: [gazoljuk, hogy az

x-sin%—i—gfsinl ha xy # 0

ol

flz,y) = { 0. ha 2 = 0

formulaval értelmezett fiiggvény folytonos az origbéban.

Megoldas: Ennél a feladatnal - sin & +y - sin% kifejezés nincs értel-
mezve (0,0) pontban. Tehat az a kérdés vajon f -t folytonossé tudjuk-
e tenni az origdban.

Legyen x, — 0 és y, — 0 két tetsz6leges zérussorozat, akkor:

! 1
|f(@n,yn) — £(0,0)] = \fc'sm§+y-sm;—0| <

o1 1
< |zn| - [sin—|+ |yn| - |sin —| < |zn| + |yn| = 0
Y Tn

n

tehat f valoban folytonos az origoban.

. Feladat: Igazoljuk, hogy az

_wy? ,
f(l'yy) = \/W—ﬁ ha 2% +y* # 0
0, ha x2+y220

formuléval értelmezett fiiggvény nem folytonos az origéban.
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Megoldas:

Legyen x, — 0 és y, — 0 két tetsz6leges zérussorozat, akkor:

|f(Zn,yn) — £(0,0)] =

2 2
¢ +y _0‘

Vi+yr+1-1

4+ y? Vet +y?+1+1
x? +y? —|—1—1m+1
2 1)
_ (z7 +yn2 (V3 +yn 1+ 240
22 +y2+1-—

tehat a hatarérték nem egyenld a helyettesitési értékkel, igy f nem
folytonos az origbban.

4.5. Parcialis derivaltak
4.5.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Tekintsiik az alabbi kétvaltozos fliggvényt:
f:R* =R, f(z.y) =2’y —xy’
Szamitsuk ki f;(1,2) és f,(1,2) értékeit!

Majd képezziik az 6sszes masodrendi parcialis derivaltat.

Megoldas: A feladat megoldasahoz elGszor el kell végezniink a parci-
alis derivalast az adott valtozok szerint, majd kovetkezik a behelyet-
tesités. Parcialis derivilasnal csak azt a valtozot tekintjiik valtozonak,
ami szerint éppen derivalunk. A masik valtozd pedig rogzitettt kons-
tansként viselkedik.

Igy ) )

filw,y) = - f(2,y) = o (2% — 2y°) = 22y — o
hiszen 2?2 derivaltja 2z, x derivaltja pedig 1. Majd elvégezve a behe-
lyettesitést:

fr1,2)=2-1-2-2%= —

fz’/ kiszamitasa nagyon hasonléan torténik: most y szerint derivalunk,
és x-et tekintjiik konstansnak:

0 0
fia.y) = 5 f@y) = 5o (P — o) = 2 = 30y
Elvégezve a behelyettesitést:
fi(1,2)=12-3.1.22 = -11

Y
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Ha az els6rendii parcialis derivaltakat ijra derivalva, kapjuk a masod-
rendi parcidlis deriviltakat Ezeket tgy jeloljiik, hogy sorban leirjuk
azokat a valtozokat, amik szerint derivalunk. Példaul

" ofry _ o°f
faoy(®,9) = Ay <0:1:> -~ Oxdy

azt jelenti, hogy f(x,y)-t el6szor x szerint, majd y szerint derivaljuk
parcialisan.

A jelen esetben:

of Pf 9
" — =2z — 3y°
foy(x,y) = a9 < ax> 9205 — 0y (22y — y°) =22 — 3y

A Young-tétel kimondja, hogy kétszer folytonosan derivalhaté fiiggvé-
nyekre a magasabbrendi parcidlis derivaltak fiiggetlenek a derivélas
sorrendjétdl, vagyis példaul f7 (z,y) = f.(z,y) A konkrét példank-
ban:

2
Fon(,y) = % (af> Syl % (2% = 3ay?) = 20 — 3y

y 0yox

Megjegyezés: A tétel megforditasa azonban nem feltétleniil igaz, tehét
példaul abbol, hogy f7, (v, y) = f,,(2,y), még nem kdvetkezik, hogy
f(z,y) kétszer folytonosan derivalhato.

Kovetkezzenek a tiszta masodrendd parciélis derivaltak:

af\ _*f _ d
" = — = — — 3 =

" _ 9 (OfN _Pf 9 5 _
yy(l’ay) - ay ay = ay 8y (IL’ 3xy ) = —6zy

. Feladat: Szémitsuk ki az alabbi kétvaltozos fiiggvény els6rendid par-
cialis derivalt fiiggvényeit:

f:R? =R, f(z,y) =2’

Megoldas: Kezdjiik az x szerinti derivalassal. Ekkor y, és igy e is
konstansnak tekintendd.
—a? = 2ze?

/ J—

Most y szerinti derivalva 22 lesz konstans:

3f(17 Y) 22 2y
oy - 83/6

ﬁf(x,y) _ er 9

= 222¢%

f;(%, y) -
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3. Feladat: Szamitsuk ki az aldbbi haromvéaltozés fliggvény elsGrendd
parcialis derivalt fiiggvényeit:

f:R® =R, f(z,y,2) = (2° + zy)(Inz + V)

Megoldas: Az f fiiggvénynek harom valtoz6ja van, igy harom elsé-
rendd parcidlis derivaltat tudunk megadni.

Kezdjiikk az x szerinti derivalassal. Ekkor y-t és z-t konstansnak kell
tekinteni. Mivel mindkét tényez6ben szerepel x, ezért most a szorzat-
fliggvényre vonatkozo6 derivalasi szabalyt fogjuk hasznélni.

0
ey, 2) = L)

0 0
— (In2 + Vo) (a2 + o) + (22 + oY) —(In 2 + /) =

Ox ox

1
=1 2z +y) + (2® + 2y) 5=
(Inz+ V)22 +y) + ( wy)wg?
Mivel y csak a szorzat els6 tényez@jében van, ezért y szerinti deriva-
lasnal x-t, z-t és In 2z + \/z tényezdt is konstansként kezeljiik.

ez = PEBD s i) L@ ) -

=(Inz +vz)x

Kovetkezik a z szerinti derivalas. Most (22 + zy) tényezét kezeljiik
konstansként.

fiay ) = 88D 0240 & g v =
= (x2+$y)§

4. Feladat: Szamitsuk ki az aldbbi haromvaltozos fliggvény elsérendd
parcialis derivalt fiiggvényeit:

x + 3y

.R3 —
fR _>R7f(x>y7z)_z2_~_l

Megoldas: Ebben az esetben alkalmazzuk a tortfiiggvényre vonatkozo
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derivalasi szabéalyt.

p _ 0 (xz+3y) _
f:c(x7yvz>_8x 22+1 -

_8%(:1:—1—33/)-(224—1) (m+3y) (z +1)
N (22+1)2 B
1 (2241 —(z+3y)-0 1
B (22 +1)2 2241

fol@,y,2) = 5; <zg++3?f> =
243y (1) - (43R
B (22 +1)2 B
3-(224+1)—(x+3y)-0 3
N (22 +1)2 T2+

y 0 (x+3

fz(xvyvz)zaz<22+$> =
_%(w+3y)-(22+1)—(x+3y)%(z2+1)
N (22 +1)2 N
_0-(22+1)—(az+3y)-22__2z(as+3y)
B (22 4+1)2 2241

Ha észrevessziik, hogy a tortfliggvényiink felirhatd szorzatként is, azaz

fz,y,2) = (z + 3y)

2241
alakban, akkor az x és y szerinti derivalasok sokkal egyszeriibben is
elvégezhet6ek. Hiszen ezekben az esetekben 2 +7-t konstansnak kell
tekinteni, igy

of(z,y,2) 1 0 1
/ _ IR _ - —
fol®,9,2) = Ox 22+ 10x (z+3y) 22+1
Az y szerinti derivalt:
of (x,y) 1 9 3
fy(@:9,2) = oy 22+16y(m+3y)_22+1

. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi kétvaltozos fiiggvény parcialis elsG-
rendii derivalt fliggvényeit:

f:R2 SR, flz,y) = (ny — y3)3
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Megoldas: Kezdjiik az x szerinti derivalassal. Ez a fiiggvény egy kiilsé
és egy belsd fiiggvénybdl van felépitve:

A kiils6 fiiggvény: f(z) = 23

A belsé fiiggveény: z(z,y) = 22y — 3

Ezzel a felirassal az eredeti fiiggvény: f(z,y) = f(2(z,y)), vagyis f a z
fliggvényen keresztil fiigg x, y-t0l. Az ilyen tipusu fliggvényeket Ossze-
tett fiiggvenyeknek hivjuk. Osszetett fiiggvények esetén a lancszabalyt
kell alkalmazni, vagyis:

) = Of (wy) _ O0f(2(z,y)) _ 0f 0z _ Of(2(z,y)) 0z(x,y)
YT Ty T Oz 0z 0x 0z oz

Ez azt jelenti, hogy el6szor derivalni kell a kiilsg fiiggvényt a belsé
fliggvény szerint, majd a belsd§ fiiggvényt a megfelels valtozd szerint.
Kezdjiik a kiils6 fiiggvény derivaltjaval :

W - %ZS(as,y) = 322(x,y) = 3 20y — o)’

A belss fliggvény derivaltja x valtozd szerint:

82('7772/) 0 3
ox ox ( oy ) Y

Igy az eredeti derivalt:

Of (z(x,y)) 9z(x,y)

! —
fx(x;y) - 82’ 81‘

=302y —4")" 20
————

kiils6 der. belsd der.

fy(z,y) kiszamitasa ismét a lancszabaly felhasznélésaval torténik:

Of(2(z,y)) 02(x,y)
0z oy

folz,y) =

Itt annyival kénnyebb dolgunk van, hogy az els§ tényezét mar kiszé-
mitottuk, igy elég csak a masodik tényez6t kiszdmolnunk:

8Z($,y) _ g (
oy Oy

2xy — y3) = 2z — 3y°

Tehat végeredményben:

fylz.y) = af(za(:’ ) azgcy, W) _ 3 (2ay - y)* - (20— 34)

kﬁls:')'rder. belsé der.
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6. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi kétvaltozos fiiggvény parcidlis elss-
rendd derivalt fiiggvényeit:

f:R2_>R7 f(x,y): vx2y2—y4

Megoldas: Ez ismét csak egy Osszetett fiiggvény, igy a megoldas me-
nete ugy zajlik, mint az el6z6 feladatban: elGszér derivéalni kell a kiils6
fiiggvényt a belss fiiggvény szerint (jelen esetben a négyzetgyok fiigg-
vényt), majd utana a belss fliggvényt kell derivalni a megfelels valtozo
szerint. A négyzetgyok fliggvényt érdemes hatvany alakban felirni, ha
nem jut esziinkbe a derivaltja:

1
flz,y) = Va2y? —yt = (2%y® — y')?

Ezutéan a kiilsg fiiggvényt mar mint hatvanyfiiggvényt lehet derivélni:

0 PO | _1
/ _ 202 a2 = Z (222 — N 2. (2002) =
fal@,y) = 5= (*y* —y?) 5 (®y? —y*) 2 (22y°)
kiilsé der. belsé der.
22y

2/

1
fy(z,y) kiszamitasahoz hasznéljuk fel, hogy (V) = 2\7, ekkor ugyanis
T

nem kell atirnunk hatvany alakba a kifejezést, és ezzel megspérolunk
egy lépést:

0 1
fl(zy) = =—Va2y? —yt = ———  (22%y — 4y°) =
Vov) =g, N
N——— belsS der.
kiilsé der.

 (2%y —29%)

7. Feladat: Ha f : R? — R, f(z,y) = 323siny, hatarozzuk meg fiigg-
vény fV és f!" parcialis derivalt fliggvényeit.

Yyre
Megoldas:
f(x,y) = % = siny - 922
0 (of\_0* _ 9 . N
fra(,y) = B <8x> =92 o (siny - 92°) = siny - 18z
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Young tételt felhasznalva

o (0*f 0
"/ " 3
Jyaw = foay = —ay <6x2> = —ay(18x siny) = 18z cosy

4.5.2. Osszetett feladatok

1. Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi kétvaltozos fiiggvény elsGrendii
parcidlis derivalt fliggvényeit:

FiRZ SR, flay) = YW

372:94 + 2

Megoldas: Ebben a feladatban egy tortfiiggvényt kell parcidlisan de-
rivalnunk, ami rdadasul egy Gsszetett fiiggvényt is tartalmaz. Igy

Fey) = 2 (M>

Oz \ 22yt +2

8% (\/21‘ — 3y2) (2?yt +2) — /22 — 3y28%(:1:2y4 +2)

(z2y + 2)2
2. (22y' 4+ 2) — /22 — 3y2(2zy?)

24/2x2—3y2
($2y4 + 2)2

Hasonléan, az y szerinti parciélis derivalt:

fl(@,y) = 0 <\/2‘T_3y2>

Ay \ 22yt +2

a% <\/2x — 3y2) (2Pt +2) — /22 — 3y2a%(x2y4 +2)

(x2y* +2)2
6y (2.4 _ a2 34023
T (z°y* + 2) — /22 — 3y?(4x*y°)

(22y* + 2)2

2. Feladat: Hatérozzuk meg az alabbi kétvaltozos fiiggvény Gsszes mé-
sodrendii parcialis derivalt fiiggvényeit és adjuk meg a fiiggvény maéso-
dik derivalt matrixat, azaz a Hesse matrixot:

f:R® =R, f(z,y) = 2y + 2%y’

240



Megoldas: Elgszor képezziik az els6rendi parcialis deriviltakat.

of

fi(z,y) = == =y +22y°

Oz
of
fo(z,y) = oy =0T 322y

Kovetkeznek a masodrendd parcialis derivaltak.

02f 0
7 (@,y) = 527 = 72 (y + 2zy°) = 2¢°

x
0% f 0

" _2J _ =7 2,2\ _ 2

yy(x’y)_ayQ 3y (x+3xy) 6"y
82f_ 0

" _ 3\ _ 2
zy(xay)_%_@(y+2xy ) =1+ 6zy

Young tétel alapjan pedig:
0*f 0?

=4 - =1+ 621>
dyr ~ duy (z,y) =1+ 6zy

foe(,y)

Ha az f : R? — R kétvaltozos fiiggvény az (z,y) € Dy belss pontban
kétszer differencidlhato, akkor az f fliggvény masodik derivalt métrixa,
azaz a Hesse méatrixa a kévetkezd masodrendd derivaltakbol képzett
2 X 2 matrix:

D2 fa) = (G o)

yx(xvy) yy(xvy)

Tehat ebben az esetben

293 1+ 6zy?
2 _ Yy Yy
D f(l'vy) - < 1—|—6$y2 6$2y >

. Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi kétvaltozos fiiggvény (0,1) pont-
jdhoz tartozé Hesse matrixat:

f:R® =R, f(z,y) = vye”

Definitség szempontjabdl vizsgaljuk meg a kapott méatrixot.

Megoldas: FElgszor képezziik az 0sszes mésodrendd parcialis derival-
tat.

B
fo(z,y) = a% = ye® + zye”
0
folz,y) = 8‘5 = ze”
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o*f 0

fau(®:y) = 022 ox (ye® + zye”) = ye® + ye* + xye” = 2ye” + xye”®
’f o,
foy(T,y) = o2 = By (ze®) =0
O*f . o
foy(@,y) = 920y~ oy (ye® + zye®) = e* + we

0
" _ _
yx(liay) - ayam =e" txe

Képezziik a masodrendii parcialis derivaltaknak (0, 1) ponthoz tartozo
helyettesitési értékeit.

f70,1)=2240=2

f,0,1) = f.(0,1) =’ +0=1

Az f fiiggvény (0, 1) pontjahoz tartoz6 Hesse matrixa a kovetkezd 6n-
adjungalt (szimmetrikus) métrix:

pron=( Gy oy )=(10)

Mivel

2 1
det(l 0>:0—1:—1<0

ezért a f fiiggvény (0, 1) pontjahoz tartozo Hesse matrixa indefinit.

. Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi haromvaltozos fiiggvény (1,1,1)
pontjahoz tartoz6 Hesse métrixét:

f:R3® =R, f(z,y,2) = zyz + 2% + 3° + 2°
Definitség szempontjabol vizsgaljuk meg a kapott matrixot.
Megoldas: Els6 1épésben meg kell hatarozni az Gsszes els6 és masod-

rendd parcidlis derivaltakat és képezni kell a helyettesitési értékeiket.
Majd felirjuk a Hesse métrixot.

fol@,y,2) = % =yz+ 2z

of
flll(x7yvz) = ai?/ = $Z—|—2y
of
! = — =
fo(®,y,2) = Oz ry + 2z
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0? 0
fo(z,y,2) = a—x]; =5 (yz +2x) =2

0? 0
o2f 0

fl(x,y,2) = 5.2~ @(5594'22) =2

A vegyes masodrendiieknél Yuong tételt felhasznélva, csak hérom de-
rivaltat fogunk szamolni.

2f 0

5. = gt = o (gt 20) = 2 = fl142)
2f 0

" o _ Y o — !

for(2,y,2) = 55— = o~ (yz + 22) =y = (2,9, 2)
’f 9 "

fg///z(xvy7z) = dy0z = % (xZ + 2y) =T = fzy(‘rayvz>

Most az f mésodik derivalt matrixa az (z,y,z) pontban egy 3 x 3
méatrix lesz.

) %B(x,y,Z) %},(fc,y,z) f%z(:r,yJ)
D f(z,y,2) = ym(:l:ayvz) yy(x7yaz) fy,z(x’yvz)
Ly, z) fh(xy,2) L (xy,2)
azaz,
2 2z y
D*f(e,y,2)=| 2 2 =
y z 2
Tehat f mésodik derivalt matrixa az (1,1, 1) pontban:
2 11
Df1,1,1)=( 1 2 1
1 1 2

Még azt kell eldonteni, hogy milyen definit a kapott 6nadjungélt (szim-
metrikus) métrix. Ehhez nézziik meg a minormétrixok determinansait.

det (2) =2
2 1
det(1 2)—4— =3

det —24-1)—(2-1)+(1-2)=6

TN

1
2
1

N = =

Mivel az 6sszes minormétrix determinansa pozitiv, igy a (1,1, 1) pont-
ban a Hesse matrix pozitiv definit.
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5. Feladat: Mutassuk meg, hogy az
f(z,t) = sin(kx — wt + ¢)

fliggvény csak akkor kielégiti a kovetkez§ masodrendti parcialis diffe-
rencidlegyenletet, ha fennall a |w| = |k| - |¢| Osszefliggés:

O f(w,t) i@Qf(x,t)
oxz 2 Ot?
Ezt a differencidlegyenletet hulldimegyenletnek hivjak, hiszen a megol-

dasai végtelen kiterjedésd szinusz-hulldmok, amik ¢ sebességgel terjed-
nek az x tengely mentén.

Megoldas: A feladat leirasa szerintf = f(x,t), vagyis a fiiggvények
két valtozdja van. A ¢ mennyiség - mint majd késébb latni fogjuk - egy
paraméter, ami egy differencidlegyenlet altaldnos megoldasaban mindig
megjelenik. Emiatt -t mint konstanst kell kezelni a derivilasok soran.

Szamoljuk ki eldszor az x szerinti mésodik parcialis derivéltat:

aaf(a:,t) = aasin(kx—wt+<p) = cos(kx — wt + ¢) - k

x x

0? 0

@f(:v,t) =5 (cos(kz — wt + ) - k) = —sin(kz — wt + @) - k*

Majd szamoljuk ki a t szerinti masodik derivaltat:

3, J .

5 (x,t) = 5 sin(kz — wt + @) = cos(kx — wt + ¢) - (—w)
a—Qf( t)—ﬁ(—cos(k: —wt + ) -w) = —sin(kx — wt + @) - wW?
a2 0t =75 T —wt+ ) w)=—sin(kr —wt + ) - w

Ezeket behelyettesitve:

2
—sin(kz — wt + ) - k? = —% sin(kzx — wt + @)

Ha egy oldalra rendezziik a kifejezést, a kivetkezdt kapjuk:
w2
sin(kx — wt + @) <k2 — 2) =0
c

Mivel ennek minden z, t értékre fenn kell allnia, ezért ebbdl kivetkezik,
hogy:

2 w? 2 2 2
kE*— = | =0=w=k°c = |w| = k| - ||
2
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6. Feladat: Mutassuk meg, hogy az f(z,y) = e?*!sin(2y — 4) kétvalto-
z6s fliggvény Un. homogén fliggvény, vagyis

82f(w,y)_+_82f(w,y)

Ox2 Oy? =0

Af(l‘,y) =

Az elnevezés onnan ered, hogy egy D differencidloperiator Df = 0
alakban felirt egyenletét homogén differencialegyenletnek nevezziik. Igy
f(x,y) akkor homogeén fiiggvény, ha megoldéasa a Laplace-operdtor (A =
2 + 2°) homogén differencislegyenletének

522 T 5,2) homogeén differencialegyenletének.

Megoldas: Végezziik el el6szor az x szerinti kétszeri parcidlis derivé-
last:

0

%f(x, y) = ({% (e** 1 sin(2y — 4)) = 2** ! sin(2y — 4)

2
;me(a:, y) = 5(?3; (2e** T sin(2y — 4)) = 4e***sin(2y — 4)

Meg kell még hatarozni az y szerinti masodik derivaltat:

gf(:v, y) = 82 (62“'1 sin(2y —4)) = 2112 cos(2y — 4)

Y Y

82 a 2x+1 2x+1 :

8—y2f(x, y) = a (2e cos(2y —4)) =e (—4)sin(2y — 4)

Mivel a két masodrendd parcialis derivalt csak egy negativ elGjelben
kiilonbozik, igy az Osszegiik természetesen nullat ad.

Megjegyezés A fenti egyenlet gyakorlati felhasznéalas szempontjabol is
nagyon fontos. A

%¢+W¢+y¢_0

ox2 = oy 022

AD(z,y,2) =

an. Laplace-egyenletet kell megoldani az elektromos potencidl megha-
tarozasahoz, ha tetszéleges alaki, de toltést nem tartalmazo térrészben
vizsgélodunk.

7. Feladat: Mutassuk meg, hogy

(a) az
(@,9) =T ——
u(z,y) i=In ———
Va2 + y?
formuléaval értelmezett (kétvaltozos) fliggvényre % + % =0

teljesiil ((z,y) # (0,0));
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(b) az
1

U\xr,Yy,z) = —F/————
w2 = T
formuléaval értelmezett (haromvaltozos) fiiggvényre % + giyg +
2 . ..
% = 0 teljesiil ((x,y,2) # (0,0,0)).
Megoldas:

(a) Nyilvan u(z,y) = —3 In(z? + y?), innen

ou =z

oxr  x2+y?’
Pu (P4 yP) —x-222 2?4y
02 (@2 + y2)2 T

Hasonl6an:

ou_ Yy

oy a2 +y?’
Pu (P +y?)-y-2  —y
092 @2 + g2)? R

igy kettgjiik osszege valéban azonosan zérus (ahol értelmezett).

(b) Nyilvan u(z,y, z) = (22 + 3 + 22)~ /2, innen

0
a—u =z (2?42 4 22732
T
&*u 2 2 2\—3/2 2 2 2\—5/2
@:—(a: +y° + 2%) +z-3x- (z 4+ y* + 2%) =
_—x2—y2—z2+3x2
($2+y2+22)5/2
Hasonl6an:
du 2 2 2\—3/2
gy = @y
0*u 2 2 2\—3/2 2 2 2\—5/2
8—y2:—(:v +y +2%) +y-3y- (" +y“+ 2%) =
_—x2—y2—z2—|—3y2
($2+y2+22)5/2
és
du 2 2 2\—3/2
az—z-(az +y°+2%)7E
&u 2 2 2\—3/2 2 2 2\—5/2
@Z—(:U +y 4 2%) +2-3z- (27 +y“ + =) =
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B —x2—y2—z2+322
($2 +y2 +22)5/2
A hérom kifejezés Gsszege tehat valoban azonosan zérus (ahol értelme-
zett).

4.6. Erintsosik
4.6.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Hatarozzuk meg az f : R?2 — R f(z,y) fiiggvény érintdsik-
jdnak egy normélvektorat és érintési pontjat az értelmezési tartomény
(2, —4) pontjaban, ha

f(fc,y)ley r,y#0

Megoldas: Legyen f : RZ — R kétvaltozos fiiggvény az (xg,yo) pont-
ban differencidlhato. Ekkor az f fliggvény (zo,yo, f(z0,y0)) feliileti
pontjahoz tartozé érintdsikjanak normélvektora:

n = (f5(zo,%0), fy(x0,%0), —1)

Tehat sziikségiink van f(z,y) fiiggvény parcialis derivaltjainak (2, —4)
ponthoz tartozé helyettesitési értékeire.

Végezziik el a parcidlis derivalasokat.

1 1 1

Ha flz,y) =~z ! akkor fo(z,y) =~ R [ p—
@y =1 @y == =g

Ho o fly)=y ! akor  fley) =yt =
Ty) =y r y(@y) = —(=y "

Szamoljuk ki a helyettesitési értékeket.

, 1 1
fm(27_4) = _(_4)22 = E

) 1 1
fy(27 _4) = _2(_4)2 = _5

Tehat az érintésik egy normélvektora:

n= i—i—l
- \167 32

Mivel az érint6sik megadasanal 1ényegtelen a normalvektor hossza, egy
mésik normalvektor legyen példaul:

11
ng=32(—,———1)=(2,-1,-32)
167 32
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Az (x0,y0) ponthoz tartozo érintdsik érintési pontja éppen az a pont,
ahol a sik érinti az f(z,y) fiiggvény &ltal leirt feliiletet, azaz a

(w0, yo, f (o, y0))

feliileti pontja.
Mivel

1
az érintGsik a feliiletet a (2, —4, —g) pontban érinti.

. Feladat: Az f : R2 - R, f(x,y) = In(zy) feliilet mely Q pontjiban
parhuzamos az érintésik az x + y + z = 0 sikkal?

Megoldas: Két sik akkor parhuzamos, ha az egyik sik normalvektora
a mésik stk norméalvektoranak szamszorosa.

Az x4+ y + z = 0 sik egy normalvektora n; = (1,1,1).

Tudjuk, hogy az f(z,y) fliggvény (zo, yo) pontjahoz tartozo érintdsik-
jdnak normélvektora:

n2 = (fz(x0,90), fy (0, y0), —1)

Mivel a két norméalvektor harmadik koordinatai csak egy el§jelben tér-
nek el, ezért keressiik az értelmezési tartomany azon (zo,yo) pontjat,
amelyre

—fe(®o,0) =1 és — fy(@o,m0) =1

Képezziik a parcialis derivaltakat.

1 1 1 1
/ _ _ ! _ _
f:ﬂ(xvy)_xyy_g fy(m’y)_ Tr= -

Yy Y
Azaz )
—— =1 = o = -1
Zo
és
1
—— =1 = Yo = —1
Yo

Tehat az értelmezési tartomany (—1, —1) pontjahoz tartozo @ feliileti
pont:
f(-1,-1)=In1=0 = Q(-1,-1,0)
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3. Feladat: Az f : R2 —» R, f(z,y) = 22 — 20y + 39> — 120 + 4y + 7
feliilet mely @ pontjaban vizszintes az érintGsik?

Megoldas: Egy sik akkor vizszintes, ha parhuzamos a koordinatarend-
szer XY sikjaval. Ekkor a stk normalvektora

n=k=(0,0,1)

Tehat keressiik azokat a pontokat, amelyekben az f(x,y) fiiggvény el-
s6rend parcialis derivaltjai eltiinnek, azaz nullaval egyenl&ek.

filx,y) =22 — 2y — 12 fo(@,y) = =2z + 6y + 4
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert.
20 — 2y —12=0 és —2x4+6y+4=0
Adjuk Gssze a két egyenletet.
4y -8 =10 = y=2 =28

Mivel
7(8,2) =27

ezért a (8,2) ponthoz tartozo @ feliileteti pont:

Q(8,2,27)

4. Feladat: Hatarozzuk meg az f : R? — R, fiiggvény érint&sikjanak
egyenletét a (1, —1) pontban, ha

flz,y) = 2% —zy + 2

Megoldas: Egy sikot egyértelmien definidl egy tetszéleges pontja, il-
letve egy norméalvektora. A pont legyen éppen az érintési pont,

P(x()a Yo, f(x(b yO))

és a normalvektor pedig

n = (fz(z0,%0), fy(x0,90), —1)

Ezek felhasznélasaval az érintésik egyenlete:

0= fr(zo,y0) - (x — x0) + f, (w0, 50) - (¥ — yo) — (2 — f(z0,v0))
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El6szor kezdjiik az érintési pont z koordinatajanak kiszamolasaval:
f(1,-1)=12-1-(-1)+2-(-1)>=4
Majd szamfitsuk ki a derivaltakat:
folz,y) =2z —y

folz,y) = —x +4y

Ezek alapjan
fol,=1)=2-1—(-1)=3

fi(l,-1)=-1+4-(-1)= -5

Tehét az érintési pont és a normalvektor koordinatakkal megadva:
P(1,-1,4) n=(3,-5-1)
Most mar felirhatjuk az érintGsik egyenletét:
0=3-(z—=1)+(=5)-(y—(-1) = (2 -4

S 3r—by—2z—4=0

. Feladat: Irjuk fel az f : R? — R, fiiggvény érintdsikjanak egyenletét

a (2,4) pontban, ha

flz,y) = /36 — 2% —y?

Megoldas: Elgszor is meg kell gy6zddniink arrél, hogy a kérdéses pont
eleme-e az értelmezési tartomanynak, vagyis probaljuk meg elvégezni

a behelyettesitést:

F(2,4) =36 —-22—42 =16 =14

A mivelet elvégezhets, tehét e pontra felirhaté az érintdsik. Ismét sziik-

ségiink lesz a parcialis derivaltakra:

1 x
"(z,y) = (—2r) = ———
fa(@y) 24/36 — 22 — 92 (=22) V36 — 22 — y?
’ 1 Y
]j, = . —2 =
fyty) 24/36 — 22 — 2 ~2) V36 — 22 — 32
igy 2 2 1
fi(24) = —————=—-=—=



4 4
"(2,4)=—— =~ =]

Felhaszndlva, hogy az érint6sik egyenlete:

0= f;(x()ay[]) ’ ([E - ZL'()) + fg//(x(by()) ' (y - Z/O) - (Z - f($07y0>)7

behelyettesitéssel kapjuk, hogy

1

0=—3 @=2)+(-1) (g =4~ (=~ 1)
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat (—2)-vel.
O=(x—2)+2-(y—4)+2(z—4)

Tehat az érintdsik egyenlete:

S 0=xz+4+2y+2z—18
. Feladat: Irjuk fel az f : R? — R, fiiggvény érintssikjanak egyenletét
az (%,%) pontban, ha

flay) =e™ Y

2

Megoldas: Hatarozzuk meg az érintési pont harmadik koordinatajat:

; ( 11 ) 1
) =et=2
V2 V2 e

A parcialis derivaltak:

frl@y) =V (~2a)

fiz,y) = e =70 (~2y)

Ezek alapjan

p(h )=t =2
W(Jgyn) = 2=

Azért, hogy ne kelljen tortekkel dolgozni, legyen a normalvektor koor-

dinatai:
n=—e (—ﬁ, —\/5,—1> = (V2,V2,¢)

& €
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Ekkor az érintésik egyenlete:

\/5(;1:—\}5)—1—\/5( —\}i)—i-e(z—i)zo
\@-x—1+\f2~y—1+ze—120

S: V2+V2+z2e—3=0
4.6.2.

Osszetett feladatok

1. Feladat: Irjuk fel a kovetkezs kétvaltozos fiiggvény (1, 1) ponthoz tar-
toz6 érintésikjanak egyenletét:

f(z,y) =2In (% +x2)

Megoldas: Fls6 lépésben hatarozzuk meg az érintési pont harmadik
koordinatajat:

1
f(1,1) =2In (1 - 12> =21In(2)
A parcialis derivaltak:

folz,y) =

SRS

Y
+ 22 <_P+2I>

2 1
/ —
fy(xay) - %+$2 ;
Ezek alapjan

£

2 1
1,1) = |-=+2-1)=1
1) 1+12 ( 1z " )
2 1
"(1,1) = — - =
fy( ’ ) % + 12 1
Az érintési pont és egy normalvektor koordinédtai:

P(1,1,2In2) n=(1,1,-1)
Tehat az érintésik egyenlete az (1,1) pontban:

0=1-(z—-1)+1-(y—1)—(2—2In(2)) =x+y—2+2In(2) — 2

e

2
:x+y—z+2ln(2)—21n(e):x+y—z+2ln<)

2
x+y—z+2ln<> =0
e
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2. Feladat: Vizsgéaljuk meg, hogy a kivetkezs kétvaltozos fiiggveny (0, 1)-
beli érintdsikja illeszkedik-e Q(2,3,2) pontra, ha:

flz,y) = s

Megoldas: Elgszor irjuk fel az érintsik egyenletét.
0
== == O
0++1
A derivaltak hanyadosfiiggyvényre vonatkzd derivalési szabaly szerint:

f,(xy):1($+\/37)—x-1: VY
e (z+/y)? (z +/)?

f(0,1)

1
0- %35 _ z

f;(ﬂﬁ,y): (.,L,_i_\/zj)Q __2\/37(.T+\/37)2

A helyettesitési értékek:

£01) = G = 1
, 0
FL1) =~ = 0

Az érintési pont és a normalvektor koordinédtai:
P(0,1,0) n=(1,0,-1)
Az érintésik egyenlete:
I(x—0)+0(y—1)—1(x—0)=0

Rendezve:
S: r—2=0

A Q(2,3,2) pont koordinatait behelyettesitve a sik egyenletébe:
2—-2=0
A @ pont teljesiti az egyenldséget, igy illeszkedik az érintdsikra.

3. Feladat: Irjuk fel a kévetkezd kétvaltozos fiiggvény (2,1)-beli lineari-
zaltjanak egyenletét:

fla,y) = (2* = 3y)*
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Megoldas: Egy kétvaltozos fliggvény linearizaltja és érintésikja ko-
z0tt mindossze annyi kiilonbség van, hogy a linearizaltat z-re rendezve
adjuk meg, és mint egy kétvaltozos fiiggvényt tekintjiik:

2= Gf(zom0) (@, ¥) = f(20,90) + fr (@0, y0) - (. — 20) + fy (0, %0) - (¥ — o)

Elészor kezdjiik a (2,1) ponthoz tartozo helyettesitési érték kiszamo-
lasaval:
f2,1)=(2*-3-1)2=1

Majd szamfitsuk ki a parcialis derivaltakat:
fulz,y) =2(z* = 3y) - 2z

fila,y) = 2(2* = 3y) - (-3)
Ezek alapjan
fl2,1)=2-(22-3-1)-2-2=8
fl(2,1)=2(2%-3-1)-(-3) = -6
Igy a linearizalt:

gren)(y) =1+8-(x—=2)+(-6) - (y—1) =8z — 6y —9

. Feladat: Szamitsuk ki f(1.1, 2.1) kozelitG értékét egy megfelel§ li-
nearizalt segitségével, ha

fle,y) = oy —x+3

Megoldas: Ahhoz, hogy a linearizalt jol kozelitse a becsiilt értéket,
annak kell teljesiilnie, hogy az a pont, ami koriil a linearizalast végez-
ziik, ne legyen ,t0l messze” a vizsgalt ponttol. Minél kisebb a tavolsag a
linearizdlashoz hasznalt pont és a vizsgalt pont kozott, annal nagyobb
pontossaggal kapjuk meg a keresett eredményt. A linearizalashoz ezen
kiviil érdemes olyan pontot valasztani, ahol a helyettesitési érték, és
a derivaltak pontosan szamithatéak, hogy kerekitésbsl ad6dé pontat-
lansag ne terhelje a becsiilt értéket. Ennek a két feltételnek a jelen
feladatban az (1,2) pont felel meg leginkabb, hiszen ez egyrészt ,kozel
van” (1.1, 1.2)-hez, valamint a helyettesitési érték szamitasa is egy-

szert:
f(1,2):\/1-2—1+3:2

A parcialis derivaltak:
1
2v/xy —xr+ 3
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1

/ - _— .
e =5 =3 "
Ezek alapjan
1 1
'1,2) = ———ou- - (2—1) = =
f:(1,2) 2\/1.2—1+3( =1
1 1
£1,2) = e 1=

2v1-2—-1+3 4

Tehét a linearizalt egyenlete:

1 1 1 1 5
0 a1+ -(y—-2)= a4 -y+ 2
graz)(r,y) =2+ 4(35 )+ 4(21 )=o+ Y

Ekkorf(1.1,2.1) kozelits értéke:

F(1.1,2.0) = g1 2)(1.1,2.2) = 17} + % + Z = 2.05
Ha szamoldgéppel kiszamoljuk a kifejezés értékét, arra 2.05182...-ot ka-
punk. Ezzel az egyszerii kozelitéssel tehat két tizedesjegy pontossaggal
hataroztuk meg egy gyokos kifejezés értékét gy, hogy csak négyzet-
szambdl kellett gyokdt vonnunk hozzé.

. Feladat: Szamitsuk ki a kévetkezd implicit alakban megadott fiiggvény
érintdsikjat az (r = =2,y = 2,z = 0) helyen:

z = 2® + 2%ye®”

Megoldas: Ez a fliggvény olyan alakt, hogy bel6le z explicit alak-
ban nem fejezhetd ki. Kz azt jelenti, hogy nem hasznélhatjuk az el6z6
feladatokbol ismert képletet.

Implicit fliggvények érintésikjat a kivetkezs, altalanosabb érvényt kép-
letbdl szamolhatjuk. Ha az implicit egyenletiinket F'(z,y, z) = 0 alakra
hozzuk, akkor az érintGsik egyenlete:

0 = F, (20,40, 20)-(z—z0)+F, (0, Y0, 20)- (Y —¥0) +F (20, Yo, 20)- (2—20)

Konnyen belathato, hogy ez tartalmazza az eddig explicit fiiggvényekre
hasznalt kepletet. Ha ugyanis egy explicit z = f(x,y) fiiggvényt F(x,y, z) =
f(z,y) — z = 0 alakban {runk fel, akkor az el6bbi képletbe behelyette-
sitve visszakapjuk az eddig hasznalt érint6sik-képletet.

Tehét harom parcidlis derivaltat kell kiszamolnunk:

F(z,y,2) = 2% + 2%ye* — 2 =0
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Fl(x,y,2) = 32° + 2xye®
/ 2.2
F(2,y,2) = x7e™
Fl(z,y,z) = 20%ye* — 1
Ez alapjan:
F!(=2,2,0) = 3(—=2)? + 2(—2)(2)e*? = 4
F(=2,2,0) = (=2)%*" =4
Fl/(—2,2,0) =2(-2)?-2-¢*Y —1=15
Igy az érintésik egyenlete:

0=4(z — (=2)) + 4(y — 2) + 15(z — 0)

S 4r+4y +152=0

4.7. Gradiens
4.7.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Hatarozzuk meg az f : R? — R, f(z,y) = 2% + xy + o>
fiiggvény gradiensét a (—1,2) pontban.

Megoldas: Legyen f : R?2 — R fiiggvény (z,y) pontban differencial-
hato, ekkor (z,y) pontjahoz tartoz6 gradiense:

of (x,y) af(ﬂc,y))
ox = Oy

Vf(x,y) = grad f(z,y) = (

Els6 1épésként ki kell szamolnunk a parcialis derivaltakat, utdna pedig
be kell helyettesiteniink a megadott pont koordinatait.

Az x szerinti parcialis derivalt:

0
fiey) = 0W gy
ox
Az y szerinti:
0f(x,y)
fy(@,y) = oy =x+2y

igy tehat f gradiense (x,y) pontban:

Vi(x,y) = grad f(z,y) = (6‘f<w,y> 6f<x,y>> _

oxr = Oy

=Q2z+y,z+2y)
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Mivel mi a gradiens (—1,2)-ben felvett értékére vagyunk kivancsiak,
igy hatarozzuk meg a parcialis derivaltak helyettesitési értékeit:

of (z,y)
f;(—l,?)zi :2'(—1)—%2:0
al‘ (_172)
of (z,y)
fl(-1,2) = =L = —-1+2-2=3
Y W 12

vf(_172) = grad f(_172) = (0)3)
. Feladat: Hatarozzuk meg az f : R® — R, f(x,y,2) = % fliggvény
gradiensét a (2,5, 3) pontban.

Megoldas: Egy f : R® — R haromvaltozos fiiggvény gradiense egy
(z,y, z) pontban:

Vf(z,y,2) =grad f(z,y,2) = <

of (x,y,2) 9f(z,y,2) 8f(ffﬂ,y,Z)>
ox oy 0z

Az x szerinti parcialis derivalashoz irjuk at a fliggvényt a kovetkezs
alakra.

Ty Yy
f(fl‘,y,Z) = =
z z

of(x,y,2)

Yy
-1.2
ox z

Az y szerintihez pedig:
Ty x
f(l?,y,Z) =—_— =Y
z z

of(@,y,2) . =
ox z

Es a z szerinti:

f($7y72) = = (xy)zil
O 1oy = -2
igy
0 o 9
Vf(z,y,z) = grad f(a:,y,z)=< f(g’xy’z), f(*g’yy»d f(:gzy,z)> _
_(¥y *r _ v
B <Z’ z’ z )

Tehat
V£(2,5,3) = grad £(2,5,3) =

_ (22 _2:5\_(52 10
S \3’37 32 ) \33 9
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4.7.2. Osszetett feladatok

1. Feladat: Hatarozzuk meg az f : R2 — R, f(z,y) = = - In(z + y)
kétvaltozos fliggvény gradiensét a (3, —2) pontban.

Megoldas: Egy kétvaltozos f(x,y) fiiggveny gradiense az (z,y) pont-
ban tudjuk, hogy

V(z,y) = grad f(z,y) = (f’)’f@v,y) af(x,m)

ox = Oy
Els6 lépésként ki kell szamolnunk a parcialis derivaltakat, utdna pedig
be kell helyettesiteniink a megadott pont koordinatait.

Az x szerinti parcialis derivalt:

Of(x,y) _Ox OIn(z +y)
e = n In(z+y) +

=1
o n(az+y)+$+y

Es az y szerinti:

of (z,y) x'aln(:c+y)_ x

dy oy T+y

igy tehat

Vf(z,y) =grad f(z,y) = (

:<1n(az+y)+ - - >

r+y Tty
A gradiens (3, —2)-ben felvett értéke:

of (z,y) 3f(x,y)> _
or = Oy N

Vf(3,—2) =grad f(3,-2) =

= (m(s ~2) + % 322> =(3,3)

2. Feladat: Hatarozzuk meg az f : R® — R, f(z,v, 2) = In /22 + y2 + 22
(x # 0) fliggvény gradiensét a (3,4, —1) pontban.

Megoldas: Tudjuk, hogy

Vf(z,y,z)=grad f(x,y,z) = ((9]0(2;97 Z)7 af(ﬂgyy, z)’ (9f(3(1;,zy, z))

Az x szerinti parcialis derivalt:

8f(m,y,z) 1 1 9 x
= . =
Oz 224y + 22 2\ /2?2 +y? + 22 z? +y? 4 22
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Az y szerinti:

ofwy.) 1 1 Y
0r JRrpi2 R rR L Ayt
Es a z szerinti:
8f(xayaz) 1 1 9 z
= . 2= —
Iz Vil 42+ 22 23/22 £ 2 + 22 z2 +y? + 22
igy

af(xa%z) af(xayvz) 8f($,y,2)> —

Vh(e0.2) = gred flo) = (2L 5 o

— r Yy “ _
T\ 22222 a2 42 4227 a2 42 422 )
1 X
= = —_— ha =

Tehat
Vf(3, 41 _1) = grad f(3a 41 _1) =

3 4 1 1
— (2 = =) ==(3,4,-1
<26’26’ 26> 26 41

. Feladat: Altaldnositsuk az eloz6 feladatot. Legyen f : R® — R,
f(z) == In||x|]| = Iny/2? + 23+ - +22 (x # 0). Szamitsuk ki a
gradiensvektort.

Megoldas: Adjuk meg a parcialis deriviltakat. Az eloz6 feladat alap-
jan az x; szerinti parcialis derivalt

af B 1 97, — T;

Om; 2@t +ad+---+22) " wPtadt--+a2

Tehat az f(x) fiigvény gradiens vektora:

1 ( ) X
T1, T Tp) = —
B ay otz 0 T T

Vf(x) = grad f(x) =

. Feladat: Hatarozzuk meg az

1

Va2 +y?+ 22

f:R® =R, f(z,y,2) = (x #0)

fliggvény gradiensét.
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Megoldas:

Szamoljuk ki el6szor az x szerinti parcialis derivéltat:

ofyz) 0 1 2(x2+y2+22)_%:

dr  Or P+ Pt+2 O

= —% ($2+y2+22)_% 2z =

—T
(Va2 +y? + 22)3

Természetesen az y és z szerinti derivilas eredménye csak annyiban
kiilénbozik az elbbitsl, hogy a szamlaléban y, illetve z fog allni:

8f((L‘,y,Z) _ —Y
dy (Va2 +y2 + 22)
of(x,y,2) —z

0z (V2 + 2+ 22)3

Igy f gradiense:
1

Vg ap

Megjegyzés: Ha gombi koordinatarendszerre attériink, a probléma a
kovetkezs alakot olti:

vf($7yvz) == grad f(.’L',y, z) —

‘ .

f(’r"07<p): ‘

ahol r jelenti az (x,y, z) pontba mutat6 vektort, és ||r|| ennek a vektor-

nak a hossza, vagyis ||r|| = y/2? 4+ y? + 22. Tehét ennek a fiiggvénynek
a helyettesitési értéke csak az origotol valo tavolsagtol fiigg! A fizikdban
az ilyen alaku fiiggvényeket példaul a ponttoltés elektromos potenciél-
jédnak leiraséra hasznaljak.

r||’

Ha a végeredményt megint csak polarkoordinatdkban irjuk fel, akkor
azt kapjuk, hogy

1 ||| £
v 79’ = -7 = — A
P00 ) = = ™ = el T I
ahol # = L az r irdnyu egységvektor. Vagyis ennek a fiiggvénynek a

|||
gradiensvektora a tér minden pontjaban sugariranyba befelé, az origd
fele mutat. Epp ez a tulajdonsaga teremt lehetGséget arra, hogy a pont-
toltés terét leirjuk a segitségével.

. Feladat: Hatarozzuk meg az f : R? — R, f(z,y) = arctg (£) x#0
fliggvény gradiensét.
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4.8.

Megoldas: Az x szerinti parcialis derivalt:

Of(y) 1y _ -y
Ox 1+ (2 22 a2+
Es az y szerinti:
Of(x,y) 1 1_ =z
Ox _1+(£)2 r x24y?
igy tehat
_ _(9f(=y) Of(zy)\ _(_—y z

Vf(z,y) = grad f(z,y) = < or Oy o\ 4?2 4 y?

IrAnymenti derivalt

4.8.1. Alapfeladatok

1.

Feladat: Hatdrozzuk meg az f : R2 — R, f(x,y) = 2zy? —vy fiiggvény
u = (1,2) iranyn irdnymenti derivaltjat az (x,y) pontban.

Megoldas: Az f : R™ — R fiiggvény differencialhaté az értelme-
zési tartomany P pontjaban és annak valamely koérnyezetében, akkor
f fiiggvény u irdnyd irdnymenti derivaltja a P pontban :

_of

fulP) = Gh| —(egrad S(P). &) ha 8l =1

P

Ebben az esetben, ha f egy kétviltozos fiiggvény, akkor

fawny =2~ fgad fay) w) ma =1

(z,y)

Az iranymenti derivalt kiszamitasdhoz sziikségiink van a fliggvény gra-
diensére és kell még egy iranyt megado egységvektor. A mi esetiinkben
az irdny egy vektor forméjaban van megadva, de ez nem egységnyi
hosszt. Ahhoz, hogy ebbdl egységvektort csindljunk, le kell osztanunk
a vektor hosszanak a négyzetgyokével :

a="= 1 _19="Lqny
uUu—= = — s = — s
u o /12422 V5

Az igy kapott @ vektort szokas az u vektor normdltjdnak nevezni.

Természetesen sziikségiink lesz még a gradiensre. Szamoljuk ki elGszor
az x szerinti parcialis derivaltat:

af(x7y) —9 2

ox
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Az y szerinti parciélis derivalt:

dy
Igy az iranymenti derivalt:
0 N
ey =L = (grad f(e,y).8) =
Ou (z,y)

= (2 Ay — 1), jgu,z» -
1

2y + 2(dzy — 1)] =

-5

= — [2y® + 8zy — 2]

V5

2. Feladat: Hatdrozzuk meg az f : R2 — R, f(x,y) = 2zy? —vy fiiggvény
u = (1,2) iranya irdnymenti derivéaltjat az (1, —1) pontban.

Megoldas: Az el6bbi eredményt felhasznalva:
of

fl’l(l,—l) = = (grad f,0) =
du|q o) (1,-1)
1 8
= (2-8-2)=——
\/5( ) V5

3. Feladat: Hat4rozzuk meg az f : R?2 — R, f(z,y) = ze¥ — ye® fiigg-
vény u = (=5, 2) iranya iranymenti derivaltjat az (0,0) pontban.

Megoldas: A megoldas menete ugyan az, mint az el6z6 feladatban.
El6szor elkészitjiik a normalt irdnyvektort:

1
== ———(-52) =

u /(52 + 22 (=5.2)

Ne

A parcialis derivaltak:

Of(xy) _ 4 o

81‘ =€ ye
of(@,y) o, o
7{93} = xTe e

Helyettesitsiink be a parcialis derivalt fiiggvényekbe:

f1(0,0)=€"—0-€"=1
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£(0,0)=0-¢"— ¢ = -1

Tehét az irdnymenti derivalt:

/ _of _ L
fu(0,0) - % (172) - <grad f(0a0)7u> -
1

= \/72>9<(1’ _1>) (_5) 2)>

Osszetett feladatok

(—=5-2) = —

Nel

1
V29

1. Feladat: Hatarozzuk meg az f : R® — R, f(z,vy,2) = (zy)? fiiggvény

u = (1,—1,1) irdnyu irAnymenti derivaltjat az (3, 1,2) pontban.

Megoldas: Adjuk meg el@szor a normalt egységvektort.

u 1 1
= —(1,-1,1)
lal| /124 (-1)2+ 12 V3
A gradiensvektor kiszamitasdhoz képezziik a parcialis derivaltakat. Az
x és y szerinti derivalasoknal a valtoz6 az alapban lesz, igy hatvany-
fliggvényként végezziik el a derivalast.

o= (1,-1,1) =

o(@9,7) _ falw,y,2) = 2(ay)" 'y = 2ya*
oz

8f(xvyvz) gt _ z—1,_, z, z—1

ELE  fiwp2) = stan) e = sy

A z szerinti parcialis derivalasnal a valtozo a kitevében van, ezért ex-
ponencidlis fiiggvényként kell derivalni.

of(x,y, z 2
f(ay) = fl(x,y,z) = (xy)” In(zy)
z
A helyettesitési értékek:
9f(z,y,2) = (3,1,2) =2-123' =6
Ox (3,1,2) !
f(x,y,2) = f/(3,1,2) =2-3%1' =18
oy Y
(3,1,2)
f(z,y,2) ~ 11(3,1,2) = (3)*In3 = 91n3
0z (3,1,2)

A gradiensvektor

grad f(3,1,2) = (6,18,9In3)
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Az iranymenti derivalt:

1h(3,1,2) = gf = (grad f(3,1,2),0) =
Ui31,2)

1
= 75((6:18,913), (1,-1,1)) =

L (6-18+9In3) = —
= —_—— —_— n — —
V3 V3

2. Feladat: Hatarozzuk meg az f(x,y) = 2z3y? fiiggvény irdnymenti
derivaltjat az (1,1) pontban, az y = 2x + 1 egyenletii egyenessel par-
huzamos iranyokban.

(9ln3 —12)

Megoldas: Ebben a feladatban nem egy vektorral van megadva az
irdny, hanem egy egyenes egyenletével. Ennek az egyenletnek a fel-
hasznélasaval kell nekiink megkonstrualnunk egy olyan egységvektort,
ami parhuzamos ezzel az egyenessel. Erre a legegyszeriibb modszer az,
ha vesziink két olyan pontot az egyenesrél és az egyik pontbdl vektort
inditunk a masikba.

Ha x = 0, akkor az egyenlet alapjan y = 2-04 1 = 1, tehat a P(0,1)
pont rajta van az egyenesen.

Ha x = 1, akkor az egyenlet alapjan y = 2- 14 1 = 3, tehat a Q(1,3)
pont szintén rajta van az egyenesen.

Tehat egy jo iranyvektor lesz példaul az u = I@ = (1,2) vektor. Ha en-
nek a pozitiv skalarszorosat valasztjuk, az nem jelent valtozast, mert
ezt a vektort még tgyis normalnunk kell. Ha azonban megszorozzuk
(—1)-el, akkor egy ellentétes iranyu vektort kapunk, az irdnymenti de-
rivalt pedig érzékeny a vektor irany{tasara. Tehat irAnymenti derivaltat
(—1, —2) segitségével is szamolhatunk.

Hatarozzuk meg a (1,2) iranyu iranymenti derivaltat:

R u
u=—=

S
Sl

A parcialis derivaltak:

Of(z,y) — 62242

ox Y
=4
oy vy
és igy
of(x,y)|  _
ox



of(z.y)|  _,

%

Tehat az irdnymenti derivalt az (1,2) irdanyban:

: _of _ o
fu(17 1) - 811 (171) - (grad f(lv 1)7“) -

1 1 14

=—((6,4),(1,2)) = —=(6+8) = —

\/5<( ) (1,2)) \/5( ) 7
Ha most —u = (—1, —2) irdnyba szdmoljuk ki az irAnymenti derivaltat,
minddssze annyi valtozik, hogy a végeredmény elGjele megfordul, vagyis

f,—u(lv 1) = _fllx(lv 1)

Tehat az irdnymenti derivalt, ha csak egy egyenest adunk meg irany-
ként, egy elGjel erejéig hatarozatlan.

4.9. Széls6érték-keresés
4.9.1. Alapfeladatok
1. Feladat: Hatarozzuk meg az
f: RZ=R, f(z,y) =22y + 222+ 4% 46

fliggvény lokélis szélsGértékeit.

Megoldas: Els6 1épésként meg kell keresniink a stacionérius pontokat,
vagyis azokat a helyeket, ahol szélsGértéke lehet a fliggvénynek. Ezeket
az

folz,y) =0
folx,y) =0
egyenletekbdl kaphatjuk meg.

Az elsérendii parciélis derivaltak:

) _of _ _
fo(z,y) = 5y = 2y tdr=0
of

Kaptunk egy egyenletrendszert, aminek a megoldésai az f fiiggvény
stacionérius pontjai. Jelen esetben a masodik egyenletet megszorozzuk
kettével, és kivonjuk az els6bél:

20 —16y=0=y=0=>2=0
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Tehat egyetlen potencialis szélsGérték helyiink van, az origé.

Annak eldéntése érdekében, hogy milyen stacionarius pontot talaltuk,
fel kell irnunk a fiiggvény Hesse matrixat.

Legyen Py pont az f: R? — R fiiggvény stacionarius pontja.
(a) Ha Py pontban a Hesse matrix definit, akkor Py pontban van
szélsGérték.
(b) Ha Py pontban a Hesse méatrix indefinit, akkorPy pontban nincs
szélstértek.
(¢c) Ha Py pontban a Hesse matrix pozitiv definit, akkor Py- ban mi-
nimumhely van

(d) Ha Py pontban a Hesse méatrix negativ definit, akkor Py- ban
maximumbhely van.

Vizsgaljuk meg, hogy (0,0) pontban vajon milyen definit a Hesse mat-

rix. 9 (0 0) " (O O)
D? 0,0=<?f’ ﬂf}”)
JO0 =15 0.0y 7(0.0)

Ehhez ki kell szamolnunk a maéasodrendd parcidlis derivaltakat. Mivel
egy polinomokbdl allo fliggvény masodrendd parcialis derivaltjai min-
dig folytonosak, a Young-tétel miatt f;, = f, tehat a kettd koziil
csak az egyiket kell kiszdmolni.

0
" _ _
fr(z,y) = 9 (2z +8y) =2
ya ox 4

0
Foy(@,y) = @(293 +8y) =8

Tehét a Hesse-determinans:

7 (0,0) f¥(0,0) 4 2
T\ Y\ — — . — . =
g///:c(070> Z,J,y(()? O) = o s 4.8—-2-2=28>0,

tehat az origd valdéban szélsGérték hely. Mivel a Hesse méatrix spurja
sp(D?£(0,0)) = 4+ 8 = 12 > 0, igy a Hesse-méatrix pozitiv de-
finit, vagyis az orig6 egy lokdlis minimumhely. Mivel nincsen tobb
szélsGérték-helye a fiiggvénynek, igy abszolut minimum is egyben. A
fliggvény értéke az origdéban:

f(0,0)=6
A fiiggvény grafikonja a szélsGérték kozelében:

266



2. Feladat: Keressiikk meg a kovetkezs kétvaltozos fiiggvény lokalis szél-
sGérték helyeit:

f: R*=R, f(z,y) =y —2° — ¢

Megoldas: Ugyanazt az utat kdvetjiik, mint az elézd feladatban. ElG-
szOr a stacionarius pontok megkeresésével kezdjiik:

filz,y) =y —32>=0

fylz,y) =2 -2y =0
Ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk. Fejezziik ki valamelyik val-
tozét az egyik egyenletbdl, és helyettesitsiik be a méasikba:
y=32>=>2-232°)=0=2(1—-62)=0

Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényez6je nulla, igy két megol-

dést kapunk:

1
$1:0 x2:6

Ebbél két stacionarius pontot kapunk:

r1=0=9y; =0

_1:> B 1
902—6 y2—12
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Most meg kell vizsgalnunk, hogy ezen stacionérius pontok val6ban szél-
s6érték helyek-e. Ehhez ismét sziikségiink lesz a masodrendd parciélis
derivaltakra. Mivel ismét hatvanyfiiggvénnyel van dolgunk, a Young-
tétel most is érvényes lesz.

0
fio(2,y) = 5-(y = 32%) = 62

0
" _ v . _
h(ey) = 5 (e —2) =1

0
1 _ —
fyy(xvy) - 871/(1" - 2y) = -2
Vizsgaljuk meg el8szor a (0,0) pontot. Az ehhez tartozo Hesse matrix:
7 (0,0) £ (0,0) 0 1
D?f(0,0 :<”(’ e ) =
OO= {00 meo) -

A Hesse- determinéns:

7:(0,0)  f2,(0 0)‘ ‘0 1 ‘
Y Vi = =0-(-2)—-1-1=-1<0,

Ez azt jelenti, hogy ez a Hesse-matrix indefinit, vagyis a (0,0) pont
nem lokalis szélsGérték hely.

11
Most vizsgaljuk meg a <6’ 12) pontot:

1 1 -1 1
Df( =, —) =
f<6’12> <1 —2)
A Hesse- determinéns:

-1 1
1 -2

‘:—1-(—2)—1.1:1>0,

Mivel sp(DQf((%, %)) = —3 < 0, igy ez a Hesse-matrix negativ definit,
ami azt jelenti, hogy ez a pont lokilis maximumhely.

Ebben a pontban a fliggvény értéke:

1 1 1
f<6’12>_432
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3. Feladat: Keressiik meg a kovetkezs kétvaltozos fiiggvény lokalis szél-
sGérték helyeit:

2
f: R*->R, f(x,y):m2+y2+x—y

Megoldas: A feladat megoldasat kezdjik az értelmezési tartomany
megadasaval. A fiiggvény nincs értelmezve az osztas miatt olyan pon-
tokban, ahol x = 0 vagy y = 0. Tehat az értelmezési tartomany az XY
stk, kivéve a koordinatatengelyeket.

A stacionarius pontokat megadd egyenletek:

2
/ _ —
falw,y) =22 — 22y 0
! _ 2 .
fy(l',y) =2y — Tyg =0
Fejezziik ki példaul az elsé egyenletbdl y-t:
_ 1
Yy = 1'3

Ezt irjuk be a masodik egyenletbe:
2 2

2
S -5 =0=5-22"=0
X SL‘F

T3
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Rendezve kapjuk, hogy
l=2®=or=41=y==1

Tehat két stacionarius pontot talaltunk: (1,1), (-1,-1). Mivel mind a
kett§ eleme az értelmezési tartoménynak, igy tovabb folytathatjuk a
vizsgalodast.

A masodrendi parcialis derivaltak:

0 2 4
1 —- 2 _ 7y = 2 T
Falo) = po(a— Sy =2+ 5
0 2 2
1
- 2 S _
fy:c(xay) O < ny) l‘2y2
0 4
i
- 2 - — -

Az (1,1) ponthoz tartozdé Hesse matrix:

(1,1)

v = (5 f)

”(1,1
!
gy 1)

)= 0)

‘:36—4:32>0,

A Hesse determinans:

6 2
2 6

Mivel f7 (1,1) =6 > 0, vagyis a minormétrixok pozitivak, igy a Hesse
méatrix pozitiv definit. Ez pedig azt jelenti, hogy a fiiggvénynek ebben
a pontban lokalis minimumbhelye van.

A (=1, —1)-hez tartoz6 Hesse métrix:
" (=1,-1) " (—1,-1) 6 2
= (8D By
= Unen-n fen-n) e e
A (—1,—1)-hez tartoz6 Hesse determinéans:
6 2
’2 6’—36—4—32>0,

A fiiggvénynek tehat (—1, —1)-ben is lokélis minimumhelye van, mivel
det(D%f(—1,-1)) > 0és f/ (~1,—1) = 6 > 0. A fiiggvény helyettesi-
tési értéke mindkét pontban megegyezik:

f(L1)=f(-1,-1) =4
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4.9.2.

1.

Osszetett feladatok

Feladat: Keressiik meg az alabbi fiiggvény lokilis szélsGérték helyeit:

f: R? =R, flx,y) =4z%e¥ — 221 — W

Megoldas: Az f(x,y) fiiggvény ebben a feladatban is folytonos ma-
sodik derivaltakkal rendelkezik, és értelmezési tartomanya a teljes sik,
igy szélsGértéke csak a stacionérius pontokban lehet. A stacionérius
pontokat meghatérozé egyenletek:

fo(z,y) = 8we¥ — 823 =0

f;(m, y) = 4% — 4e =0

Most is kaptunk egy egyenletrendszert. Alakitsuk szorzattd az els6
egyenletet.

8re¥ — 813 = 8x(xe?¥ — 2?) =0
Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényez6je nulla.

Ha az x = 0, akkor ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve kapjuk,

hogy
—4eM =0

Ez azonban nem teljesiilhet semmilyen y-ra, igy x biztosan nem lehet
0.

Nézziik a mésik esetet, ha

2 2

e —r=0=>¢e'=1x
Behelyettesitve a mésodik egyenlet a kévetkezd alakot oOlti:
4zt — 4@t =0 = =1 = z=4+1

Ha
x = =+1, ey =1 = y=20

Tehat két stacionarius pontot talaltunk: (1,0),(—1,0). A masodrendi
parcialis derivaltak:

0
frw(,y) = %(83?69 — 8383) = 8e¥ — 242

0
f{//x(x7y) - 87(41'26y - 4e4y) = 8xeY
‘ Y

0
o) = 40760 269) = 0 106
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A (1,0) ponthoz tartoz6 Hesse matrix:
7 (1,0) f”(1,0) ~16 8
D*f(1,0 :(xx(’ ) =
(1,0) ;;(1,0) ?;/y(l,O) 8§ —12
A (1,0) ponthoz tartozo Hesse-determinéns:

‘—16 8

8 _12‘:192—64:128>0

Mivel det(D?f(1,0)) > 0 és f” (1,0) = —16 < 0, igy a Hesse-méatrix
negativ definit, tehat ebben a pontban a fliggvénynek maximuma van.

Hasonléan a (—1,0) pontra:

o= (010 GO - (8 )

yr vy

-16 -8
-8 —12

‘:192—64:128>0

Mivel det(D?f(—1,0)) > 0 és f7.(—1,0) = —16 < 0, ezért (—1,0) pont
is lokélis maximumhelye a fliggvények. A helyettesitési érték mindkét
esetben:

f(=1,0) = f(1,0) =1

. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkezd haromvaltozoés fiiggvény szélsG-
értékeit:

f:R3 =R, flz,y,2) =22 — 4oy + 42 + 69° + 22°

Megoldas: Haromvaltozos fiiggvény esetén sincs lényeges valtozas a
megoldas menetében. Most is meg kell keresiink a stacionarius ponto-
kat, és meg kell allapitanunk, hogy az igy taldlt pontok milyen szélss-
értéket jelentenek.

A stacionarius pontokat meghatarozé egyenletek:
fo(z,y,2) =4z — 4y =0

Fy(w,y,2) = —4z +12y =0
flx,y,2) =4+42=0

Az utolso egyenletbél azonnal adédik a z = —1 feltétel, mig az els6 két
egyenletet 6sszeadva kapjuk, hogy

qy=0 = y=0 = zx=0
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Tehat az egyetlen stacionarius pont a (0,0, —1) pont. Készitsiik el az
ehhez a ponthoz tartozé Hesse-matrixot. Ehhez sziikségiink lesz a mé-
sodrendii parcialis derivaltakra, amikbdl a Young-tétel miatt 6 darab

kiilénbozd van. 5
Q/U,:E(xvyaz) = %(435 - 4y) =4

0
f;ly(x7yaz) = 87y(4x - 4y) =—4

0
/ = — (4o — dy) =
L(ay,2) = 54z~ 4y) = 0

0

;’y(:v,y, z) = %(—4:(: +12y) =12
0

fyz(xa% Z) = @(_4%‘ + 12y) =0

0
;/z(xa Y, Z) = %(4 + 42) =4
Igy a Hesse-matrix:

5 o//:::ﬂ(o?()?_l) %:y(ovoa_l) %Z(O,O,—l)
D=£(0,0,—-1) = %90(0,0,—1) %y((),(),—l) %Z(O,O,—l) =
z:c(()?O?_l) zy(0707_1> zz(ovoa_l)

4 -4 0
=| -4 12 0 | =
0 0 4
4 -4 0
=|1—-4 12 0
0 0 4

Ahhoz, hogy a stacionédrius pont tipusat megallapitsuk, errél a 3 x 3-
as matrixrol azt kell eldonteni, hogy pozitiv definit, negativ definit,
indefinit, vagy szemidefinit. Ennek egyik mdédja az, hogy a bal felsé
minormatrixok determinénsait vizsgaljuk. Ekkor azt mondhatjuk, hogy

e Ha az egymast kovet§ minormatrixok mind pozitivak, akkor a
matrix pozitiv definit. Ekkor az adott matrixhoz tartozé pont
egy lokalis minimum hely.

e Ha az egymadst koveté minormaéatrixok véltakozd elGjeltiek tgy,
hogy a matrix (1, 1) eleme, vagyis a legkisebb rendd minormétrixa
negativ, akkor a matrix negativ definit. Ekkor az adott matrixhoz
tartoz6 pont egy lokalis maximum hely.
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e Ha az el6z6ek koziil egyik kategoridba sem sorolhatd, de semelyik
minormatrix determinansa nem 0, akkor a matrix indefinit. Ekkor
az adott matrixhoz tartoz6 pontban nincs szélséérték.

e Ha van olyan minormatrix, amelynek a determinansa 0, akkor a
matrix szemidefinit. Ekkor nem tudjuk megmondani, hogy milyen
tipusi a szélsdérték.

A mi esetiinkben:

det (4 ) =4
4 —4
det<_4 12)248—16:32>0
4 -4 0 4
det [ —4 12 0 :4-det<_4 12):4-32:128>0
0 0 4

Tehat a minormatrixok pozitivak, a Hesse-matrix pozitiv definit, vagyis
a (0,0, —1) pont egy lokélis minimuma a fiiggvénynek.

. Feladat: Harom pozitiv szam 0Osszege 12. Legfeljebb mekkora lehet a
szorzatuk?

Megoldas: A feladat matematikai megfogalmazasa a kdvetkezs:
maxzyz =7 feltéve, hogy v +y+2=12 és z,y,2 >0

Ez a feltételes szélsGérték tipikus esete. A feltételes szélsGérték szamo-
last tartalmazéd feladatokat azonban legtdbbszor vissza lehet vezetni
feltétel nélkiili szélsGérték-keresésre. Most ezt az utat fogjuk kovetni.

Az, hogy a harom szam Gsszege 12-t kell, hogy adjon, egy megszoritast
ad meg a 3 valtozo kozott, emiatt csak kettd fiiggetlen lesz koziiliik. Ezt
Ggy tudjuk kihasznalni a szélsGérték-keresésnél, hogy a feltételt jelentd
egyenletbdl kifejezziik az egyik valtozot, és beirjuk a kérdéses kifejezés
helyére:

z2=12—z—y=ayz = 2y(12 — x — y) = 12zy — 2%y — xy?

Legyen
f(z,y) = 122y — 2%y — 3/° és z,y >0

Most mar egy kétvaltozos fliggvénynek kell megkeresni a szélsGértékeit.
Az els6 1épés most is a staciondrius pontok meghatarozasa:

fol@,y) =12y — 20y —y* = 0

fz//(a:, y) =122 — 2% — 22y =0
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Vizsgéaljuk meg elészor kiilon-kiilon a két egyenletet. Az els6t az y = 0,
a masodikat az x = 0 valasztas kielégiti. Azonban a feladat kikétotte,
hogy harom pozitiv szamroél van sz, igy egyik viltozo se lehet 0. Emiatt
az els6 egyenletet leoszthatjuk y-al, a mésodikat pedig x-el:

12—-22z—y =20

12—z -2y =0
Ez mér egy linearis egyenletrendszer, amit konnytszerrel megoldha-
tunk. Szorozzuk be 2-vel az masodik egyenletet, és vonjuk ki az els6bsl:
-1243y=0 = y=4 = zx=z=4
Tehat az egyetlen stacionérius pont a (4,4) pont, ha a kétvaltozos
fliggvény feltétel nélkiili szélsGértékét tekintjik.

Meg kell még hataroznunk, hogy minimumot, vagy maximumot talaltunk-
e. Ehhez sziikségilink lesz a masodrendii parcidlis derivaltakra:

0
2 (2,y) = 5-(12y — 2wy — y?) = —2y

X

0
foy(2,y) = 7y (12 — 229 y?) =12 — 2z — 2y

0
fow(@,y) = a—y(12x —2? — 2xy) = —2z

Igy a (4,4) pont Hesse-determinansa:

"(4,4)  fr (4 4)‘ ‘—8 —4'
P AN Ty\ s — =64 —-16=48 >0,
e(4,4) fr(4,4)] 7 -4 -8

tehat a fliggvények szélsGértéke van ebben a pontban, s mivel f (4,4) =
—8 < 0, igy az egy lokalis maximum.

A harom széam szorzata tehat akkor lesz maximalis, ha x =y = 2 =4,
és ekkor a szorzat értéke 64, és ez a feladat egyetlen szélsGértéke.

Megjegyzés: Figyeljiik meg, hogy az xyz kifejezés értéke kdzben alulrol
is korlatos: mivel pozitiv szdmokat szorzunk 6ssze, biztosan nem lehet
kisebb a szorzatuk, mint 0. 0-t azonban csak akkor vehetne fel a kife-
jezés, ha valamelyik véltozo 0-va valna, ezt azonban a feladat szévege
nem engedi meg. Ennek kivetkezménye, hogy a kifejezés értéke tetszs-
legesen megkozelitheti a 0-t, de el nem érheti; emiatt csak a (4,4,4)
koordinataju szélsGérték hely létezik. Ha a feladat szovegében megen-
gednénk, hogy a viltozok 0 értéket is felvegyenek, akkor minden olyan
pont, amelynek valamely koordinataja 0, minimumhely lenne.

275



4. Feladat: Tekintsiik a 3z+42y+2—14 = 0 egyenleti sikot, és hatarozzuk
meg a siknak az origéhoz legkdzelebb es pontjat.

Megoldas: A feladatban megadott sik az g(z,y) = 14 — 3x — 2y fiigg-
vény grafikonja, 3 dimenzids derékszogi koordinatarendszerben abré-
zolva. Azok a pontok esnek erre a sikra, amelyek koordinatéja:

(2., 14 — 3z — 2y)

Egy pont origotol valo tavolsigat a pontba hizott helyvektor hossza
adja meg:

d(z,y) = \/xQ + 92 + (14 — 3z — 2y)?

A kérdeés az, hogy mely (z,y, z(x,y)) pontra lesz ez a d(x,y) tavolsag
miniméalis. Ehhez a szokasos lépéseket kell elvégezniink. Megkoénnyit-
hetjiik azonban a dolgunkat, ha d(x,vy) szélséértékei helyett (d(z,y))?
szélsGértékeit keressiik. A gyokfiiggvény folytonossiga és szigorth mo-
notonitidsa miatt mindkét kifejezés ugyan ott veszi fel a szélsGértékeit,
azonban

(d(z,y))* = f(z,y) = 2* +y* + (14 — 30 — 29)*
kénnyebben derivalhato.
Mint mindig, most is a stacionarius pontok keresésével kezdjiik:
fi(z,y) =20 +2(14 — 3z — 2y) - (-3) =20z + 12y — 84 =0

fol@,y) =2y +2(14 — 3z — 2y) - (=2) = 122 + 10y — 56 = 0

Szorozzuk be az els§ egyenletet 3-al, a masodikat 5-el, és vonjuk ki az
els6bél a masodikat:

36y — 252 — (50y — 280) = 0

14y +28=0 = y=2 = zxz=3,z=1

Tehat f(z,y) stacionarius pontjanak koordinatai (3,2), az eredeti fel-
adat stacionarius pontja pedig (3,2,1). A masodrendi parcidlis deri-
valtak:

fo(z,y) = 88 (20z + 12y — 84) = 20

ox
1 a
" (r,y) = a—y(zo:c 12y —84) =12

e}
Fyy(@,y) = 5, (122 + 10y — 56) = 10

Y
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Igy a (3,2) pont Hesse-determinansa:

Yy
7(3,2) f7(3,2) 12 10

" (3,2) fr (3,2)‘ B ‘20 12
yxr

‘:200—144:56>0,
yy

tehat a fiiggvények szélsGértéke van ebben a pontban, s mivel f7 (3,2) =
20 > 0, ez egy lokalis minimum, ésszhangban a varakozéasainkkal.
Tehat a sik origbhoz legkizelebbi pontja a (3,2,0) pont, és itt az ori-
gbtol vald tavolsag

d(3,2) =+/324+224+(14-3-3-2-22=9+4+1=14

. Feladat: Egy 2 méter hossz madzaggal atkotiink egy téglatest alaka
csomagot, méghozza két iranybdl is. Legfeljebb mekkora lehet a csomag
térfogata?

Megoldas: Egy téglatest alakti csomag egy csicsbol induld éleinek
hossza legyen a, b, c, ahol ¢ jeldlje éppen a csomag magassagat. Egy
ilyen csomagnak a térfogata V = abc.

Ha két iranybol is atkotjiik a csomagot, akkor a madzag hossza 2a +
2b + 4e.

A feladat szovege szerint most 2a + 2b + 4¢ = 2. Vegyiik észre, ha az
egyik oldalt kifejezziik a mésik kettovel, akkor egy kétviltozos fligg-
vénnyel el6 tudjuk allitani 6sszes olyan csomag térfogatat, amelyek a
feltételnek eleget tesznek.

Legyen a =1 — b — 2¢. Ekkor

V =abc=(1—-b—2c)bc

Tehét keressiik meg a
V(b,c) = (1 —b—2¢c)bc = bc — b*c —2bc> ha  b,c>0

kétvaltozos fiiggvény szélsGértékét.
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Hatarozzuk meg a stacionarius pontokat.
Vi(b,¢) =c—2bc—2c¢2 =0

VI(b,c) =b—b*—4bc =0

Mivel b,c > 0, az els6 egyenlet osszuk végig c-vel, a masodikat pedig
b-vel.

Az 1j egyenletrendszer:
1-2b—2c=0
1-b—4c=0
A masodik egyenlet (—2)- szeresét adjuk hozza az els6hoz.

1 1
_1+6620 = CZE éS b:—

3°6
Nézziik meg milyen szélsGérték van a kapott pontban.

11
Tehat szélsGérték csak a <, ) pontban lehet.

Vi = —2¢
Vee = —4b
Ve =1-—2b—4c

11
A Hesse matrix determinénsa a <3, 6) pontban :

Tehét a Hesse matrix definit, van szélsGérték, mivel a f6atloban 1évs
elemet Osszege, azaz a matrix nyoma negativ, {gy maximumhely van a

11
<3, 6) pontban.

Még a harmadik oldal hosszat és a csomag maximaélis térfogatat kell

kiszamolni. Behelyettesitéssel kapjuk, hogy a = %

4 1_1>0
9 9 3

W=

_1
1
3

T
Tehat a maximalis térfogati csomag méretei:
1 b 1 1
a=_-m =_-m c=-m
3 3 6

Igy a maximalis térfogat:

1\?1 1
Vinaz = abc = () 5 = —m>
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4.10. Kettds integral
4.10.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Szamoljuk ki az alabbi kétszeres integralt:

/_21 (/()l(x+y)dm> dy .

Megoldas: A kétszeres integraloknal fontos a miveleti sorrend: mindig
beliilrsl kifelé haladunk.

Jelen esetben az x szerinti integrallal kell kezdeni:

! 2 b2 0 1
d = | — = — — — = — .
/O(a:—i—y)x {2—|—yz]o 2+y <2+0> 2+y

Az x szerinti integraldsnal y-t konstansnak tekintettiik, és a hatarokat
pedig most csak x helyére irtuk be.

Majd kovetkezik a mésodik integral:

2 1 1 427 2 22 1 (—1)2
[ G-l 5] 25 () -

2. Feladat: Szamitsuk ki a kdvetkezG kétszeres integralt:
3 2
/ (/ zy(z?y? — 1) dy) dx .
1 0

Megoldas: Elgszor is érdemes felbontani a zaréjelet az integrandus-
ban, mert ebben az alakban nehézkes lenne integralni:

/13 </02xy($2y2 - 1)dy> dr = /13 </02(a;3y3 — zy) dy) d .

Végezziik el a bels§ integralast y szerint.

TN
2t 22 0t 0
:x3z—x5—(a:?’z—x2):4x3—2x

Most kovetkezik az x szerinti integralas.

3
[ 2 de= [t -} =5t -g -1 =72,
1
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3. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi kétszeres integralt:
1 —z+1
/ (/ (a:—2y)dy> dx .
0 z—1

Megoldas: Ebben a feladatban az y szerinti integralas hatarai fligge-
nek z-t6l.

A belst integralassal kezdjiik most is:
/—Hl(x —2y)dy = [zy —y?] "1 =
z—1
=z(-z+1)— (—z+1)* = (z(z - 1) — (x—1)?) =
:—x2+x—$2+2$—1—(:p2—az—x2+2x—1) =
=222 +2z.
Folytassuk a kiils§ integrallal:

1

1 2 2 1
222+ 2)dr = |-+ 2% =—-Z+1==.
/0( m+x)m [ 37 —i—xh 3+ 3

/01 (/;H(x—zy)dy> da::%.

Természetesen nem kell ennyire szétszedni az integralokat. Az elébbi
megoldas, a kiilsé integral jeldlésével, kovetkezSképpen is megadhato.

1 —z+1 1 o1
/ (/ (x —2y) dy> dr = / [:cy — 3/2]1—1 do =
0 z—1 0

1
/0 [y — 2], ") do =

1
/0 [z(—z+1)— (—z4+1)°— (z(z — 1) — (2 — 1)?)] do =

Tehat

1
/ [—$2+1‘—ZC2+2ZC—1—(x2—$—$2+2$—1)]d.%':
0

1 1
2 2 1
/O(a:+a:)a: [3x+xh S t1=3
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. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi kétszeres integralt:
2 2y

([ 5)e
-1 Y Yy

Megoldas: Ismét a belsd integrallal kell kezdeniink:

2 2y 2 212y 2
[ 50) o= L[] [ -
-1 \Jy ¥ ~1 12y y -1 2

272
4, 4 44

. Feladat: Szamoljuk ki az f : R? — R, f(z,y) = zy fiiggvény kettds
integraljat a
0<z<1l, 0<y<2

téglalap alaku D tartomanyon.

Megoldas: A kovetkezd kettds integralt kell meghataroznunk.

// xy dxdy .
D

Hasznaljuk fel, hogy a kettds integrdlas téglalaptartomanyon kétféle-
képpen is felirhato:

é/xydzdyZ/; (/Ol(xy)dz:> dy:/ol (/Oz(my)dy> .

Végezziik el a szdmolast mindkét alakkal.

1. megoldds:

é/xydxdyZ/OQ (/Ol(xy)dx> dy:/o1 (/OQ(xy)dy> .

Jelen esetben az x szerinti integrallal kell kezdeni:

1 2 ! 12 0
d - —_— = —Y — — =
/O(wy)w [2y]0 5V oY

Az x szerinti integralasnal y-t konstansnak tekintettiik, és a hatarokat
pedig csak x helyére irtuk be.

IR
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Majd kovetkezik a mésodik integral:

2 272 2
Yy Yy 2
w-[2] -2 0
/02 4], 4

Végezziik el a szdmolast a masik sorrendben is!

2. megoldds:

[ (e[ 5] (5=

1
/ 2vdr = [:EQ](1]212—0:1.
0

Ez is ugyan azt a végeredményt adja, ahogy vartuk.
3. Megoldds:

Ha téglalap alaku tartomanyon az integrandus szorzat , vagyis f(x)g(y)
alaki, akkor alkalmazhaté a kovetkezd integralasi szabaly:

’ df(x)g(y)dff dy = bg(y)dy‘ df(x)d:r
[ ([ s as)ar=[Cowa- |

Alkalmazzuk a tételt erre az esetre és szamoljuk ki az integralt har-
madszor is:

[ (oo () ([ 4)- 5] 2]

. Feladat: Szamoljuk ki az f : R?2 — R, f(z,y) = 2x — 3y fiiggvény
kettds integraljat a

—2<2z<0, l<y<2

téglalap alaka D tartomanyon.

Megoldas: A feladatunk tehat a kovetkez§ kettds integral kiszamolésa:
//(2x — 3y)dxdy .
D

Mivel a hatarok fixek, a tartomany téglalap alaku.
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Ezért

[ e-suzay - /_02 (/12(235 ~3y) dy> ds = /12 (/_Z(zx ~3y) dx) dy.
D

Végezziik el a szdmolast a kovetkezd alakban:

/_01 (/12(21'—3y)d3/>dx:/_01 [Qxy—ggﬂ]jdx:
Fle-o- o oY
2ol (s

. Feladat: Szamoljuk ki az f : R? — R, f(x,y) = z cos(xy) cos?(zm)
fliggvény kett6s integraljat a

D: 0<x< 0<y<m

1
9’

tartoményon.

Megoldas: Ezt a kettds integralt ismét kétféleképpen lehet felirni két-
szeres integralként, hiszen most is téglalap alaka tartomanyon integré-
lunk.

Vagy

é / i cos(ay) cos” (em)didy = /Oé < /O o cos(zy) cos? (xm) dy) dz,

vagy

é/xCOS(xy) cos? (zm)dady = /U7r </(;éxCOS<37y) cos?(z7) d:r:) dy

alakban irhatjuk fel ezt a kettds integralt. Azonban kis vizsgilddas
utan észrevehetjiik, hogy a két sorrendben nem azonos nehézségi in-
tegralokat kell elvégezni. A masodik felirdas esetén az x szerinti integral
elvégzése nagyon nehéz és hosszadalmas lenne, mig az elsd felirdsi mod-
ban az y szerinti integral gond nélkiil elvégezhetd. SzélsGséges esetben
elképzelhetd, hogy egy kétszeres integralnak nem létezik zart alakban
megadhaté primitiv fiiggvénye az integralas adott sorrendje mellett, de
a sorrendet felcserélve az integraléds elvégezhetd.
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Induljuk ki emiatt az elsd felirasbol:

J

(/OWZECOS({L'Z/) cos?(a) dy> dr = /2 [sin(zy) COS2(mW)]gd$ _

0

N|=

N

/ sin(z) cos?(xn) dz
0

hiszen sin(x - 0) = 0. Figyeljiik meg, hogy ha az integrandust —m-vel
3
bévitenénk, akkor f(x) - f?(x) alaki lenne, aminek az integralja ER

/0é sin(z7) cos?(xm) dx = —% /0%(—77 sin(z7)) cos? (27 da =

_% [<:<)s33(:c7r)]0 71T<cos3(72r) B c083(0)> 1

hiszen cos(5) =0 .

4.10.2. Osszetett feladatok

1.

Feladat: Szamitsuk ki az f : R?2 — R, f(z,y) = zy fiiggvény kettds
integraljat az

gorbék altal hatarolt D tartomanyon.

Megoldas: Ha az integralast most nem egy téglalap alakd tartomé-
nyon, hanem valamilyen gérbék altal hatarolt tigynevezett normaltar-
tomanyon kell elvégezni. ElGszor célszertd lenne lerajzolni ezt a tarto-
manyt.

o x %

ox I 1
S

<<

A\
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A tartomany felfoghaté = szerinti norméaltartoméanynak.

Ebben az esetben gy végezziik el a kettds integralt, hogy x értékeét
valtoztatjuk 1-t6l 4-ig, és minden adott x érték mellett elvégziink egy
egydimenzi6s integralast az y tengellyel pdrhuzamosan. Most adott x
értékneél ez utobbi integralas y = §-t6l y = \/z-ig tart.

Tehét a D tartomany most:

0<z<4,

<y<Va.

Ekkor a kettds integrél a kovetkezs alakban irhato fel:

4 Nz
//J:ydxdy:/ / xydy | dz.
D ! 2

Végezziik el a kijeldlt miiveletet.

IR B S LA E N |

B [6 32}1'_ 6 32 ( 6 32) S 327
Figyeljiik meg, hogy a megadott tartomény felfoghat6 y szerinti nor-
méltartoménynak is. Ebben az esetben a kettds integrél kicsit bonyo-
lultabb, ugyanis az % <y<lésal <y <2 tartomanyokat kiilon kell
kezelni. Ennél a sorrendnél minden egyes rogzitettnek gondolt y érték
mellett elvégziink egy integralast az x tengellyel parhuzamosan. Azon-
ban az integralasi hatéar fiiggni fog att6l, hogy épp milyen y koordinata
mellett végezziik az x tengellyel parhuzamos integralédst. Emiatt a ha-
tarolo gorbéket most y(z) helyett x(y) alakban, vagyis y fiiggvényében
kell felirni. Ez azt jelenti, hogy az egyenleteinket x-re kell rendezni.
Most y fiiggvényében felirva a kdvetkezs gorbék hataroljak ezt a tar-
toméanyt:

1 2
y=5 y=2, x=2, x=y".

Amig % <y <1 esetén ezeket az integralokat z = 1-t6l x = 2y-ig kell

elvegezni, addig 1 < y < 2 esetén az integralds alsé hatara r = y2, a
fels6 hatar pedig tovabbra is x = 2y.
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Igy ilyen sorrendben a kovetkezéképpen néz ki az integral:

1 2y 2 2y
//:Uyd:ndy:/ (/ asydfn) dy+/ </ ﬂsydaz)dy.
s 1 1 1 y?

Mivel

és

igy
Lo 20w 9 9 81
//mydmdy=[ (/1 xydm>dy+/1 (/2 xydx)dy:3—2+;l:3—2.
2 Yy

2. Feladat: Szamitsuk ki az f : R2 — R, f(z,y) = H—lxg fliggvény kettds
integraljat az

A(0,0),B(1,1),C(0,1)
pontok altal meghatarozott ABC haromszog folott.

Megoldas: Elészor is rajzoljuk fel a kérdéses haromszoget:

0.5

-05
-05 0 05 1 15
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Ez mindkét valtozdja szerint normaltartomany, raadasul mindkét in-
tegralasi sorrend szerint felirhaté egyetlen kétszeres integralként. Az
egyik lehetGség:

1 1 E |
" dady = = dy)dx.
//Hx? e /0</ 1+ a2 y) !

ABC

b )
//1+:c2 xy_/o </0 1+ 22 x) v

ABC

Es a masik:

Nézziik az elsé alakot.

1 1 1 1 y 1 1 1 T
—dy)dx = dz = - dz =
/0 (/x 1+ a2 y) v /0 [1—1—3&2L v /0 <1+x2 1+x2> v

L7 In2

[arctg () — %111(1 + xQ)]O =T

A masodik integralnal felhasznaltuk, hogy kettével bévitve a fTI alakl
kifejezést kapunk, aminek integralja In(f).

A masik sorrendben elvégezve az integralast:

L/ 1 1
_ = 4 = .
/0 (/0 522 dx) dy /0 [arctg(x)]g dy /0 1-arctg (y)dy .

Az l1-es szorzé arra utal, hogy parcialis integralas fog kovetkezni:

/

v =1 u = arctg (y)

v = u'— 1
-V EEERY
Igy 1 1
1 - arct dy = |y - arct 1—/ y dy =
/0 g (y)dy =y g W)lo T2
1

T 1 T In2

Z |21 +4?)| == - ==,

4 [2 ( +y)]0 12

. Feladat: Szamitsuk ki az f : R2 — R, f(z,y) = % fliggvény kettds

integraljat az
p=0, y=0, y=vi=z

gbrbék altal hatarol D tartomany f6lott.
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Megoldas: Elgszor is rajzoljuk le a kérdéses tartoményt:

sarlidn) ——
x=0 ——

Mivel ez mindkét valtozdja szerint normaltartomany, igy mindkét sor-
rendben felirhaté a kettds integral kétszeres integralként. Az egyik le-

hetgség:
2x 4 Va—z 2x
// ve dxdy :/ (/ ye dy) dx .
4—x 0 0 4—x
D

Es a masik:

2z 2 4—y? 2z
ye _ ye
é/él—xdmdy_/o </0 4_xd:13>dy.

A maésodik lehetgséget most el kell vetniink, mert abban az x szerinti
integral meghatarozasa valészintleg nem lehetséges zart alakban. Igy
marad az elsg feliras:

4 Vi—z 2z 4 2 2z 41—z
ye yce
dy | de = / [—] dr =
/0 (/0 4—u y) 0o [24—1m)],

. Feladat: Szamitsuk ki az f : R? — R, f(x,y) = a2y + 2 fiiggvény
kettds integraljat az

A(-1,0) B(2,0) C(1,1) D(0,1)

pontok altal hatarolt D tartomény f6lott.
Megoldas:
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El6szor is rajzoljuk le a D tartomanyt:

X X < <

o

[N
|

<‘<

Ez a trapéz alakt tartoméany mind x, mind y szerint norméltartoméany,
igy tetszoleges sorrendben elvégezhets az integral. Azonban ha el6szor
x szerint integralunk, kénnyebb dolgunk lesz, ugyanis ekkor egyetlen
tagban fel tudjuk irni az integralt. Ebben az esetben az aldbbi, x-re
rendezett egyenesek hataroljdk a tartomanyt:

y=0, y=1 z=y—-1, xz=-y+2.

Igy az integral:

(xy + 2) dzdy = 1 _y+2(:vy +2)dx ) dy
/s 0 \Jy—1

. Feladat: Szamitsuk ki az f : R? — R, f(z,y) = (x + y)? fiiggvény
kettds integraljat az origd kozéppont, egységnyi sugard  korlap felett.

Megoldas: Ha az integralasi tartomany kor vagy korszert tartoméany,
célszerd attérni polarkoordinatakra. El6szor adjuk meg a fiiggvény pol-
arkoordinatas alakjat.

Ha
T =rcost y =rsint
akkor
(z +y)* = (rcost + rsint)?
és

dxdy = rdrdt
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Még a hatarokat kell megnézni.

0<r<i1 és 0<t<27

2 prl
//(x + y)?dzdy = / / (rcost 4 rsint)*rdrdt =
o Jo
Q

2 pl
= / / r3(cos?t + 2costsint + sin?t) drdt =
o Jo

= </027r(1 + sin 2t)dt) : (/01 r3dr> =

1 2w 7’4 1
= [t — —cos Qt] . [] =
2 0 4]

N
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