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1. Integralszamitas

1.1. Racionalis tortfiiggvények integralasa

1.1.1 definicié: (polinom) Az z valtozd egész kitevdji hatvanyainak linearis kombinaciojat
(valos szamokkal vett szorzatédnak Gsszegét) polinomnak nevezziik. A polinom fokszama a
polinomban szerepld legnagyobb kitevé. Jelolés: P(z), Q(x), deg P, deg Q.

1.1.2 definicié: (racionalis tortfiiggvény) Racionalis tortfiiggvénynek a két polinom ha-

P(z)

nyadosaként felirhato fiiggvényeket: R(x) = m Egy ha a szamlalo fokszama kisebb, mint a
x

nevez$ fokszama (deg P < deg ), akkor valodi raciondlis tortfiiggvényrsl beszéliink.

1.1.3 tétel: (gyOktényezds felbontas) Minden P(z) polinom felirhaté konstans, elséfoku,
és gyokokkel nem rendelkezd méasodfokid polinomok szorzatara, amely tényez6k kozott esetleg
lehetnek azonosak.

1.1.4 példa: 225 — 423 + 42° — 62 + 4 = 2(2* + 1)(z — 1)*(z + 2).

1.1.5 tétel: (parcialis tortekre bontas) Minden valodi racionalis tortfiiggvény felbonthato
parcialalis tortek 6sszegére. A felbontéas a nevezs gyoktényezds alakjatol fiigg, attol, hogy abban
hany és milyen tipust tag van.

‘ Gyoktényezd ‘ Az Gsszegben szerepl6 parcialis tortek
I (x—a) e
o m Am Amfl A2 A
L] @=§) ) A ) e A ) LA =)
ML | (22 + az + b) P Y
2 m AmT+Bm Am_12+Bm— Asx+B Aiz+B
IV. | (2% + az + ) (@tasto)m (x+alyc+b)7”_11 vt Graern)? T lotarth)

34222 -5 1
1.1.6 feladat: Milyen alakban keresné az R(x) = 2 —f2 —|—+x3)( _fl—;( 2) racionalis
z(x T T T —

tortfiiggvény parcialis tortekre valo felbontasat?

) . A
MEGOLDAS: Az z tényezGhoz tartozod parcialis tag: —.
x

Bx+C

Az (22 4 22 + 3) tényez6hoz tartozo parcialis tag: ———M——.
a ) tényerGhoz tartord p & o7+ 2043

D F
Az (x + 1)3 tényez6hoz tartozé parcialis tagok: 71 + CESE + T

Az (z — 2) tényez6hoz tartozd parcidlis tag:
l’ —
A keresett elGallitas tehat ezen hat parcidlis tort Osszege. &

Miért hasznos egy racionélis tortfiiggvény parcialis tortek Osszegére valo bontasa? A valasz az,
hogy ha R(x)-et felirtuk parcialis tortek Osszegére, akkor R(x) integralja egyenld ezen tortek
integraljainak Osszegével, vagyis ha ezeket a specialis parcialis torteket ki tudnank integralni,
akkor tetszéleges R(x) primitiv fiiggvényét meg tudnank hatarozni.



Olyan racionalis tortfiiggvényekkel, amelyek nevezdGje tartalmaz IV. tipusi tényez6t nem foglal-
kozunk, mert a hozza tartozo parcialis tortek integraldsa bonyolult. Mivel tetszéleges polinom
szorzatta alakitdsa nem megoldhato, igy csak olyan R(z) fiiggvényekkel foglalkozunk, ame-
lyek nevez§je vagy szorzat alakban van felirva, vagy egy esetleges x hatviny kiemelése utan a
masodfokt megoldoképlettel tényezGkre bonthato.

A parcialis tortek integralasa:

4 41n |z — 5|
I dz — C.
)/§$—5x 9

3 (x+2)7!
H)/Gazﬁdx:3~—:r—+0.

HI)/ T+ 3 d / T+ 2 n 1 d 1/ 20+ 4 dat
——dx = r=—- | ——— dx
24+ 4 +5 24+4r+5 2244 +5 2 ) x2+4x+5

1

1
dr = §1n|x2 + 4x + 5| + arctg(x + 2) + C.

1+ (z+2)2

1.1.7 megjegyzés: A IlII. esetben azért volt fontos, hogy a nevezének ne legyen gyoke, hogy az
atalakitds utan mindig olyan alakti nevez6t kapjunk, hogy (ax + b)? + ¢, ahol ¢ pozitiv, mert ha
negativ lenne, akkor a kiemelés soran negativ szdmot nem tudnank bevinni a négyzetreemelésen
beliilre.

Hogyan hatarozhato meg egy tetszéleges R(z) ilyen alakiu tényezGkre torténd felbontésa? Ho-
gvan kapjuk meg a tételben szereplé A;, B; egyiitthatok értékét? A valasz az egyenls egyiitt-
hatok modszere.

1.1.8 feladat: Hatarozzuk meg az / dx integralt!

%+ 3z
MEGOLDAS: A parcialis tort valodi, hiszen a nevezé masodfoki, a szamlalo pedig nulladfokt
(konstans). Vizsgaljuk meg, hogy a nevezének van-e gyoke! Van, x; = 0, xo = —3, igy a
parcialis tortekre valé bontéast a kovetkezé alakban keressiik:

6 6 A B

2+ 3z w(z+3) $+:L'~|—3'

A(x+3)+ Bx
z(x + 3)

6 (A+ B)x+3A

ahol a jobb oldal k6z6s nevezére hozas utan . Ebbdl:

w2+ 3z  z(r+3)

Az egyenlGség azt jelenti, hogy a két oldal mint fiiggvény, minden z-re azonos, és mivel a
nevezGk egyenl6k ez csak tgy lehet, ha a szamlalok mint polinomok egyenlék, vagyis minden
egyiitthatojuk megegyezik:

A+B=0,
3A =6,



6 2 2
azaz A = 2, B = —2, vagyis érvényes az —— = — — egyenldség. Ekkor a keresett
»?+3x x x+3

integral:
6 2 2 ) 9
/?Mﬁfu‘/z‘x+f“—/;“—/;+3w—2mm—2mu+m+a a

222 4+ 3x — 1
(z —1)(z2+1)
MEGOLDAS: A raciondlis tortfiiggvény valodi, hiszen a nevezd harmadfokd, a szamlalo pedig

masfoki, valamint a nevez&ben a tényezék mar nem bonthatok tovabb, 22 4 1-nek nincsen valos
gyoke. A parcidlis tortekre valo bontéasa tehat:

202 +3x—-1 A Br+C A@@®+1)+(Bz+C)z—1)
C-D@+0) -1 2+1 @- 1211 -
(A+ B)2?+ (-B+C)z+ (A—CO)

(x —1)(22+1) ’
vagyis a megfelel§ egyiitthatok egyenlGségébdl:

1.1.9 feladat: Hatarozzuk meg az / dzx integralt!

A+B=2,
—B+C =3,
A-C=—1.

amib6l A =2, B =0, C = 3, vagyis a keresett integral:

272 4+ 3x — 1 2 3
dr = dr =21 — 1| 4 3arct C.
/(x—l)(x2+1) x /x—1+x2+1 T n |z — 1| + 3arctgs + L )

Mi a helyzet a nem valodi racionéalis tortekkel? Amikor a szamlalo fokszama legalabb akkora
mint a nevez6é? A kérdésre a valaszt a kivetkezs tétel adja meg:

1.1.10 tétel: Ha adott két polinom P(z) és Q(x), ahol deg P > deg (@, akkor egyértelmiien
leteznek olyan H(x) és M (x) polinomok, amelyekre P(x) = Q(z)H (z) + M(x), és degM <
deg Q.

1.1.11 példa: P(z) = 2® + 222 + 5z — 1, Q(z) = 2* + 1. Ekkor 2% + 22 + br — 1 =
(22 + 1) (x +2) + (42 — 3).

1.1.12 kovetkezmény: Minden nem valodi raciondlis tortfiiggvény elGall egy polinom és egy
valodi racionalis tortfiiggvény Gsszegeként, igy az ilyen R(z) fiiggvények integralasa visszave-
zethetS egy polinom és egy valodi raciondlis tortfiiggvény Osszegének integraldsara:

8 4 212 -1 241 2) + (4o — 4o —
/x+x+5x d$:/(x+)(x+)+(x 3)d$:/x+2d$+/x 3dx.

2 +1 2 +1 2 +1

1.1.13 megjegyzés: A tételben nem sziikségszeri, hogy deg P > deg (@ teljesiiljon, de ha
deg P < deg @ akkor trividlisan H(z) =0 és M(x) = P(x).



1.2. Helyettesitéses integral
1.2.1 feladat: Hatérozzuk meg az /sin Vx dz integralt!

MEGOLDAS: Az integralasi nehézséget egyértelmiien az okozza, hogy az integrandus egy &ssze-
tett fiiggvény (nincsen mellette a belsd fiiggvény derivaltja) és dsszetett fiiggvényeket altalanos
esetben nem tudunk integralni. A cél az lenne, hogy az integrandusban a sin fiiggvény belse-
jében eltlinjon a gyokjel, és csak egy sima valtozo legyen. Ez a helyettesitéses integrdl lényege,
illetve motivdcidja.

Szeretnénk tehat, hogy a /z helyett egy sima valtozo (legyen mondjuk t¢) szerepeljen. Tekint-

siik a kovetkezs, - a differencidlegyenletek témakorénél mar érintett, igy valamennyire ismerds
- formélis szamolast:

Vi =t,
x =t
1dx = 2t dt.

Behelyettesitve az eredeti integralba:

/sin\/fd:z: = /sint - 2t dt,
amely integralt ki tudjuk szamolni, hiszen a parcialis integralas klasszikus alapesete:
/sint - 2tdt =2t - (—cost) — /2(— cost)dt = —2tcost + 2sint + C,
Visszahelyettesitve, hogy t valojaban /x, azt kapjuk, hogy:

/SiIl\/Edl’: —2y/x cos/x + 2sin/x + C.

Ellenérizve (visszaderivalva) a formalis szamolas eredményeképpen kapott primitiv fiiggvényt
valoban visszakapjuk sin \/x-et, vagyis az eljaras miikodott és helyes eredményre vezetett. &

A heurisztikus szamolas alapja a kovetkezd tétel:

1.2.2 tétel: / F(g(x)) dz = / £ (g1 (1)) dt.

Azt mondjuk hogy a fenti képletben, a g(z) = t helyettesitéssel integraltunk. A jobb oldalon
visszairva a helyettesitést, valoban azonossidgot kapunk.

Mivel a formulédban szerepel a g(z) fiiggvény inverze, igy csak olyan fliggvény helyére vezethe-
tiink be 1j valtozot, aminek van inverze, az elsé félévben tanultak alapjin a szigorian monoton
novekvo fliggvények ilyenek. Tekintsiink még egy példat gyakorlas gyanant:

1
1.2.3 feladat: Hatarozzuk meg az / ——— dx integralt!

(Vz+ 1)z
MEGOLDAS: Az integrandus /z fiiggvénye, ha helyettiik ¢ allna, akkor azt a racionalis tort-
fiiggvényt ki tudnank integralni. Nézziik meg mi torténik, ha elvégezziik a /x = t helyettesitést
(a kobgyokfiiggvény szigorian monoton nd, van inverze, a helyettesités elvégezhetd):

6



Y =t,
x =13,
1dz = 3t%dt.

Behelyettesitve az integralba:

1 1 3
——dx = —dt dt— [ ——=dt =3t—3In|t+1|+C.
/(w N N /‘ /3 /?+1 3t=3lnft+1]+

Visszairva az eredeti valtozot:

1 : 3
/G%:jﬁﬁdm:af—3mw6+u+c. &

1.2.4 megjegyzés: Lathato, hogy az /x = t helyettesités mindig mikodik, amikor olyan
fiiggvényt kell integralni, ami R({/x) alaka, ahol a kiilsé R(z) fiiggvény egy racionalis tortfiige-
vény.

1.2.5 tétel: Az els6 félév soran tanult négy integralasi alapeset valojaban mind a helyettesi-
téses integralas specidlis esetei:

/fax—{—b (ax—l—b) + C, ahol [ f(z)dz = F(x)+C,
/f )f(x f%&?+@d@a#L
) 4y — i p@) + .

d) / g'(x) - f(g(x))dz = F(g(x)) + C, abol [ f(z)dz = F(x) + C.
BI1ZONYITAS:

a) Legyen ax + b = t, ekkor:

&t)_i_CZF(ax—i-b)

1
adr = dt = da:—édt:/f(ax%—b)dx—/f(t)adt— +C.

b) Legyen f(z) = t, ekkor:

f/<l’)d$: dt:>/f/($>fa($)d$:/tadt:Oz:a_:ll—i—cz f;Jr—il_(Clc)—l—C

¢) Legyen f(z) = t, ekkor:

f'(x)dz = dt:>/ffl<($>)dx:/%dtzln|tl+C’:1n]f(:L‘)|+C

T



d) Legyen g(x) =t, ekkor:

J(x dx—dt:>/ d:c—/f Fit)y+C=F(g(x))+C. &

Helyettesitéses integralast eredményesen tudunk alkalmazni akkor is, ha az integrandus e*-nek
valamilyen integralhat6 fiiggvénye.

3z

1+ e

MEGOLDAS: Az integrandus ebben az esetben e* fiiggvénye, nézziik meg hat, mi torténik az
e’ =t helyettesités soran:

1.2.6 feladat: Hatarozzuk meg az / dx integralt!

e’ =t,
r = lInt,
1

Behelyettesitve az integralba:

e 1 t?
der = | —— - —dt = dt
/1+e2w . /1+t2 t /1+t2

A helyettesités utan az integrandus egy racionélis tortfiiggvény lett, elvégezve a maradékos
osztast,

3x 1
/1ie2xdx:/1_Wdt:t‘arctgHC:ex—arctg(em>+0. &

1.2.7 megjegyzés: Hasonloan az /x = t helyettesitéshez, az ¢* = ¢ helyettesités miikodik
minden R(e”) alaki integrandusra, ahol R(z) ismét egy racionélis tortfiiggvényt jelol.

1.2.8 feladat: Hatirozza meg az /(3x —2)V5 — 2z dx integralt!

MEGOLDAS: Az integrandus ugyan nem a /b — 2x fliggvénye, de a nehézséget mégis az
okozza, végezziik el a /5 — 2x =t helyettesitést:

5 1

T == — =t
2 2

1de = —tdt.

Behelyettesitve az integralba:
15 3 11 3
uﬂ%—%V&ﬂmﬂ=/<?—§ﬂ—% (ww:—gﬁ+mﬁ+0:
11 3
—gﬁ—Q@V5—%Hﬁﬁ®—2@%6—2m+G &



1.2.9 feladat: Hatarozza meg az /sin(ln x) dx integralt!

MEGOLDAS: Az integrandus itt Osszetett fliggvény, In x fiiggvénye, nézziik meg, mire vezet a
t = Inx helyettesités:

Inz =1,
x = ¢,
dz = et dt.

Behelyettesitve az integralba kapjuk, hogy / sin(lnz) dzx = / sint-e' dt, ami a harmadik parci-

alis integralasi alapeset. Ebben az alapesetben kétszer kell alkalmaznunk a parcialis integralést,
mindegy milyen szereposztassal, de mindkét alkalommal ugyantugy. A primitiv fliggvényt pedig
végiil egy egyenlet megoldasaként kapjuk.

Legyen f'(t) = sint, g(t) = e'. A keresett integralt A-val jelolve:

A:/sint'etdt:—cost-et—/—cost~etdt:—cost'et—l—/cost'etdt:

—cost-e' +sint-e' — [ sint-e'dt = —cost-e' +sint-e' — A,
, , —cost el +sint - el o
amibdl A = / sin(lnz) dz = 5 + C, vagyis visszahelyettesités utan:
/Sln<ln x) dx _ — Cos(ln x) . elnx2—|— sHl(ln CC) . 611133 + C _ _,’L‘COS2(1I] .',U) + ISIHSH x) + C &



1.3. Improprius integral

1.3.1 definici6: Legyen f [a,b] intervallumon értelmezett (az egyszeriiség kedvéért folytonos)

fiiggvény. Az [a,b] intervallumon az f fiiggvény grafikonjanak az x tengellyel bezart elGjeles
b

teriilete az f fiiggvény hatarozott integralja az [a, b] intervallumon, és [ f(z) da-el jeloljiik.

1.3.2 tétel: (Newton-Leibniz formula) Tegyiik fel, hogy az [a, b] intervallumon értelmezett
f fiiggvénynek F' egy primitiv fiiggvénye (F' = f). Ekkor fab f(z)dx = [F(2)]2 = F(b) — F(a).

2

1
1.3.3 feladat: Hatarozza meg az /m + — dx integralt!
x
1

MEGOLDAS: FEls6 kérben meghatarozva a hatarozatlan integralt:
1 2
/x+—dx: x—+ln|x|+C.
x 2

Ekkor alkalmazva a Newton-Leibniz formulat:
2

2

1 2 1 3
/x#—;daz:{%+ln\x|]1:(2—|—ln2)—(§—ln1):§—|—ln2. )
1

1.3.4 kérdés: Milyen altalanositasa lehet a mar tanult hatarozott integralnak?

VALASZ: Az egyik lehetGség, hogy az integralasi hatarok nem végesek, és végtelen intervallumon
szeretnénk integralni. A masik lehet6ség, hogy az intervallum ugyan korlatos, de a fiiggvény az
adott intervallumon nem koratos illetve szakadasi helye van. &

1
1.3.5 feladat: Hatarozzuk meg az / — dz integralt!
x

MEGOLDAS: Tekintsiink el attol a ténytdl, hogy az integralas egyik hatéra végtelen, hatarozzuk
meg a primitiv fliggvényt:
/ —dr =—— + C.

Ekkor a Newton Leibniz formulat alkalmazva tetszoleges [a, b] intervallumon meg tudjuk mon-
dani a hatarozott integralt. Legyen a = 1:

B

Az végtelenig tart6 hatarozott integralra pedig tekinthetiink gy, mint egy olyan [1,u] inter-
vallumon vett integrilra, amikor a u tart a végtelenhez:

1 1
/—d:n— lim —2d:B— lim (1——):1.
u—-+00 X u—-+00 U
1

10



1.3.6 definici6: (improprius integral 1.) Legyen f az [a,+oc0) intervallumon értelmezett
folytonos fiiggvény. Ekkor az f fliggvénynek az [a, +00) intervallumon vett improprius integ-
ralja:

u

/f(:r;) de = lim [ f(x)dx

U—00
a

ha ez a hatarérték létezik létezik és véges. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az f f(z)dz improprius

a
integral konvergens. Ha a hatarérték nem létezik, vagy nem véges, akkor az improprius integral
divergens.

1.3.7 allitas: Ha F a f primitiv fliggvénye az [a, +00) intervallumon, akkor a korabbiak alap-

jan: /f(x)dx: lim F(u) — F(a).

uU—r—+00

1.3.8 feladat: Hatarozzuk meg az /e‘5z dx integralt!
0

MEGOLDAS: Az improprius integral meghatarozasahoz a hatarozott integralhoz hasonloan
elGszor a primitiv fliggvényt kell meghatarozni. Az elsé integralasi alapeset szerint:

o0

6—590
/eSxdx: 3 +C = F(x).

0

Ekkor a korabbi megallapitasok szerint az improprius integral értéke:

U—00 U—00 -5

. _ Cfey 11
e dr = lim F(u) — F(0) = lim +5:5' &
0

o0
1.3.9 feladat: Hatarozzuk meg az /:Ee_?’x dx integralt!
0
MEGOLDAS: Ez az integral pedig a parcialis integralas elsé alapesete:

—3z -3z —3x -3z
/:L’e_:”dx—x- 6_3 —/6_3 dx:—xeg - 69 +C = F(x).

Az allitas szerint az improprius integral értéke:

o0

—3u —3u 1 1
/xe-i”x do = lim F(u) — F(0) = lim <—”e - ) +5=5

U—00 U—00 3 9

0

hiszen az els¢ u-t tartalmazé tag a L’Hospital szabaly miatt, a masodik u-t tartalmazé tag
pedig az exponencialis fliggény tulajdonsagai miatt tart a nulldhoz. s

11



1.3.10 definici6: (improprius integral 2.) Legyen f az (—o0, a| intervallumon értelmezett
folytonos fiiggveny. Ekkor az f fiiggvénynek az (—o0, a| intervallumon vett improprius integ-
ralja:

/ f(z)dz = lim [ f(z)dx
U—r—00

u

ha ez a hatarértek létezik létezik és véges. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az [ f(x) dz improprius

integral konvergens. Ellenkez§ esetben divergens.
1.3.11 allitas: Ha F' a f primitiv fiiggvénye az (—oo,a] intervallumon, akkor az el6z6 eset

U——00

analogjara /f(:c)dx—F(a)— lim F(u).

-3

)
1.3.12 feladat: Hatarozzuk meg az /
T+ 2

dx integralt!
—0o0

MEGOLDAS: A hatarozatlan integral:

/ L dz =5In|z+ 2|+ C = F(z),
T+ 2

vagyis az improprius integral:
/ dz = F(-3)— lim F(u)=0— lim 5lnju+ 2| = —o0,
T+ 2 U—>—00 U——00

—00

vagyis az improprius integral divergens. s
1.3.13 definici6: (improprius integral 3.) Legyen f az (—oo, +00) intervallumon értelme-

zett folytonos fiiggvény. Ekkor az f fiiggvénynek az (—oo, +00) intervallumon vett improprius
integralja:

Tf(w) do = / f(2)da + 70f(@ da,

ha a jobb oldalon mindkét improprius integral konvergens valamilyen régzitett a esetén.

1.3.14 allitas: Ha F a f primitiv fiiggvénye az (—oo, +00) intervallumon, akkor az el6z6 esetek

U——+00 U——00

+oo
alapjan /f(a:)d:z:: lim F(u) — lim F(u).
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“+00

1.3.15 feladat: Hatarozzuk meg az / 5 do integralt!

(@ +4)

—0o0

MEGOLDAS: A hatarozatlan integral a masodik integralasi alapesetbe tartozik ([ f/f®):

. | i 1 (224 4) 11
S S O U\ S O e s MY, S C = F(x).
/(:c2+4)2 . 2/ vl ) e =5 T 2 Zia ()

vagyis az improprius integral:

+oo

x 1 1 1 1
———dr= lim —=- — lim —=- =0-0=0.
/ (22 4+ 4)2 7T e 2 ur+4 w0 2 u?+4 *

—0o0

1.3.16 megjegyzés: Mind a harom fajta improprius integralds soran az a lényeg, hogy az
integrandus korlatos az integracids intervallum minden véges zart részintervallumén, de az
integracios intervallum maga végtelen. Egy mésik fajta dltalanositasa az improprius integralnak
ha nem az integriciés intervallum végtelen, hanem az f fiiggvény az intervallum hataraban,
vagy akar az intervallum belsejében a végtelenhez tart.

1.3.17 definicié: (improprius integral 4.) Legyen f az [a,b) intervallumon folytonos fiigg-

vény, de lirbn = +o00. Ekkor az f fiiggvény [a, b) intervallumon vett improprius integrélja:
z—b—

/b fw)de = lim / f() da,

ha ez a hatarérték létezik és véges.

1.3.18 allitas: Ha F a f primitiv fiiggvénye az [a,b) intervallumon, akkor a korabbi allitasok
u—b—

b
alapjan /f(x) dz = lim F(u) — F(a).

1.3.19 definicié: (improprius integral 5.) Legyen f az (a, b] intervallumon folytonos fiigg-

vény, de ;cllgl-i- = t+o00. Ekkor az f fiiggvény (a, b intervallumon vett improprius integralja:

u—a+

/bf(x) dz = lim /bf(a:)dac,

ha ez a hatarérték létezik és véges.

1.3.20 allitas: Ha F a f primitiv fiiggvénye az [a,b) intervallumon, akkor a korabbi allitasok

u—a+

b
alapjan /f(x) dz = F(b) — lim F(u).

13
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V2—1

MEGOLDAS: Az integrandus a [0,2) intervallumon egy folytonos fiiggvény, 2-ben a bal oldali
hatarértéke +o0, igy éppen a negyedik fajta improprius integréallal van dolgunk. A primitiv
fiiggvényt helyettesitéssel hatarozhatjuk meg. Ha t = /2 — x, akkor = 2 — t2, do = —2t dt:

/ ° dx—/2_t2 (—2t)dt—/2t2—4dt—2t3—4t+0—
V2—z t B ~ 3 B
2

g-(2—x)\/H—4\/2—x:F(x).

Ekkor az improprius integral értéke az allitas szerint:

/ x ) 4/2 8v/2
O/mdwugrgF(u)F(O)()(Tél\/ﬁ)T. ()

2
1.3.21 feladat: Hatarozzuk meg az / dx integralt!
0

Az improprius integral akkor is értelmezhetd, ha az integrandus az integréacios intervallum
mindkét végpontjaban valamelyik végtelenhez tart:

1.3.22 definicié: (improprius integral 6.) Legyen f az (a,b) intervallumon folytonos fiigg-

vény, de lim+ = +00 és hl’il = t+o00. Ekkor az f fiiggvény (a,b) intervallumon vett improprius
z—a x—b—

integralja:
b c b
[t@ae= [ 1@ [ 1@

ha a jobb oldalon mindkét improprius integral létezik és véges valamilyen tetszéleges, rogzitett
c € (a,b) esetén.

1.3.23 allitas: Ha F' a f primitiv fiiggvénye az (a,b) intervallumon, akkor a korabbi allitasok

u—>b— u—a+

b
alapjan /f(:z:) dz = lim F(u) — lim F(u).

1.3.24 feladat: Hatarozzuk meg az dx integralt!

2
/ 1

9 _
/ i)
MEGOLDAS: Az integrandus a (0,2) intervallumon egy folytonos fiiggvény, de a 0-ban és a

2-ben is a megfeleld féloldalas hatarértékek 400, igy most a hatodik fajta improprius integrallal
van dolgunk. A primitiv fliggvény keresése arcsin-ra vezet:

dz = arcsin(z — 1) + C = F(z).

| =l ==
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Ekkor az improprius integral értéke az allitas szerint:

z = lim F(u)— lim F(u) = arcsin(1) — arcsin(—1) = — — <——> =7 &

/ 1
[
/x(2 — 1) u—2— u—0+ 2
0

1.3.25 megjegyzés: Ha az integrandus az integracios intervallum néhany belsé pontjaban
nem korlatos, akkor ezek a pontok felbontjak az eredeti integrécids intervallumot részinterval-
lumokra, és az eredeti integral az ezeken a részintervallumokon vett integralok Osszege, feltéve,
hogy mindegyik létezik és véges.

1.3.26 feladat: Hatarozzuk meg az dx integralt!

MEGOLDAS: Az integrandus nincs értelmezve az [1, 10] intervallumba esg 2 helyen, a 2 kérnye-
zetében a fliggvény nem korlatos. Ekkor a fenti megjegyzés alapjan a kovetkezdképpen jarunk
el:

dx =

feltéve, ha a jobb oldalon mind a két improprius integral konvergens. A primitiv fiiggvény mind
a két intervallumon azonos, [ f(ax + b) tipusi integral (mas alapesetekbe, s6t helyettesitéssel
is kiszamolhato):

M+C:3\3/x—2+C:F(x).

[ o=t

Ekkor a jobb oldalon 1év6 két improprius integral értéke:

x=lim F(u)— F(1)=0—-(-3) =3,

[
/—d

10 1

/—dsz(lO)— lim F(u)=6—0=6,
/a2 w2

vagyis az improprius integral értéke a teljs intervallum 3 + 6 = 9. s
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2. Vektorszamitas

2.1. Alapfogalmak, miiveletek

2.1.1 definicid: (vektor) A térbeli iranyitott szakaszokat vektoroknak hivjuk. Egy vektort
harom adata hatiaroz meg egyértelmiien, a nagysaga, az allasa, és az iranyitasa. Két vektort
egyenlének tekintiink, ha mind a hirom jellemzGjiik azonos. Ez azzal ekvivalens, hogy van
olyan eltolas, amellyel fedésbe hozhatok. Vektorokat vagy a végpontjaik feletti nyillal, (zﬁ)
alahtizott (a) vagy nyomtatasban félkovér kisbettivel jeloljiik (b).

2.1.2 definici6: (vektorok Gsszeadasa) Legyen a és b két vektor. Ekkor az a + b sszeget
a paralelogramma-szaballyal definidljuk: eltoljuk a vektorokat tgy, hogy kozos kezddponthol
induljanak ki, ezutan a vektoork altal kifeszitett sikban tekintjiik az egyik vektor végpontjan
atmend és a mésik vektor egyenesével parhuzamos egyenesek metszéspontjat. A kozos kezdd-
pontbol ebbe a metszéspontba mutaté vektor az a + b vektor.

Ugyanezt a definiciot kapjuk, hogy ha az osszeadand6 vektorokat egymés utan flizziik, és az
Osszeg az elsd vektor kezdGpontjabol az utolsd vektor végpontjaba mutato vektor. Ez a definicié
tobb vektor Osszeadasa esetén sokkal praktikusabb.

A vektorok dsszeadasa asszociativ és kommutativ miivelet.

2.1.3 definicié: (vektorok kivonasa) Adott két vektor a és b. a — b alatt azt a vektort
értjiik, amelyiket b-hez adva éppen a-t kapjuk. Azonos kezdGpontbol mérve a vektorokat ez
éppen a b végpontjabol az a végpontjaba mutato vektor. A vektorok kivonasa nem kommutativ,
és nem asszociativ.

2.1.4 definici6: (hossz, null-, egység-, ellentettvektor) Vektor hossza alatt a reprezen-
talo szakasz hosszat értjiik. Ha ez a hossz 1, akkor egység-, ha 0, akkor nullvektorrol beszéliink.
A nullvektor jele 0. A —v = BA vektort a v = AB vektor ellentettjének nevezziik. Erre a
vektorra fennall, hogy v+ 0 =v és v+ (—v) = 0.

2.1.5 definicié: (vektor szorzasa szdmmal) Legyen A > 0 valés szam. Ekkor a v vektor
A-szorosan azt a vektort értjiik, amelynek allasa és irdnya azonos v allasaval és iranyéval, hossza
pedig v hosszanak a A-szorosa. Ha A < 0, akkor a A - v vektor a |A| - v vektor ellentettje. A
harom alapmiiveletre teljesiilnek a koévetkezd tulajdonsagok:

(Ap)v = A(uv),
AV +w) = v+ \w,
A+ p)v = Av + uw.

2.1.6 definici6: (linearis kombinacid) Legyenek vy, va, ..., vy vektorok, Aj, Ag, ..., A\, tet-
sz6leges valos szamok. Ekkor a \yvy+Aova+. ..+, vy, vektort a v vektorok \; egyiitthatokkal
vett linearis kombinécidinak nevezziik.

A vektorok legfontosabb tulajdonsaga, hogy tudjunk szdmolni veliik. Ehhez alapvetd fontossagu
a kovetkez6 tétel:
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2.1.7 tétel: Legyen a, b és ¢ harom nem egysika vektor. Ekkor minden térbeli vektor (az
egylitthatokat tekintve) egyértelmten elGall az a, b és ¢ vektorok linearis kombinéciojakent.

2.1.8 kovetkezmény: Ez azt jelenti hogy minden v vektorhoz egyértelmien van olyan (o, 3, )
harmas, melyre v = ca+ b + vc. Ezeket az egyiitthatokat a v vektor a, b, ¢ bazishoz tartozo
koordinatainak nevezziik.

A tétel tehat azt jelenti, hogy ha rogzitiink harom nem egysika vektort a térben, akkor minden
vektort egyértelmiien tudunk szdmharmasokkal jellemezni. Ez a hdrom vektor ugyan barmilyen
lehet, de a tovabbiakban egy kitiintetett bazist fogunk hasznalni.

Vegyiink a térben harom egységnyi hosszi, paronként meréleges egységvektort, és ezeket jelol-
jiik i, j, k-val. Ez a harom vektor kifesziti a szokasos térbeli koordindtarendszert, és a vektorok
koordinatéai ebben a béazisban a szokasos térbeli koordinaték abban az értelemben, hogy ha a
vektort az origdbdl inditjuk, akkor a vektorhoz tartoz6 koordinatédk éppen a végpont koordina-
téi. Sokszor fogjuk azonositani a pontok koordinatdit az origobol a pontba mutatd vektorral.
Az orig6bol a pontba mutatd vektort a pont helyvektoranak nevezziik.

Ha a vektorokat tudjuk szamhérmasokkal jellemezni, akkor a miiveletek is konnyen elvégezhe-
t6k:

v =1+ U2j + ’U3k —— vV = (Ul,’UQ,’Ug)7
w = wil + wyj + wsk = w = (wy, wy, ws3),
i3
v+ w = (v1 + wy, vy + We, v3 + ws),

v —w = (v — wy, vy — Wa,v3 — W3),

/\V = ()\Ul,/\UQ,Avg),

vl = \/v? + v3 + 3.

Amennyiben adott egy szakasz, és a végpontjaiba mutato helyvektorok, abban az esetben ki
tudjuk szadmolni a szakaszt p : ¢ ardnyban oszté pontba mutatod vektor koordinatait. Legegy-
szeriibb eset az, amikor a szakasz felez6pontjarol beszéliink:

2.1.9 allitas: Adott a térben két pont, A és B, jelolje az AB szakasz felezGpontjat F', a meg-

felel6 pontokba mutaté helyvektorok pedig a, b és f. Ekkor a felez6pontba mutaté helyvektor

a+b
a csticsokba mutatéd helyvektorok szamtani kozepe: f = —|2— .

Hasonloképpen egyszert képlet adodik a szakaszt tetszéleges ardnyban osztd pont helyvekto-
rara:

2.1.10 allitas: Adott a térben két pont A és B, és legyen R az AB szakasz azon pontja, melyre

b
AR : RQ = p: q. Ekkor az R pont helyvektorara: f = w.
pPTq

2.1.11 megjegyzés: A felezGpont esetén p = ¢ = 1, az altalanos képlet 6sszhangban van a
fenti specialis esettel.
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2.2. Vektorok skalaris szorzata

2.2.1 definici6: (skalaris szorzat) Adottak a v és a w vektorok, a két vektor skalaris szor-
zatan a

(v, w) = vl - [[w]] - cos

mennyiséget értjiik, ahol ¢ a két vektor altal kozrezart szog. Mivel a ¢ és a 360° — ¢ szdgek
koszinusza azonos, ez a mennyiség jol definidlt. Ezt a szorzatot azért nevezziik skalarisnak,
mert értéke egy valos szam (skalar) nem pedig vektor.

Bizonyitas nélkiil kimondjuk a skalarszorzatot és az alapvets vektormiiveleteket (Gsszeadas,
kivonas, szammal valé szorzas) Osszekapcsolo egyszert azonossagokat:

2.2.2 Allitas: Legyenek u, v, w tetszéleges vektorok, A valos szam. Ekkor teljesiilnek az alabbi
Osszefiiggések:

A skalaris szorzéas egyszeriien szamolhaté a vektorok koordinatai segitségével, és igy jol alkal-
mazhato két vektor szogének vizsgalatara. Erre vonatkoznak a kévetkezo tételek:

2.2.3 tétel: Ha adott két, a koordinéatéival adott vektor: v = (vy,vq,v3) és W = (wq, Wy, w3).
Ekkor (v, w) = vyw; + vowsy + v3ws.

2.2.4 tétel: Adottak a v és a w vektorok, ekkor:

(v, w)

a) cosp =

) T
Vi - lwl

b) v és a w merdlegesek egyméasra <= (v, w) = 0,
¢) v és a w hegyesszoget zarnak be <= (v, w) > 0,
d) v és a w tompaszoget zarnak be <= (v, w) < 0.

A skalaris szorzas masik alkalmazésa, hogy ha adottak a v és w vektorok, akkor fel tudjuk
bontani v-t w-vel parhuzamos és w-re meréleges Osszetevékre. Erre a fizikai alkalmazasok
soran nagyon gyakran van sziikség.

2.2.5 tétel: Legyen adott egy v és egy w vektor, ahol w # 0. Ekkor v w irdnyu vetiiletvektora

(w-vel parhuzamos Osszetevije):
<V>W>)
v, = -W
g ( [[wi]?

2.2.6 feladat: Legyen v = (3,2,—5), w = (—1,4,2). Bontsuk fel v-t w-vel parhuzamos, és
w-re meréleges Osszetevikre!

MEGOLDAS: A parhuzamos 6sszetevé meghatarozasara szolgal a fenti képlet. A képlethez meg
kell hataroznunk a (v, w) skalarszorzatot, valamint w hosszat:
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(v, W) = vjwy + vowsg + v3wg = =3+ 8 — 10 = —5,
|lw| =14 16 +4 = +/21.

ebbdl a parhuzamos Osszeteve:

(v,w) 5 5 20 10
v, = W=——w=|—,——,—— |.
NTE 21 21’ 21" 21

A mer6leges Gsszetevot megkaphatjuk tgy, hogy v-bdél kivonjuk a parhuzamos komponenst:

5 20 10 58 62 95
m = - = 3727_5 V57 57 a7 ) V570570 &7 |-
Vi =V v = ) (21 21 21) (21 21 21)

skaléris szorzassal meggy6zédhetiink arrdl, hogy ez a komponens valoban merdleges w-re. &
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2.3. Vektorok vektorialis szorzata

2.3.1 definici6: (vektorialis szorzat) Adottak a v és w vektorok. Ekkor v és w vektorialis
szorzatan azt a vektort értjiik, amely merdleges v-re és w-re, a hossza ||[vxw|| = ||v||-||w]||-sin ¢,
ahol ¢ a v és a w vektorok altal bezart szég, és v,w,v X w ebben a sorrendben jobbsodrasu
rendszert alkot.

2.3.2 allitas: Ha v = (vy,v9,v3) és W = (wyq, wo, w3), akkor:
Vv X W = (w3 — v3ws, —(v1ws — V3w ), V1Wy — Vawy).

A vektorialis szorzas és az alapvets vektormiveleketek kozott is kimondhatok hasonld Ossze-
fliggések, mint a skalaris szorzas esetében:

2.3.3 allitas: Legyenek u, v, w tetszé6leges vektorok, A valés szam. Ekkor teljesiilnek az aldbbi
Osszefiiggések:

VXW=—WXYV,
(U+V)XW=uXW+VXW,
ux (V4+w)=uxv+uxw,

(AW) xw=v X (Aw) = A(Vv X W).

A skalaris szorzéas segitségével vetiileteket lehetett szamolni, illetve vektorok merélegességét
lehetett jol megfogni, a vektorialis szorzas segitségével teriileteket illetve parhuzamossagot lehet
szamolni:

2.3.4 tétel: Adottak a v és w vektorok.

a) v és w pontosan akkor parhuzamosak, ha a v x w vektorialis szorzat nullvektor,
b) a v és w vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete egyenel a v x w vektorialis
szorzat hosszaval:

ty = [|[v x wl|,

¢) a v és w vektorok altal kifeszitett haromszog teriilete egyenel§ a v x w vektorialis szorzat
hosszanak a felével:

vxwl

ty, 5

2.3.5 feladat: Tekintsiik az A(1,2,3), B(3,2,5) és C(—1,—1, —1) pontokat. Bizonyitsuk be,
hogy ezek a pontok haromszoget alkotnak, és szamoljuk ki a C cstcshoz tartoz6 magasséig
hosszat!

MEGOLDAS: A haromszog oldalvektorai: B = (2,0,2) és @ = (—2,—-3,—4). Mivel ezek a
vektorok nem parhuzamosak (két vektor pontosan akkor parhuzamos, ha egymaés skalérszorosai)
igy a harom pont val6ban haromszoget alkot.

Tudjuk, hogy HE X @H nem mas, mint a kifeszitett paralelogramma teriilete, ami az ABC
haromszog teriiletének a kétszerese. A vektoridlis szorzat:
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AB x AC = (0 (—4) =2+ (=3),~(2+ (~4) = 2+ (~2)),2 - (~3) — 0 (~2)) = (6,4, ~6),

' Hzﬁ X @H \/62 142 & (—6)2 \/%
vagylis tapon = = = = V22.
2 2 2
A C csticshoz tartoz6 magassag pedig kiszamolhatoé a haromszog legalapvetGbb teriiletképleté-
bél:
cme H“ﬁH MM 2tapca
lapen = = = M = )
2 2 H@

és mivel H@H :\/gigy me =V 11. &
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2.4. Vektorok vegyes szorzata

2.4.1 definici6: (vegyes szorzat) Adottak az u,v és w vektorok. Az uvw vegyes szorzat
alatt a (u x v, w) valos szamot értjiik.

A vegyes szorzat értéke tehat a skalaris szorzathoz hasonléan egy valos szam, a neve pedig arra
utal, hogy kiszamitasahoz mindkét fajta vektorszorzés sziikséges. A skaléris és a vektoridlis
szorzas tulajdonsagait felhasznalva felirhatnank tobbféle azonossagot, ami a kiilonbz6 vektor-
miiveleteket és a vegyes szorzatot kapcsolja Ossze, mégis egy olyan Osszefiiggés van csak, amit
kiemeliink:

2.4.2 Allitas: Adottak az u,v és w vektorok. Ekkor
UVW = VWU = WUV = —UWV = —VUW = —WVU.

Mig vektorialis szorzas segitségével teriiletet és parhuzamossagot, a vegyes szorzat segitségével
egysikisagot és térfogatot tudunk szamolni az alabbi tételek szerint:

2.4.3 tétel: Adottak az u,v és w vektorok.

a) u,v,w pontosan akkor egysika vektorok, ha uvw = 0,
b) az u, v, w vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata egyenls az uvw vegyes szorzat
abszolat értékével:

v, = [uvwl,

¢) az u,v,w vektorok altal kifeszitett tetraéder térfogata egyenld az uvw vegyes szorzat ab-
szolut értékének a hatodaval:

~ |uvw]

%_6

2.4.4 feladat: Tekintsiik az A(—1,—1,—1), B(3,0,0), C(0,3,0) és a D(0,0,3) pontokat. Iga-
zoljuk, hogy ezek tetraédet hataroznak meg, illetve hatarozzuk meg D csticshoz tartoz6 magas-
sag hosszat!

MEGOLDAS: Szamoljuk ki elészor a tetraéder A csucsbol indulo élvektorait: 1@ = (4,1,1),

f@ = (1,4,1), E = (1,1,4). A négy cstcs pontosan akkor nem alkot tetraédert, ha ez a
harom élvektor egy sikban van, vagyis a fenti tétel szerint a vegyesszorzatuk nulla.

Hatarozzuk meg elGszor az zﬁ X 1@ vektorialis szorzatot:

AB x AC =

= R e

j k
1 1|=(-3-3,15).
41

Ebbdl az /@@E vegyesszorzat abszolutértéke 54, vagyis a négy pont valoban tetraédert
hataroz meg, melynek térfogata:

e

= =Y
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A magassag meghatarozasahoz hasznéljuk fel a tetraéder (dltalanosan fogalmazva a csonkagila)
térfogatképletét, valamint azt, hogy a haromszog teriiletét fel tudjuk irni a vektoridlis szorzat
hosszaként:

tapca - mp
V; —

i3 s

3
A vektorialis szorzatot mar kiszamoltuk kordbban, a hossza pedig /9 + 9 + 225 = 1/243. Ebbdl
54
a keresett magassag: mp = —— = 2v/3. s
g g: Mp 513
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3. Térbeli koordinatageomeria

3.1. Egyenesek egyenlete

Tekintsiink a térben egy P(p1, pa, p3) pontot és egy v = (vq, va,v3) # 0 vektort. Ekkor pontosan
egy olyan egyenes létezik, amely athalad a P ponton, és parhuzamos a v vektorral. Ennek az
egyenesnek a paraméteres vektoregyenlete:

r:ﬁ+t~v, teR,

ahol r = (x,y, z) az egyenes futépontjanak a helyvektora, a ¢ valos szam a paraméter, a v
pedig az egyenes iranyvektora. Ez azt jelenti, hogy ha t helyére egy tetszéleges valos szamot
irunk, akkor kapunk egy pontot az egyenesen, de forditva is igaz a gondolatmenet, az egyenes
minden pontja megkaphat6 gy, hogy a paraméter helyére egy alkalmas szamot irunk.

A vektoregyenletben a bal és a jobb oldal egyenlGsége azt jelenti, hogy a két vektor minden
koordinatija megegyezik. Felirva a koordinatakra vonatkoz6 egyenleteket, az egyenes para-
méteres egyenletrendszerét kapjuk:

r=p;t+ut
y=py+uvt , teR.
z = p3 + vst

A tovabbiakban majdnem minden esetben ezzel a paraméteres egyenletrendszerrel fogunk dol-
gozni. Mivel egy egyenesnek végtelen sok pontja, és végtelen sok irdnyvektora is van, igy
ugyanaz az egyenes végtelen sokféleképpen irhato fel paraméteres vektoregyenlet segitségével.

Abban az esetben, ha az irdnyvektor egyik koordindtaja sem nulla, a paraméteres egyenletekbdl
kifejezheték a paraméterek, és mivel egy adott ugyanaz a t érték tartozik, ezeket egyenléveé
tudjuk tenni:

! Yy —D2 2 — P3

t p— p— f— .
(%1 V2 U3

vagyis elmondhatjuk hogy az egyenes pontjai azok az (z,y, z) harmasok, amelyek kielégitik a
kovetkezd haromismeretlenes, két egyenletbdl allo rendszert:

T—pP1 _ Y—D2
U1 B V2 ’
Y—DP2 Z—DP3
U2 vy

Ezt az egyenletrendszert az egyenes paraméter nélkiili egyenletrendszerének nevezziik. Ha
az irdnyvektor valamelyik koordinataja nulla, akkor is van paraméter nélkiili egyenletrendszer,
csak az alakja egy kissé elfajult.

3.1.1 feladat: Irjuk fel a P(1,2,3) és a Q(2,1,1) pontokon athaladé egyenes paraméteres
egyenletrendszerét! Adjunk meg egy olyan (P-n és (Q-n kiviili) pontot ami rajta van az egye-
nesen, és egy olyat is, ami nincsen! Adjuk meg a nemparaméteres egyenletrendszert is!
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MEGOLDAS: Mivel a P és a () pontok is rajta vannak az egyenesen, igy a @ =(1,-1,-2) jo
lesz irAnyvektornak. Valasztani kell egy pontot is, ami rajta van az egyenesen, legyen ez a P
pont. Ekkor az egyenes paraméteres egyenletrendszere:

r=1+1
=2—-t , telR.
z2=3—2t

A paramétert kifejezve az egyes egyenletekbdl, a kifejezéseket egyenlévé téve megkapjuk a nem
paraméteres egyenletrendszert is:

A paraméteres egyenletreszer segitségével konnyen megadhatunk pontokat az egyenesen, illetve
megallithatjuk azt is, hogy egy pont rajta van-e az egyenesen. Ha ¢ = 0, akkor megkapjuk a
P pontot, ha t = 1 akkor Q-t. Tetszsleges egyéb paraméterérték esetén az egyenes egy tjabb
pontjat kapjuk: ha ¢t = 3, akkor R(4,—1, —3) szintén rajta van az egyenesen.

Adott koordinataju pontrol is konnyen el tudjuk donteni, hogy rajta van-e a PQ-n. Az A(0, 3,5)

pont példaul rajta van, hiszen mindharom koordinata alapjan t = —1 a paraméter értéke. A
B(—1,3,7) azonban nincs rajta, mert ha az x koordinatat tekintjiik, akkor ¢ = —2 kellene, hogy
legyen, az y koordinata alapjan azonban t = —1, ami ellentmondas. &

3.1.2 feladat: Hatarozzuk meg a kovetkezd egyenesek metszéspontjat:

r=2+t r=4+u
e y=—1—t, teR, f:ey=1+3u, uek
z=1-—2t Z=1u

MEGOLDAS: Ha a két egyenesnek van metszéspontja, akkor az azt jelenti, hogy van olyan t és
u paraméter, amelyek ugyanazt az (x,y, z) pontot hatarozzak meg. Ez azt jelenti hogy ennek
a két paraméternek ki kell elégitenie a kovetkez6 egyenletrendszert:

24+t=4+u,
—1—-t=1+4+3u
1 -2t =u.
A harmadik egyenletb6l megvan wu, beirva az els§ egyenletbe ¢ = 1, amibdl uv = —1. Meg-
vizsgalva az értékeket ez valoban kielégiti mindharom egyenletet, és az altaluk meghatarozott
metszéspont koordinatai: M (3, —2, —1). &

25



3.2. Sikok egyenlete

Sikbeli koordindtageometridban az egyenes normalvektoranak egy, az egyenesre meréleges
vektort neveztiink. Térben (egyel magasabb dimenzioban) az egyenes esetén ez mar nem egy-
értelmt, mert egy egyenesre merdleges vektorok egy sikot feszitenek ki. Harom dimenzioban a
sik lesz az az objektum, amit egyértelmiien meghatéroz a ra merdleges irany.

Vegyiink a térben egy P(pi,p2, p3) pontot, és egy n = (ny, ng, n3) # 0 vektort. Ekkor pontosan
egy olyan sik létezik, amelyik a&tmegy a P ponton, és meréGleges az n vektorra. Ennek a siknak
a normalegyenlete:

(r—ﬁ’,m = 0.

ahol r = (z,y, z) a sik futopontjanak helyvektora, n pedig a sik normalvektora. A skalar-
szorzat koordinatakkal felirt kiszamolési képletét felhasznélva megkapjuk a sik egyenletét:

ni(x —p1) + na(y — p2) +nz(z —p3) =0
ami rendezés utan:
mx + noy +n3z =D

alakban frhat6. Minden olyan (z,y, z) pont, amelyik rajta van a sikon kielégiti ezt az egyenle-
tet, és minden pont, amelynek a koordinatai kielégitik ezt az egyenletet a szobanforgo sik egy

pontja. Erdemes megjegyezni egyébként, hogy D = nyp; + ngps + nsps = (OP, n).

Az egyenes egyenlet(rendszer)ével ellentétben, a sikokra allithato valamiféle kolesonosen egy-
értelmd megfeleltetés a sik és a sik egyenlete kozott. Az itt sem igaz, hogy kiilénb6z6 egyen-
letekhez kiilonboz6 sik tartozik, mivel a normalvektor az irdnyvektorhoz hasonléan ebben az
esetben is csak skalarszorzo erejéig egyértelmt, de ezt a konstans szorzot leszamitva a sikhoz
tartoz6 egyenlet egyértelmd.

Két egyenlet tehat pontosan akkor hatarozza meg ugyanazt a sikot, ha egymas szadmszorosai,
és az egyenletben z,y és z egyiitthatéi megadjak a sik normalvektorat.

3.2.1 feladat: Legyen adva a kévetkezs egyenes, illetve sik:

r=2-—1
e: y=1+t , tekR, S:x+y—22—5=0.
z=1-—2t

Vizsgaljuk meg a térelemek egymashoz viszonyitott helyzetét, és ha metszik egymést, hataroz-
zuk meg a doféspont koordinatait!

MEGOLDAS: Egy egyenes és egy sik a térben vagy parhuzamos (specidlis esetben az egyenes
rajta van a sikon), vagy (egy pontban) metszik egyméast. Egyenes akkor parhuzamos egy sikkal,
ha iranyvektora meréleges a sik normalvektorara, vagyis (v,n) = 0. Jelen esetben ez a skalaris
szorzat (v,n) = 4 vagyis az egyenes metszi a sikot.

Hogyan hatarozzuk meg a metszéspontot? Egy P pont akkor van rajta az egyenesen, ha
valamilyen ¢ paraméterérték esetén (2 —¢,1+t,1—2t) alaka. Egy ilyen alakd pont pedig akkor
van rajta a sikon, ha:
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2—t+1-+t—2(1—2t) =5,
1+ 4t =5,
t=1.

Ez azt jelenti tehat, hogy az egyenes t = 1 paraméterértékhez tartozé pontja rajta van az S
sikon, vagyis a metszéspont M (1,2, —1). s

3.2.2 feladat: Tekintsiik a kdvetkezG pontot és egyenest:

r=2+43t
A(2,—1,3), e:q y=5+6t, teR.
z=4—-2t

Vizsgaljuk meg a térelemek egymashoz viszonyitott helyzetét, majd hatarozzuk meg az A-t és
e-t tartalmazo sikot!

MEGOLDAS: Egy pont vagy rajta van egy egyenesen, vagy egyértelmtien létezik a ponton at-
mend, az egyenest tartalmazo sik. Mivel ebben az esetben a pont nincsen rajta az egyenesen,
igy a masodik eset all fenn. Sziikségiink van a keresett sik normélvektorara. A sik normélvek-

tora meréleges a sikra, ugy kaphatjuk meg, ha vessziik két, a sikkal parhuzamos (de egyméssal
nem) vektor vektorialis szorzatat. Az egyik ilyen vektornak jo lesz az egyenes v = (3,6, —2)

irdnyvektrora, a mésik vektornak pedig az PA vektor, ahol a P rajta van az egyenesen. A t =0
valasztassal ilyen pont a P(2,5,4).

|
n=PAxv=(18,-3,18) ~ (6,—1,6).
Ekkor a sik egyenlete:
P
6x —y+ 62 = (OA,n) =31 [

3.2.3 feladat: Vegyiik hozza az el6z6 feladatban megadott A ponthoz és e egyeneshez az

r=—1-—2t
f:Ry=2-3t , telR
z = bt

egyenest. Vizsgaljuk meg a térelemek egymashoz viszonyitott helyzetét, majd hatarozzuk meg
az A-t tartalmazo, e-vel és f-el parhuzuamos sikot!

MEGOLDAS: Az e egyenes iranyvektora ve = (3,6, —2), az f egyenesé pedig vi = (=2, —3,5).
Mivel a két irdnyvektor nem egymaés szamszorosa, igy az egyenesek nem parhuzuamosak. Ez-
altal egyértelmtien létezik egy olyan sik, ami mindkét egyenessel parhuzuamos, és atmegy a
ponton. Ezen sik normélvektoranak mercélegesnek kell lennie mindkét egyenesre, vagyis ugy
szamolhatjuk ki, hogy a két iranyvektort vektorialisan szorozzuk:

n = ve X v = (36, —11, 3).
Ekkor a sik egyenlete:

36x—11y+3z:<0_1>4,n>:92 &
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3.2.4 feladat: Tekintsiik a kovetkez6 egyenest illetve sikot:

r=243t
e:Q y=—t , teR, Si:rx—y+22=6.
z=—1+t

Hatarozzuk meg a sik és az egyenes egymashoz viszonyitott helyzetét, és hatarozzuk meg az
egyenes sikra vett merdleges vetiiletét!

MEGOLDAS: Egy sik és egy egyenes vagy parhuzamos egymassal, vagy metszék. Parhuzamossag
pontosan akkor all fenn, ha az iranyvektor és a normélvektor skalaris szorzata nulla. Mivel
v=(3,—-1,1) ésn = (1, —1,2), igy ebben az esetben ez nem teljesiil, igy az egyenesek metszok.
Ellendrizniink kell azt is, hogy az egyenes merdleges-e a sikra (az irdnyvektor a normélvektor
skalarszorosa) ekkor ugyanis a meréleges vetiilet egyetlen pont, a metszéspont. Mivel jelen
pillanatban ez az eset sem &ll fenn, igy a vetiilet egy egyenes. Az egyenlet meghatarozasara
kétféle lehetGséget is ismertetiink.

Mindkét megoldasi modszer esetében sziikségiink van az egyenes és a sik metszéspontjara.
Beirva az egyenesbdl kapott koordinatakat a sik egyenletébe:

243t+t+2(—1+1t) =6,
6t = 6,
t=1,

vagyis a metszéspont M (5, —1,0).

A tovabbiakban az egyik megoldas az, hogy meghatarozzuk a vetiilet irdnyvektorat. Ez az
eredeti irdnyvektor normalvektorra meréleges komponense:

v, = <<\Tr71\|n?>) ‘= (1,-1,2).

amib6l vy, = v — v, = (2,0, —1), amibdl a vetiilet egyenlete:

rT=95+2
em:{ yY=-—1 , teR.
z=—1

Egy maésik lehet6ség az, hogy meghatarozzuk a vetiilet egy maéasik pontjat, és felirjuk a két
ponton atmend egyenes egyenletét. Egy méasik pontot gy kaphatunk, hogy az e egyenes egy
M-t6] kiilonb6z6 pontjat levetitjiik a sikra. A t = 0 paraméter valasztasa mellett legyen ez a
pont P(2,0,—1).

Ennek a pontnak a meréleges vetiilete pedig elGall tgy, mint a ponton 4&tmend n iranyvektora
egyenes Si-el valo metszdspontja (a merdleges vetités iranya a sik normélvektora). Ennek az
egyenesnek az egyenlete (a merdleges vetiiletet P,,-el jelolve):

r=2+1t
PP, : y=—t , teR,
z=—1+2t

amibd6l a P, metszéspontra:
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2+t+t+2(—1+2t) =6,
t=1,

—
vagyis P, (3, —1,1). Ekkor az iranyvektor M P,, = (—2,0,1), ami ugyanazt adja, mint az el6z6
szamolas. &

3.2.5 megjegyzés: Ha kezdetben az deriilt volna ki, hogy a sik és az egyenes parhuzamosak,
akkor ez a megoldasi menet nem lett volna jo, némi modositasra szorul. A masodik gondolatme-
net majdnem tgyanigy miikodik, csak mivel nincsen metszéspont, két pontot kell levetiteniink.
Az els§ megoldas mar nem vihets at egyszertien. Mivel az egyenes parhuzamos a sikkal, igy a
vetiilet irdnyvektora azonos az eredeti egyenes irdnyvektordval. A vetiilet egy pontjat meg tgy
kaphatjuk meg, hogy egy tetsz6leges pontot levetitiink.

3.2.6 feladat: Vegyiik a kovetkez§ sikot:
Sy:2x —y=2z2+3.

Hatarozzuk meg az el6z6 Sy és az el6z6 feladatbeli S egymashoz viszonyitott helyzetét, és a
metszésvonaluk egyenletét!

MEGOLDAS:  Mivel a két norméalvektor nem egymés skalarszorosa, igy a sikok nem parhu-
zamosak, vagyis pontosan egy egyenesben metszik egymast. A két egyenletbdl kozvetleniil is
megkaphato lenne a paraméter nélkiili egyenlet, a legegyszertibb azonban, ha megadunk két
olyan pontot, amely mindkét sikon rajta van. Ez azt jelenti, hogy kell egy olyan (z,y, z) har-
mas, amely mindkét egyenletet kielégiti. Ekkor a metszésvonal a két pontot 6sszek6ts egyenes.

S1-bél kifejezve z-et, x = y — 22 + 6. Ezt beirva Ss-be:

2(y —22+4+6) —y =2+ 3,
y=05z—9.

Ha z-t nullanak valasztanank, ekkor y = —9 és © = —3, vagyis a P(—3,—9,0) pont rajta van
mindkét sikon, és igy a metszésponton is. z = 1 esetén pedig Q(0,—4, 1) addédik. Ebbdl az
-

iranyvektor v = (3,5,1), amibdl a metszésvonal egyenlete:

r=—-34+3t
S1N.Sy: y=-9+5t , teR &
z=1

3.2.7 megjegyzés: Altalanosan megoldva az egyenletet, éppen a paraméteres egyenletrend-
szert kapjuk. Az megoldés soran a rendezéskor az y = 5z — 9 alakhoz jutottunk. Ha z értékét
paraméternek valasztjuk, (legyen z = t) akkor y = —9 + 5¢, valamint 2 = y — 22+ 6 = —3 + 3t,
ami éppen az egyenlet paraméteres egyenletrendszerét adna.
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3.3. Térelemek tavolsaga

Harom dimenziéban a pontot, az egyenest és a sikot térelemeknek nevezziik. Definialni fogjuk
térelemek tavolsagat, és meg fogjuk mutatni, hogy a korabban tanultak segitségével hogyan
szamolhatoak ki.

Altalanos esetben két térbeli ponthalmaz tavolsagan a ponthalmazok kozott felléps tavolsagok
minimumat értjiik. Abban a specialis esetben, ha a ponthalmazok a korabban felsorolt harom
térelem koziil keriil ki, meg is tudjuk mondani, hogy melyik ez a tavolsag. Mivel ez fiigg a
térelemek egymashoz viszonyitott helyzetétol, igy szépen sorban végigvessziik a lehetdségeket.
Amennyiben két térelemnek van kdzos pontja, a tavolsaguk nulla:

3.3.1 definicio: Két térelem illeszkedd, ha egyik részhalmaza a méasiknak. Két térelem met-
szd, ha nem illeszkedd, de van kézos pontjuk.

3.3.2 Allitas: Illeszkedd illetve metsz6 térelemek tavolsidga nulla.

A legegyszeriibb esetben az egyik térelem egy pont:
3.3.3 definici6: Két pont tavolsaga az Gket 0sszekots szakasz hossza.

3.3.4 definicié: Pont és egyenes tavolsaga a pontbdl az egyenesre bocsdjtott merdGleges
szakasz hossza.

Az eddig tanultak alapjan ezt a tavolsdgot ki is tudnénk szamolni: a meréleges szakasz talp-
pontja megkaphato gy, hogy felirjuk az egyenes iranyvektoraval mint normélvektorral a ponton
athalado sik egyenletét. A talppont ennek a siknak és az egyenesnek a metszéspontja. Ennél
azonban egyszeriibb lehetGséget biztosit a kovetkezd allitas:

3.3.5 Allitas: Legyen adott a P pont, és a v irdnyvektora e egyenes. Ekkor:

ahol R az e egyenes tetszéleges pontja.

3.3.6 definici6: Pont és sik tavolsaga a pontbol a sikra bocsajtott mer6leges szakasz hossza.

Ez a tavolsag is meghatarozhato az eddig szerzett ismeretek segitségével: a meréleges szakasz
talppontja megkaphato tgy, hogy felirjuk a sik normalvektoraval mint irAnyvektorral a ponton
athalado egyenes egyenletét. A talppont ennek az egyenesnek és a siknak a metszéspontja. Az
el6z6 esethez hasonléan azonban most is van kész képlet a tavolsig meghatarozasara:

3.3.7 allitas: Legyen adott a P pont, és az n normalvektora S sik. Ekkor:

_ |(RP,n)|

]|

)

ahol R az S sik tetszGleges pontja.
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3.3.8 feladat: Legyen adott a kovetkez6 pont, egyenes és sik:

r=3—2t
P(2,3,—-1), e:Q y=-24t, teR, S:2x—y+42-5=0.
z2=25

Vizsgaljuk meg a P-nak az e-hez és S-hez viszonyitott helyzetét, és hatarozzuk meg a dp, dpg
tavolsagokat!

MEGOLDAS: Lathato, hogy a P pont nincsen rajta sem az egyenesen, sem pedig a sikon, igy a
keresett tavolsagokat a fenti képletek alapjan szamoljuk.

P-nek az e-t6l vett tavolsagahoz sziikségiink van e irdnyvektorara, valamint egy R pontjara.
Az egyenes irdnyvektora a paraméteres egyenletrendszerbsl v = (—2,1,0), a t = 0 valasztas

mellett pedig (3, —2,5) jo lesz R-nek. Ekkor RP — (—1,5,—6), amibdl a tavolsag:

CIRPx vl (6.12,9)] _ VT
vl (=2, 1,0 5

Hasonloképpen a siktol vett tavolsag kiszamitdsdhoz sziikségiink van a sik normaéalvektorara,
valamint egy R pontjara. Az egyenletbdl n = (2,—1,4). Ahhoz, hogy megadjuk a sik egy
pontjat, nem kell mast csindlnunk, mint talalni egy (z,vy, z) harmast, ami kielégiti az 2x — y +
4z — 5 = 0 egyenletet. Egy ilyen pont példaul az R(0,—5,0). Ekkor RP — (2,8,—1), vagyis a
tavolsag:

dPe

(RP.m)| 8

lnf V21

Ellenérzésképpen kiszamolhatjuk mindkét tavolsdgot egy masik R pontra. Ha ugyanazt az
eredményt kapjuk, akkor valésziniileg jol szamoltunk. s

dps =

Egyenesek és sikok tavolsaga fligg az egymashoz viszonyitott helyzetiikt6l. Ha a térelemeknek
van kozos pontjuk, vagyis metsz&k vagy illeszked6k, akkor a tavolsaguk nulla. Ellenkez§ esetben
vagy parhuzamosak, vagy két egyenes esetén lehetnek még kitérGek is.

3.3.9 definici6: e Parhuzamos egyenesek tavolsaga: barmelyik egyenes egy tetzéleges
pontjanak a masik egyenestl mért tavolsaga, azaz a két egyenest 0sszekotd, mindkettore
merdéleges szakasz hossza.

o Kitérs egyenesek tavolsaga: az Gket 0sszekdts, mindkettére merdleges szakasz hossza.
Egy egyenes és egy vele parhuzamos sik tavolsdga az egyenes tetszGleges pontjanak a
siktol mért tavolsaga.

e Két parhuzamos sik tavolsdga az egyik sik tetsz6leges pontjanak a masik siktol mért
tavolsaga.

o Két kitérd egyenes tavolsaga az egyeneseket tartalmazo parhuzamos sikok tavolsaga.

3.3.10 feladat: Tekintsiik a kdvetkezd két egyenest:
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r=342t r=—-2—3u
e:g y=-—2t , teR, f:e y=2+4u ., u€R.
z=-2—1 z=44u

Vizsgaljuk meg a két egyenes egyméashoz viszonyitott helyzetét, és hatdrozzuk meg a tavolsa-
gukat!

MEGOLDAS: Nézziik meg elGszor, hogy a két egyenletnek van-e metszéspontja. A megoldandd
egyenletrendszer:

342t =—2—3u,

—2t =2+ u,
—2—t=4+u.
Az utolso egyenletbdl kivonva a felette 1évst t—2 = 2, ¢ = 4. Ezt visszairva az utolséba u = —10,

viszont ilyen értékekkel az els6 egyenlet nem teljesiil, vagyis a két egyenesnek nincsen kozos
pontja. A paraméteres egyenletrendszerekbdl az egyenesek iranyvektorai: ve = (2,—2,—1),

ve = (—3,1,1). Mivel ezek nem egymas szamszorosai, igy az egyenesek nem parhuzamosak,
vagyis kitérGek. Egy korabbi feladat szerint ekkor minden ponton at egyértelmtien létezik olyan
sik, amely mindkét egyenessel parhuzamos, és ezen sikok kézds normalvektora a két iranyvektor
vektorialis szorzata:

n=vexve=(—1,1,-4).

Ekkor egyértelmtien van egy olyan S; és .S, sik, amelyek normélvektora n, és tartalmazzik az e
illetve f egyeneseket. Fzek a sikok parhuzamosak, és parhuzuamos sikok tavolsagat ugy kapjuk
meg, hogy vesziink egy P pontot S;-r6l, és meghatarozzuk a dpg, tavolsdgot. Ez pedig képlet
alapjan:

(RP,n)|

]|

J

ahol R € S5. A P és R pontokat a legegyszeriibben a t = u = 0 paraméter valasztassal kapjuk.
Ekkor P(3,0,—2), R(—2,2,4) amibsl RP = (5, —2,—6), vagyis a keresett tavolsag:

(RB,n)| 17

Inf V18

ezzel a keresett tavolsagot meghataroztuk. s

def = dg,s, =

3.3.11 megjegyzés: Ha az el6z6 szamoléast attekintjiik, akkor lathatjuk, hogy altalanos eset-
ben két kitéré egyenes egyenes tavolsidgat hogyvan kapjuk: vegyilink a két egyenesen egy-egy
pontot P-t és R-t, valamint az irdnyvektorok vektoridlis szorzataként kapott n-t, és ekkor a
helyes képlet:

(R, n)|

d.r =
7 [l
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3.4. Térelemek szoge

A térelemek tavolsaga mellett szamolni fogunk térelemek szogével is. Ertelemszertien egy pont
nem zar be szoget mas térelemekkel, igy két egyenes, két sik, valamint egyenes és sik altal
bezart szoget kell definidlnunk.

Ha visszagondolunk a két dimenzios esetre, a sikban két metsz6 egyenes négy szoget zar be,
amelyek ugyan paronként egyenlGek, de a négy szog koziil kettd kiilonbozs. Mivel ez a két
sz0g 180°-ra egésziti ki egymast, igy (ha csak nem mind a négy szog derékszog) az egyik szog
hegyes, a masik pedig tompa. Definicié szerint a hegyesszoget valasztjuk a két egyenes szégének.
Hasonl6 a helyzet a térben is, mindharom esetben két szobajovs szog van, de a térelemek szdge
mindig legfeljebb 90°.

3.4.1 definicié: Koordinatakkal adott vektorok szogét ki tudjuk szamolni a korabban tanult:

(v, w)
COS (P = ——"—
v - [lwl]

képlet alapjan, igy tudunk beszélni irdny és normélvektorok szégérsl. Ekkor:
o Két egyenes szoge az iranyvektoraik szoge, ha ez a sz0g hegyesszog. Ha tompaszog, akkor

180°-bdl kivonva 6t kapjuk meg az egyenesek szogét.

e gy egyenes és egy sik szoge 90°-bol kivonva az irany és a normalvektoraik szoge, ha ez
a sz0g hegyesszog. Ha tompaszog, akkor beléle kivonva 90°-ot kapjuk az egyenes és a sik
S7ZOgét.

o Két sik szoge a normalvektoraik szoge, ha ez hegyesszog. Ha tompaszog, akkor 180°-bol
kivonva 6t kapjuk meg a sikok szogét.

3.4.2 feladat: Tekintsiik az alabbi egyeneseket és sikokat:

r=243t r=3—1

e y=— , teR, f: y=242t , tekR,
z=—1+t z=—-1—1
Si:x—y+2z2=06, Se:2x—y=2z+3.

Hatérozzuk meg az e, f egyenesek, S1, S5 sikok, valamint az e egyenes és az S sik szogét!

MEGOLDAS: A korabbi képletek alkalmazasdhoz sziikségiink van a két irany és a két nor-
malvektorra. Az egyetlen dolog, amire iigyelniink kell, hogy Sy egyenletében a normalvektor
harmadik koordinatajahoz a z-t at kell vinniink a masik oldalra. Ekkor a keresett vektorok:

Ve=(3,-1,1), vi=(-1,2-1), m=(1,-1,2), ny=(2,—1,-1).

A keresett szogek meghatarozasiahoz sziikségiink van a (ve, ve); (ng,na) és (ve,ny) parok altal
bezért szogekre:
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(Ve, Vi) 6

cos(v* ) = = _
o) = el Tvell = VT

= of; = 137,6°,

<I11,Il2> 1
CcOS * = = — * :80,407
5u52) = Tl Tnall ~ V65 ¥

(Ve, 1) 6

= po 5, =42,4°.

cos(* = —
(Pesi) = el el = VATV

Ekkor a definici6 alapjan megvizsgalva a kapott értékeket adédnak a keresett szogek:

e =180° —@f p =42,4°  pg,.5, = P55, = 80,4% e, =90° — pf o = 47,6°.
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4. Linearis algebra

4.1. Matrixok

4.1.1 definicié: (matrix) Egy téglalapba rendezett szamtablazatot matrixnak neveziink. A
matrix legfontosabb jellemzGje a sorainak (n) illetve oszlopainak (m) szama. Az A matrix i-dik
sordanak j-dik elemét a;; jeloli. Az Gsszes olyan matrixnak a halmazat, amelynek n sora és m
oszlopa van és elemei valos szamok R™*™ jeloli.

Matrix tehat a kovetkezd alakt szamtablazat:

11 Aiz2 - Aim

Q21 Q22 -+ A2y,
A=

Ap1 Gp2 " Apm

Ha a matrix valamelyik dimenzi6ja nagyobb mint 9, akkor a két indexet vesszdvel valasztjuk el
a félreértések elkeriilése végett (de ilyen nagy méreti méatrixokkal nem fogunk szamolni).

Egy matrixot vagy tgy adunk meg, hogy felirjuk a teljes matrixot, vagy megadjuk a tipusat,
(méretét) és valamilyen formulat, amellyel az elemei kiszamolhatoak. Egy ilyen esetre példa,
ha azt mondjuk, hogy A az a 2 x 3-as matrix, amelyre a;; = i* — j. Ez a matrix pedig nem maés

mint:
0 -1 -2
A= ( 3 2 1 )

Definiadlnunk kell, hogy hogyan végziink miveleteket matrixokkal. Ha belegondolunk, matri-
xokra tulajdonképpen eddig is lattunk példat: minden korabbi (n-hosszi) vektorra tekinthetiink
ugy, mint egy olyan matrixra, amelynek 1 sora és n oszlopa van. Ekkor értelemszertien adodik
a definici6 a matrixok Osszegére, kiilonbségére és szamszorosara:

4.1.2 definici6: (mftiveletek matrixokkal) Legyen A, B € R™*™. Ekkor:

o A és B 6sszege az az n X m-es C matrix, amelyre minden i, j esetén c;; = a;;+b;;. Jelolése

C=A+B.

e A és B kiilonbsége az az n x m-es C' matrix, amelyre minden 7, j esetén c¢;; = a;; — b;;.

Jelolése C = A — B.

e Ha « tetszbleges valos szam, akkor A a-szorosa az az n x m-es C' matrix, amelyre minden
i,] esetén c¢;; = aa,j. Jeldlése C' = aA.

Osszeadni és kivonni tehat csak azonos méreti matrixokat tudunk, a miiveleteket koordinatan-
ként végezziik, és a miiveletek eredménye mindig az eredetivel azonos méret(i matrix lesz.

4.1.3 definici6: (nullméatrix) Tetszéleges tipus esetén nullméatrixnak hivjuk azt a matrixot,
amelynek minden eleme nulla.

Akércsak a vektormiiveletek esetén itt is teljesiilnek a miiveletekre a sima valos szamoknal
megismert tulajdonsagok:
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4.1.4 allitas: Legyen A, B,C € R™™ «, [ € R:
e A+ B = B+ A, az Osszeadés kommutativ,
e A+ (B+C)=(A+ B)+ C, az Gsszeadas asszociativ,
e a(A+ B) = aA+ aB, az tsszeadas a valos szammal vald szorzasra nézve disztributiv,

o (¢ + B)A = aA + PA, a valos szamok Osszeadasa a matrixszal vald szorzasra nézve
disztributiv,

e A+0=A A+ (-A)=0,0A=0.

ahol az utolso egyenlGségben az elsé nulla a szamot, a masodik pedig a nullmatrixot jeldli.

1 4 -2 -1 2 0 ,
4.1.5 feladat: Legyen A = < 9 0 —3 ), B = ( 3 4 _3 ) Hatérozzuk meg a 2A — 3B

matrixot!

MEGOLDAS: A definicié szerint a szammal vald szorzast és a kivonast is koordinatanként
5 2 -4
&

végezziik, tehat az eredmény: 2A — 3B = 5 _19 3

A vektorokhoz képest a matrixoknal két 1j miiveletet definidlunk. Az els§ a transzponalas, a
masodik a matrixok egymassal valo szorzasa. A transzponalas egy adott méatrixhoz rendel egy
masikat, mig a szorzas két matrixhoz rendel egy harmadikat.

4.1.6 definici6: (transzponalas) Az A n x m tipusi méatrix transzponaltja az az m X n

tipusi AT méatrix, amelyre minden i, j esetén a?j = aj;.

A transzponéalas soran tehat az eredeti matrix soraibol oszlopok, az oszlopokbol pedig sorok
lesznek. A transzponalasra teljesiilnek az alabbi igen egyszeri azonosségok:

4.1.7 allitas: Legyen A, B € R™™, a € R:
o (AT)T = A, kétszeri transzponélas visszaadja az eredeti matrixot,
e (aA)T = a(A"), a transzponalés és a valos valos szammal valo szorzas felcserélhetd,

e (A+B)T = AT 4+ BT, az ésszeadés (kivonas) és a transzponalas felcserélhetd.

Az utols6 miivelet amit definidlunk, az két matrix szorzata lesz:

4.1.8 definici6: (matrixok szorzasa) Legyen az A méatrix n x k, a B matrix pedig k x m
tipusa. Ekkor az A és B méatrixok AB szorzata az az n X m tipusi C' matrix, amelyre minden
1, J esetén:

k
Cij = @irbij + aigbgj + aizbs; + ... + aiby; = D aishs;.
s=1

Lathato, hogy a szorzas messze a legbonyolultabb métrixmtvelet. A definicié szerint nem lehet
barmilyen tipust matrixokat &sszeszorozni. A szorzatban els§ helyen all6 matrix oszlopainak
szama megegyezik a szorzatban masodik helyen all6 matrix sorainak szamaval. Ezt a feltételt
kompatibilitasi feltételnek nevezziik. A definiciot gy jegyezhetjiik meg a legkonnyebben,
hogy a szorzatmdtriz c;; eleme nem mds mint az A mdtriz i-dik sordnaek, és a B mdtriz j-dik
oszlopdnak skaldris szorzata.
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—1

4.1.9 feladat: Legyen A = < ; g :g ), B = 2 |. Hatéarozzuk meg a AB szorzatot!
0

MEGOLDAS: A kompatibilitasi feltétel teljesiil, hiszen az A métrixnak harom oszlopa, B-nek
pedig ugyanennyi sora van. Az eredmény tehat egy 2 x l-es matrix lesz. A definici6 szerint

ekkorC’:<_72). L 3

A szorzas leginkabb szembetiing tulajdonsiga, hogy egyaltalain nem kommutativ. Oly-
annyira nem, hogy az el6z6 feladatban szerepld esetben az AB szorzat eredménye a fenti 2 x 1-es
matrix, mig a BA szorzat nem is értelmezhetd, hiszen nem teljesiil a kompatibilitasi feltétel.

ElképzelhetS az is, hogy mindkét iranyu szorzas értelmes, az eredmény mégsem azonos. Ha
példaul A egy 1 x n-es, B pedig egy n X 1-es matrix, akkor AB és BA is definidlva van, de nem
egyenlSk, hiszen AB tipusa 1 x 1-es, BA tipusa pedig n X n-es.

Ha mindkét tényez6 n x n-es, akkor a szorzat mindkét irdnyban elvégezhetd, és az eredmény
szintén n X n-es matrix lesz, a kommutativitas az esetek tilnyomo tobbségében azonban ekkor
sem teljesiil. Az nxn tipust matrixoknak kiilon neviik van, négyzetes matrixoknak nevezziik
6ket. A métrixok szorzésara a kovetkezd tulajdonsagok teljesiilnek:

e AB # BA, azaz a matrixszorzas nem kommutativ,
o A(BC) = (AB)C, azaz a méatrixszorzas asszociativ,
e A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC, azaz a matrixok Osszeadasa a matrixszal

val6 szorzasra nézve disztributiv,

o (AB)T =BTAT.

A fenti azonossagok gy kell érteni, hogy ha a bal oldalon 1év6 mivelet elvégezhetd és értelmes,
akkor a jobb oldal is elvégezhetd, és a két oldal eredménye ugyanaz minden ilyen esetben.
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4.2. Determinans

Minden A € R"*" négyzetes matrixhoz hozzarendelhets egy szdm, amelyet a matrix determi-
nansanak neveziink, és det(A)-val vagy |A|-val jeloljik. Az alabbiakban a determinans rekurziv

“ e,

4.2.1 definici6: (determinans) Az n x n-es A matrix determinénsa az elsé sor szerint ki-
fejtve:

det(A) = aHAH — CL12A12 + CL13A13 — ...+ (—1)"+1a1nA1n

Ahol A;; az ay, elemhez tartozo aldeterminans. Ezt tgy kapjuk, hogy az eredeti matrixbol
elhagyjuk az els6 sort és a k-dik oszlopot, és tekintjiik a megmarado (n—1) x (n—1)-es matrixhoz
tartozo determinanst. Az Ay, aldeterminénsokat ugyanigy visszavezethetjiik (n —2) x (n — 2)
tipusi matrixok determinansara, és igy tovabb, amig végiil oda jutunk, hogy csupa 1 x 1 tipust
méatrix determinansat kell kiszamolnunk. Ez definici6 szerint legyen a matrix egyetlen eleme.

4.2.2 megjegyzés: A 2 X 2-es matrix determinénsa ekkor:

a b
. d‘—ad—bc.
4.2.3 feladat: Hatarozzuk meg az
1 2 -1
A= 3 -1 2
1 1 -1
matrix determinénséat!
MEGOLDAS: Definici6 szerint:
1 2 -1
det(A)=|3 1 2 |=1.| 1 2 |23 2 1|2 Hocivio—y
1 -1 1 -1 1 1
1 1 -1
vagyis a keresett determinans értéke 5. )

A definici6 szerint kiszamolt determinénsra azt mondjuk, hogy a determinanst kifejtettik az
elsd sora szerint. Természetesen a determinanst nem csak az els§ sora szerint lehet kifejteni,
hanem barmely sora vagy oszlopa szerint is. Az elsé sor szerinti kifejtés soran a tagok elGjelei
gy jottek sorba, hogy +, —, +, —, . ... Altalanos esetben:

e Paratlanadik sor/oszlop szerint kifejtve a determinanst a tagok elGjelei +, —, +, —, ...,

e Parosadik sor/oszlop szerint kifejtve a determinéanst a tagok eljelei —, +, — +,....

4.2.4 feladat: Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban szerepl A matrix determinénsat gy, hogy
azt a masodik oszlopa szerint fejtjiik ki!

MEGOLDAS: Definici6 szerint a mésodik oszlop szerint a kifejtés a kovetkez6:

det(A) = —a12412 + a2 Az — azAss,
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ahol értelemszertien a Ayy példaul azt az aldeterminanst jelli, hogy elhagyjuk a matrix masodik
sorat és oszlopat. Ekkor felirva a kifejtést:

3 2 1 -1 1 -1
det(A)——Q-'1 _1’—#(—1)-‘1 _1'—1-‘3 9 '—10+0—5—5,
vagyis eszerint a kifejtés szerint is 5 a determinans értéke. &

Definici6 szerint szamolni egy matrix determinénsat mar 3 x 3-as esetben sem révid, nagyméretii
méatrixok esetén viszont mar kifejezetten hosszadalmas folyamat.

Egy 4 x 4-es determinans definici6 szerinti kifejtésében példaul (ha a matrixban nincsen 0 elem)
négy darab 3 x 3-as aldeterminans van, amelyek mindegyike harom tovabbi 2 x 2-es determinénst
tartalmaz. Ez 0sszesen 24 tagot jelent. Szerencsére a determininsok kiszamolasara szamos tétel
all rendelkezésre, amelyek megkdnnyitik ezt a szamolast. ElGszor néhany egyszertibb allitast
ismertetiink:

e Matrix determindnsa nem valtozik ha a matrixot transzponaljuk.

e Ha a matrixban két sort vagy oszlopot felcseréliink, akkor a determinéns az ellentettjére
valtozik.

e Ha a matrix két sora vagy oszlopa megegyezik, akkor a determinansa nulla.

e Ha a maétrixban van csupa nullabol all6 sor vagy oszlop, akkor a determinéns szintén
nulla.

e Also vagy els6 haromszogmatrix determinansa a f6atloban szerepls elemek szorzata.

e Ha egy métrix valamely sorat vagy oszlopat megszorozzuk egy a valos szammal, akkor a
determinansa is az a-szorosa lesz.

Az 6todik allitas mutatja a determinans egy jellemzé tulajdonsagat. Ha a matrixban kellGen
sok nulla van (a f6atlo alatti 6sszes elem nulla) akkor a kifejtésben egyetlen tag szerepel, ez a
fatlobeli elemek szorzata. Nulldkat pedig a kovetkezé alapvets tétel segitségével hozhatunk
létre:

4.2.5 tétel: Matrix determinansanak az értéke nem valtozik, ha valamelyik sordahoz (vagy
oszlopahoz) elemenként hozzdadjuk egy masik sor (vagy oszlop) tetszéleges szamszorosat.

Az fenti feladatban példaul az A matrix determinansa nem valtozik, ha a harmadik oszlopahoz
hozzaadjuk az els6 oszlopat, amit a harmadik oszlop szerint kifejtve Gjra megkapjuk az 5-6t
mint végeredményt:

1 2 -1 1 0 1

3 -1 2 :3—15:—5‘1
1 1 0

Altalanos esetben mindig ezen tétel segitségével fogunk elemeket kinullazni, és csak olyan sor

(vagy oszlop) szerint fogunk determinanst kifejteni, aminek csak egyetlen nem nulla eleme van.
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4.2.6 feladat: Milyen x értéke esetén lesz az alabbi determinéans értéke 0:

4 2 -1
2 0 1
-1 1 =z

MEGOLDAS: Tekintsiik a masodik oszlopot. Ott mar szerepel egy nulla, és szerepel egyes is.
Mivel a determinéns az el6z6 tétel szerint nem valtozik ha sorhoz, (vagy oszlophoz) hozzaadjuk
egy masik sor (oszlop) szamszorosét, igy konnyedék ki tudjuk nullazni az oszlopban szerepls
kettest: vonjuk ki az els6 sorbdl a harmadik kétszeresét. Fzutan fejtsiik is ki a determinénst a
méasodik oszlop szerint:

4 2 -1 6 0 —1-20 6 19
2 0 1 |=|2 0 1 = ’2 ! = —6+2(—1—22) = —4a — 8,
-1 1 = -1 1 x

vagyis a determinéns akkor nulla, ha —4z — 8 = 0, tehat x = —2. )

4.2.7 feladat: Hatarozzuk meg az alabbi 4 x 4-es determinéanst:

4 =2 3 1
2 1 2 -4
-3 0 1 5
o =3 2 1

MEGOLDAS: Meg kell vilasztanunk, hogy melyik sor vagy oszlop szerint fejtsiik ki a determi-
nanst, eszerint végezziik az elemek kinullazasat. Sokféleképpen tehetjiik ezt meg, szembetlind,
hogy a harmadik sor masodik eleme 0. Mivel ennek a nulldnak a soraban és oszlopaban is van
egyes, igy a legcélszeriibb ezt a sort vagy oszlopot kinullazni.

Adjuk tehat hozza az els6 sorhoz a masodik kétszeresét, a negyedikhez pedig a haromszorosat,
és fejtsiik ki a mésodik oszlop szerint:

4 -2 3 1 8 07 -7
212—4_212—4__831_57
=3 0 1 5| | =301 5 || "o
5 -3 2 1 11 0 8 —11

Az igy kapott matrixban nulla ugyan nincsen, de a masodik sor masodik eleme egyes. Ezzel az
egyessel ki tudjuk nulldzni a megfelel§ sort vagy oszlopot, nullazzuk ki most a masodik sort.
Ennek érdekében az els6 oszlophoz adjuk hozzi a masodik hdromszorosat, a harmadikboél meg
vonjuk le az 0tszorosét, és fejtsiik ki a determinanst a masodik sor szerint:

8 7 -7 20 7T 42| |, .o
-3 1 5 |=|0 1 0 |=|a& "
11 8 —-11 35 8 =5l
ami a definici6 szerint 29 - (—51) — (—42) - 35 = —9, vagyis a determinans értéke —9. &
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Lathato, hogy a fenti tétel segitségével 2 — 3 kivonas segitségével elég gyorsan csokkenthets a
determindns mérete, igy rovid szamolas utan egyetlen 2 x 2-es determinanst kaptuk. A definicié
szerinti kifejtés ennél sokkal hosszabb lett volna. Még egy tételt emlitiink meg a determinésnok
témakdorébdl:

4.2.8 tétel: (determinansok szorzastétele) Legyen A és B két n x n-es matrix. Ekkor
értelmes az AB szorzat, és teljesiil a det(AB) = det(A) - det(B) Gsszefiiggés.

Tudjuk, hogy a méatrixok szorzisa még azonos méretii négyzetes matrixok esetén sem kommu-
tativ, vagyis AB # BA, de a fenti tétel egyszerii kivetkezménye, hogy det(AB) = det(BA).
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4.3. Vektorterek

Ebben a fejezetben a vektortér absztrakt fogalmat, és par egyszertibb tulajdonsagat targyaljuk,
aminek a harom dimenzi6s vektorok egy specialis esete volt.

4.3.1 definicio: (vektortér) Legyen V egy tetszéleges halmaz. V-t valos vektortérnek hivjuk,
ha:

e IV barmely két a és b eleméhez hozza van rendelve egy a+-b-vel jel6lt eleme V-nek, amelyet
a és b Osszegének neveziink, és erre az Osszeadasra teljesiilnek a kovetkezs tulajdonsagok:

a+b=>b+a,

(a+b)+c=a+ (b+c),

létezik egy O-val jelolt zéruseleme V-nek tgy, hogy minden a € V-re a + 0 = a,
minden a € V-re létezik egy —a-val jelolt eleme V-nek, amelyet a ellentettjének
hivunk, és a + (—a) = 0.

O O O O

e minden o € R-hez és a € V-hez hozza van rendelve egy aa € V elem, amit « és a
szorzatanak hivunk, és erre a szorzasra teljesiil, hogy:

o la = a,
o a(fa) = (af)a,
e minden o, € R, a,b € V esetén:
o (a+ fB)a = aa+ Ba,
o ala+b) = aa+ ab.

Vektorteret alkotnak a kovetkezé V halmazok:

e a val6s szamok R halmaza,

e a komplex szamok C halmaza,
e a sik irdnyitott szakaszai,

e a tér irdnyitott szakaszai,

e R" ™ vagyis az Osszes n X m tipusa valos matrix,

a rendezett valos szdm n-esek R™ halmaza,

az [a, b] intervallumon folytonos fiiggvények halmaza.

Erdemes végiggondolni, hogy az egyes halmazok elemeire tényleg teljesiilnek a fenti tulajdon-
sagok. A legérdekesebb az utolsé példa. Mivel folytonos fiiggvények Osszege is folytonos, igy
értelmes az Osszeadas ezen a halmazon. Ez a mitvelet kommutativ és asszociativ, és az azo-
nosan nulla fiiggvény lesz a vektortér nulleleme, a (—1)-szerese pedig az ellentettje. A t6bbi
tulajdonsag is teljesiil.

A vektorterekben harom (négy) alapvets fogalmaz fogunk bevezetni, mind a harom fogalom
vektorok egy halmazara vonatkozik. A vektortér elemeit absztrakt értelemben vektornak fogjuk
nevezni, igy ezzel a szbhasznélattal élve a métrixok és a fliggvények is ,vektorok”.

4.3.2 definicio: (linearis kombinacid) Adottak a vy, v, ...,v, € V vektorok, valamint az
aq, e, ..., o,R valos szamok. Ekkor a v = ayvy + asvs + ... + v, vektort a v; vektorok «;

P
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4.3.3 definicio: (linearis fiiggetlenség) Vektorok egy vy, vs, ..., v, halmazat linearisan fiig-
getlennek nevezziik, ha egy linearis kombinaciojuk akkor és csak akkor lehet nulla, ha minden
egylitthato nulla, vagyis v + agve + ... + v, = 0-bol kovetkezik, hogy oy = ay = ... =
o, = 0.

4.3.4 definici6: (generatorrendszer) Vektorok egy vy, vs,...,v, halmazat generatorrend-
szernek nevezziik, ha a vektortér minden v eleme elGall ezen vektorok egy linearis kombinacio-
jaként, vagyis minden v-re vannak olyan «; egyiitthatok, amelyre v = av; + asvs + . . . + vy,

4.3.5 definicio: (bazis) Vektorok egy vy, v, . .., v, halmazat bazisnak nevezziik, ha linearisan
fiiggetlenek és generdtorrendszert alkotnak.

4.3.6 feladat: Tekintsiik a szokasos térbeli vektorainkat, vagyis a hdrom hosszi szdmharma-
sokat, ezek vektorteret alkotnak. Legyen adott ebben a vektortérben a kévetkez6 négy vektor:

v1 = (1,0,0), va = (0,1,0), v3 = (0,0,1), vy = (1,1,0).
és tekintsik a kovetkezd halmazokat:
Hl — {1)171)2}7 H2 - {Ul,UQ,Ug}, H3 - {UlaUQaU37U4}'

A fentiek koziil melyik halmaz vektorai linearisan fiiggetlenek, melyek alkotnak generatorrend-
szert, illetve bazist?

T s

nearisan fiiggetlenek, Hj viszont nem, mivel a vy + vy — v4 nem trividlis linearis kombinacié
eredménye nullvektor.

H; elemei nem alkotnak generatorrendszert, hiszen az 6 6sszes linedris kombinaciojuk harmadik
koordinataja nulla, viszont Hy elemeibsl mar minden vektor elgall. Ekkor Hjs - mivel b&vebb
Hs-nél - szintén generatorrendszert alkot.

Ebbél pedig kdvetkezik, hogy H; és Hs nem bazis, hiszen az el6bbi nem generatorrendszer,
utobbi nem fiiggetlen, H, viszont bazis a térbeli vektorok terében. s

A definiciok egyszerii kévetkezménye az alabbi két allitas:

4.3.7 allitas: Adott vektorok egy H halmaza. Ha H elemei linearisan fiiggetlenek, akkor H
minden részhalmaza is linearisan fiiggetlen.

Ha H elemei generatorrendszert alkotnak, akkor minden H-nal bévebb halmaz is generéator-
rendszert alkot.

Minden valos vektortérben végtelen sok bazis van. Igy a bazis nem egyértelmi, viszont igaz a
kovetkezd két tétel:

4.3.8 tétel: (dimenzi6) Adott egy V valos vektortér, ekkor minden bézis azonos elemszamu
(ugyanannyi vektorbol all). Ezt a kozos elemszamot nevezziik a vektortér dimenzidjanak.

4.3.9 tétel: Ha adott a vektortérben egy rogzitett bézis, akkor minden vektor egyértelmten
all el6 ezen vektorok linearis kombinéaciojaként (vagyis az «a; egyiitthatok egyértelmiek).
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Ez a tétel altalanositasa a térbeli koordinatageometridban ismertetett tételnek. Ott azt mond-
tuk, hogy ha hidrom vektor a,b és ¢ nincsen egy sikban, akkor minden vektor egyértelmtden
el6all ava + Sb + vyc alakban, és ezt az (o, 3,7) harmast neveztiik a vektor koordinatainak.

Az, hogy a térben harom vektor nincsen egy sikban éppen azt jelenti, hogy linearisan fiig-
getlenek, és mivel a tér harom dimenzios, igy ott harom lineédrisan fiiggetlen vektor egyben
generatorrendszer, vagyis bazis is. Ekkor pedig a koordinatak a fenti tétel kovetkeztében egy-
értelmtiek. A mi konkrét esetiinkben az i, j, k harmast régzitettiik bazisnak és abban irtuk fel
a koordinatékat.

Fontos megjegyezni, hogy egy vektor koordinatai tehat nem magadhoz a vektorhoz, hanem a
rogzitett bazishoz kapcsolodnak, téle fiiggenek. Mas bazis esetén méasok a vektor koordinatai
is.

4.3.10 feladat: Tekintsiik a kovetkezs harom vektort:
V1 = (2, —1,3), Vg = (0,4, —1), Vs = (3,2,0)

Linearisan fiiggetlenek-e ezek a vektorok? Bazist alkotnak-e? Ha igen, hatarozzuk meg a
v = (1,4, 4) vektor koordinatéit ebben a bazisban!

MEGOLDAS: Mivel harom dimenzi6s térben vagyunk, igy ha ezek a vektorok linearisan fiigget-
leek akkor bazist is alkotnak. Hatarozzuk meg, hogy mi ennek a harom vektornak egy altaldnos
linearis kombinécidja:
107 + 2V —f- 3V3 = (2&1, —Qq, 30[1) —f- (O, 40[2, —CVQ) + (30(3, 20(3, 0) =
(2a1 + 3az, —a1 + 4as + 203, 3 — a),

ami csak akkor nullvektor, ha mind a harom koordinata nulla, vagyis:

20, + 3oz = 07
-y + 4day + 2a3 =0,
30&1 — (6) =0.

Ezt pedig megoldjuk a szokasos modszerrel. A harmadik egyenletbdl kifejezhetjiik as-t, beirva
az els6 kettébe:

20&1 + 3(1/3 :07
110&1 + 2&3 :O,

a masodik egyenlet haromszorosabol kivonva az els§ egyenlet kétszeresét pedig 29, = 0 ado-
dik. Ebbdl visszairva kapjuk, hogy az egyenletrendszer egyetlen megoldasa, hogy mindharom
egyiitthato 0.

A fenti harom vektor tehat bazist alkot a tér vektorai kozott. Ha a v = (1,4,4) koordinatéit
akarjuk megkapni, akkor meg kell hataroznunk, hogy milyen «; értékek mellett adja a linearis
kombinécié éppen a v vektort. Ez pedig ugyanahhoz az egyenletrendszerhez vezet, a kiilonbség
csak annyi, hogy a jobb oldalon nem nulldk allnak, hanem 1, 4 és 4. Ennek a megoldéasa a; = 2,
ay = 2 és ag = —1, vagyis a koordinatak (2,2, —1). s

Lathatjuk tehat, hogy a vektorterekben a koordinatakkal vald szamolasok linearis egyenletrend-
szerekhez vezetnek. Ezért a tovabbiakban a lineéris egyenletrendszerek megoldéasi modszereivel
foglalkozunk.
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4.4. Linearis egyenletrendszerek

Az m ismeretlent és n egyenletet tartalmazo linearis egyenletrendszer altalanos alakja a kdévet-
kezG:

a11r1 +  appre + ... +  aimT, = bl,
9211 + a29T9 + e + A2, Tm, = bQ,
A T1 + ApaT2 + ...+ AT, = by,

ahol a;;,b; € R adott konstansok, x;-k pedig az ismeretlenek. Ha bevezetjiik az:

11 QA2 o Qi T by

Q21 Q22 --°  Q2m X2 by
A - . . . . b X - . M b -

Anp1 Ap2 - Anm Tm bn

matrixokat, akkor ezt az egyenletrendszert tomoren Ax = b alakban irhatjuk fel. A az egyen-
letrendszer egyiitthatatomatrixa, b pedig az egyenletrendszer jobb oldala.

Megjegyezziik, hogy ha az A matrix oszlopait rendre ay, as, . . . ay, jeldli, akkor az egyenletrend-
szer olyan alakban is irhato, hogy

r1a3 +r2as + ... +Trpam = b.

Lényegében tehat nekiink csak az A matrixra és a b vektorra van sziikségiink, ezért bevezetjiik
a kibgvitett matrix fogalmét, amikor az A mellé¢ odairjuk egy vonal mogé a b vektort is:

11 A2 -+ Aim by
A1 Gz -+ G2 | Do
An1 Ap2 - Anm bn

Ez a kibGvitett matrix tehat egyértelmtien reprezentalja az egyenletrendszert. Vizsgéljuk meg,
hogy az egyenletrendszeren végzett ekvivalens atalakitasokat hogyan fordithatjuk le a métrixok
nyelvére:

o A matriz barmelyik két sordt felcserélhetjiik, hiszen az egyenletek sorrendje nem szamit.

e Bdarmely sort megszorozhatjuk vagy eloszthatjuk egy nem nulla szammal, hiszen az egyen-
letekkel is csinalhatjuk ugyanezt.

e Bdarmely sorhoz hozzdadhatjuk egqy sor szamszorosdt mert az egyenleteknél ez ekvivalens
atalakitdsnak szamit.
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Ezek a lépések nagyon hasonloak a determinéns atalakitdsdnak a lépéseihez, a legfontosabb
kiilénbség azonban, hogy itt csak sorokkal végezhetiink miiveleteket. Ezek a Gauss elimindcio
lépései.

A célunk is nagyon hasonlé a determinéns kifejtésénél kitiizott célokhoz. A harmadik 1épés
segitségével tudunk a matrixban nulldkat létrehozni, ami éppen annak felel meg, hogy az egyik
egyenletbdl kifejezziik az egyik valtozot és behelyettesitjiik a masikba. Az egyenletrendszer ti-
pusatol fliggden a Gauss eliminacionak tobbféle végkimenetele lehet, igy preciz definicio helyett
egy feladaton keresztiil mutatjuk be az algoritmust:

4.4.1 feladat: Oldjuk meg a kdvetkezs egyenletrendszert a Gauss eliminaci6 segitségével:

r + y + z + w = 2

x + 3y + 2z + 4w = 10

-z + y + 22 + w = 1
Y + w =

MEGOLDAS: Négy egyenletiink és négy ismeretleniink van, a kibgvitett matrix a kovetkez6kép-
pen néz ki:

1 11 12
1 3 1 4110
-1 12 1|1
0 1 0 1|3

Mi a Gauss eliminacio célja? Ha a kibévitett matrix olyan lenne, hogy a bal oldalon az egy-
ségmatrix allna, akkor készen lennénk, hiszen akkor a jobb oldalon éppen a keresett megoldas
allna. Persze nem biztos, hogy ez megvalosithato, mert az egyenletnek nincsen, vagy végtelen
sok megoldasa van, de ez a motivacio. Elgszor arra toreksziink, hogy felsd haromszégmdtrizunk
legyen. Szeretnénk tehat sorban kinullazni az f6atlo alatti elemeket:

A bal fels6 elem méar 1-es, igy azzal nem kell foglalkoznunk. Vonjuk ki az elsd sort a mdsodikbol,
¢és adjuk hozzda a harmadikhoz:

o O O
NN
[ e
— N W
W W o N

Az els§ oszlopot tehat kinullaztuk, igy a tovabbiakban az elsé sorral nem is térédiink. Ha
ugyanis az elsd sort hozzdadnank vagy kivonnank valamelyik méasikbol az elrontana a kinullazott
elsG oszlopot. Tekintsiik a masodik oszlop utolsé harom elemét. Az ags helyen szeretnénk
egy egyest, a masik kettén meg nullat. Ezt tobbféleképpen is megtehetjiik, annak érdekében
azonban, hogy elkeriiljiik a tortszamokat, ezt a sorcserével a legkdnnyebb elérni. Cseréljik fel
a madsodik és a negyedik sort, majd az Uj mdsodik sor kétszeresét vonjuk ki a harmadikbol és a
neqgyedikbdl:
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111 1] 2
01013
00 3 0(-=3
000 1] 2

Mivel ay3 mar nulla, igy megkaptuk a fels6 haromszogmatrixot, az egységmaétrixhoz mar csak
egy lépés kell, eloszjuk a harmadik sort harommoal:

111 1] 2
01013
001 0f-1
000 1|2

Ezzel a lépéssel a Gauss eliminacié végére értiink. Az utolsod egyenletbsl megvan w értéke,
és igy a harmadik egyenletbdl adodik z, majd a masodikbol kifejezhetjiik y-t, az elsébdl pedig
x-et. Megtehetjiik azonban, hogy az eliminéciot végigvissziik, egészen addig mig a bal oldalon
megkapjuk az egységmatrixot. Ennek az algoritmusnak a neve Gauss-Jordan eliminacié.

Vonjuk ki tehdt a mdsodik sorbol a negyediket:

111 1] 2

01001

001 0]-1

000 1|2
majd vonjuk ki az elsé sorbol a mdsik hdarmat:

100 0]0

01001

001 0]-1

000 1|2
vagyis az egyenletrendszer megoldasa x =0, y = 1, 2 = —1 és w = 2. Ellen6rzés utan kapjuk,
hogy ez valoban megfeleld. )

A Gauss eliminicié tehat egy eljaras, amely segitségével nagyobb méretli egyenletrenszert is
meg tudunk oldani lényegesen atlathatobb modon. A cél az, hogy a bal oldalon egységmét-
rixot hozzunk ki. Ez azonban csak akkor teljesithetd, ha az egyenletrendszernek egyértelmi
megoldésa van.

Elképzelhets azonban, hogy az eredeti egyenletnek nem volt megoldasa. Fz a fenti algoritmus
soran ugy jelenik meg a matrixban, hogy az eljaras soran kapunk egy olyan sort, amelyben
minden egyiitthatdé 0, de a hozza tartoz6 b; nem nulla. Mivel ez nem ellentmondéas, igy az
egyenletrendszernek nem volt megoldasa. Egy ilyenre is mutatunk egy révid példat:

4.4.2 feladat: Oldjuk meg a kovetkezs egyenletrendszert a Gauss eliminaci6 segitségével:

r + y = 2
2t 4+ 3y = 5
3r + o5y = 6

47



MEGOLDAS: Az egyenletrendszer kibévitett méatrixa:

11
2 3
3 5

(S NG BN \V)

Elkezdve az eliminiciot a mésodik és a harmadik sorbol vonjuk ki az els¢ kétszeresét illetve
haromszorosat:

11
0 1
0 2

S = N

Ekkor pedig a harmadik sorbol kivonva a mésodik kétszeresét

1 1) 2

0 1|1

0 0]—-2
kapunk egy olyan sort ami azt jelentené, hogy Ox 4+ Oy = —2, ami ellentmondéas. Ez jelenti azt,
hogy az egyenletrendszernek nincsen megoldésa. )

Olyan eset is elképzelhets, hogy végtelen a megoldas nem egyértelmd, ilyenkor végtelen sok
megoldas van. Ha az eliminécio soran kapunk egy olyan sort, amelynek minden eleme (beleértve
a hozza tartozo b;-t is) akkor az a sor nem hordoz lényeges informéaciot, a neki megfelel egyenlet
fiiggott a tobbitdl, azt el is hagyhatjuk. Végezetiil lassunk erre is egy példat:

4.4.3 feladat: Oldjuk meg a kovetkezs egyenletrendszert a Gauss eliminéci6 segitségével:

x — Ty + Hz = 2
20 — Ty + 6z = 4
3r — 14y + 1lz = 6

MEGOLDAS: Irjuk fel a szokasos modon a kibGvitett matrixot:

1 =7 5|2
2 =7 6|4
3 —14 116

A bal fels6 sarokban szerepls egyes megfelels a kinullazasra, vonjuk ki a méasodik és a harmadik
sorbol az els6 sor kétszeresét illetve hdromszorosat:

1 =7 5 |2
0 7 —41]0
0 7 —41]0

A masodik és a harmadik sor azonos, igy a harmadik sorbol kivonva a masodikat csupa nullat
kapunk, amit el is hagyhatunk. Az eliminacio igy a kovetkezd (nem négyzetes) felsé harom-

szogmatrixhoz vezetett:
1 =7 5 |2
0 7 —41]0
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Ilyen esetben a Gauss-Jordan eliminaciot nem tudjuk folytatni, visszahelyettesitéssel kapjuk
meg a megoldast: az utolsé egyenlettsl haladunk visszafelé. Ez alapjan 7y — 4z = 0, ami egy
egyenletet és két ismeretlent jelent. Lathato, hogy 2z-t barminek valaszthatjuk, vele kifejezhetd
y. Legyen z értéke egy t paraméter. Ekkor:

z =1,
_4t
y_7'

Az els6 egyenletbdl pedig:
r=24+Ty—52=2—t.

Ez azt jelenti tehat, hogy az egyenlet megoldasai az

4
(x,y,2) = (2 —t, ?t, t)

alakd harmasok, ahol ¢ tetszGleges valos paraméter. A paraméteres megoldashalmazt is le
tudjuk ellenérizni, az ellen6rzés agy torténik, hogy paraméteresen visszairjuk a kapott értékeket
a harom egyenletbe. Ha mind a harom egyenletben azonossagot kapunk (kiesnek a paraméterek
és mindkét oldalon ugyanaz a szam marad) akkor jol szamoltunk. s

4.4.4 megjegyzés: Az el6z6 feladatnal z értékét szabadon valasztottuk. Mondhattuk volna
azt is, hogy legyen z = 7t. Ez annyibdl el6nyos, hogy a végeredményben nem lesznek tort-
szamok. A megoldas ekkor (z,y,z) = (2 — 7t,4t, 7t) alakban irhato fel. A kétféle eredmény
valdjaban csak formailag kiilonbozik, de ugyanazt a halmazt alkotjak.

4.4.5 megjegyzés: Erdemes azt is latni, hogy ebben az esetben (3 valtozo esetén) a megolda-
sokat térben abrazolva épp egy egyenes pontjait kaptuk. A megoldis az egyenes paraméteres
egyenletrendszere. A két kiilonb6z6 alak ennek a két egyenesnek a két kiilonboz6 felirasa.

Azt kaptuk tehat, hogy egy linearis egyenletrendszernek vagy nincs, vagy egyértelmi, vagy
végtelen sok megoldasa van. Erdemes atgondolni, hogy mikor teljesiil az, hogy a megoldas
egyértelmi, erre ugyanis sziikségiink lesz a tovabbiakban.

Preciz bizonyités nélkiil az algoritmusbdl 1atszik, hogy ha (kezdetben) az egyenletek szama t6bb,
mint az ismeretleneké, akkor kapni fogunk csupa nulla sorokat, vagyis vagy nincsen megoldas,
vagy valamely egyenletek feleslegesek, ezzel az esettel nem foglalkozunk. Az is adodik, hogy ha
tobb ismeretleniink van, mint egyenlet, akkor a megoldas nem lehet egyértelmi. Igy csak azt
az esetet targyaljuk, amikor n = m, vagyis az egyiitthatomatrix négyzetes.

Lattuk, hogy a linearis egyenletrendszer olyan alakban is irhato, hogy:
T1a; + Teas + ...+ Tpmam = b.

Ha egyértelmii a megoldas, akkor a ineéris terek nyelvén ez azt jelenti, hogy a b vektor egyértel-
mten all el§ az A métrix oszlopvektorainak linearis kombinécidjaként. Ez pedig sziikségszeriien
azt jelenti, hogy az oszlopvektorok linearisan fiiggetlenek. Négyzetes méatrix esetén ezt gy lehet
megfogalmazni, hogy az egyiitthatomatrix determinansa nem nulla. Ezt érdemes tételként is
megfogalmazni. Kiilon-kiilon is megfogalmazzuk a lineéris egyenletrendszerek és a vektorterek
nyelvén.
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4.4.6 tétel: Adott n darab R™-beli vektor. Ez a vektorrendszer akkor és csak akkor linearisan
fiiggetlen (és ekkor bazis is) ha a vektorokat egy métrixba rendezve a kapott matrix determi-
nansa nem nulla.

4.4.7 tétel: Egy n egyenletbdl és n ismeretlenbdl 4ll6 egyenletrendszer megoldasa akkor és csak
akkor egyértelmt, ha az egyenletrendszer egyiitthatomatrixanak a determinansa nem nulla.
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4.5. Matrixok inverze

4.5.1 definicio: (egységmatrix) Az olyan négyzetes matrixokat, amelyeknek a fgatlojaban
csupa egyes all, mindenhol mashol pedig 0 egységmatrixnak nevezziik, és [-vel jeloljiik. Minden
n esetén vagy n X n tipust egységmatrix.

4.5.2 definici6: (inverz) Legyen A € R™*" négyzetes matrix. Ekkor azt a B € R™" mat-
rixot, amelyre teljesiil az AB = I Osszefiiggés az A matrix inverzének nevezziik, és A~ !l-el
jeloljiik.

Konnyen lathato, hogy nem minden méatrixnak 1étezik inverze. Példaul a nullmatrixot barmivel

is szorozndnk nullmatrixot fogunk kapni, igy nincsen a definicionak megfelel6 B. A determi-
nansok szorzastételébdl azonban tébb is kévetkezik:

4.5.3 tétel: Az A € R™" matrixnak akkor és csak akkor létezik inverze, ha a determinansa
nem nulla. Ez az inverz egyértelmt, és igaz ra, hogy AA™' = A71A =1.

A tétel kimondja tehat, hogy ha a determinans nem nulla akkor létezik inverz, egyetlen olyan
matrix van, amire teljesiil a kivant Osszefiiggés, és ezzel a matrixszal barmelyik iranybol is
szorozzuk meg A-t egységmatrixot kapunk.

Vizsgaljuk meg, hogy mi kéze van a métrixok inverzének a linearis egyenletrendszerekhez. A
Gauss(-Jordan) eliminaciohoz hasonloan ezt is egy feladaton keresztiil mutatjuk be:

4.5.4 feladat: Hatarozzuk meg az

2 3 1
A= 3 2 3
-1 -1 -1
méatrix inverzét. Keresiink tehéat
MEGOLDAS: Keressiik tehat azt a
1 To X3
B = Ty T Tg
Tr Ty X9

matrixot, amelyre AB = I. Vegyiik észre, hogy ez azt jelenti, hogy az A métrixot beszorozva
B oszlopaival, az egységmatrix oszlopait kapjuk:

2 3 1 1 1
3 2 3 |-|lal|=1(0],
1 -1 -1 T 0
2 3 1 To 0
3 2 3 |-|as =11
2 3 1 T3 0
3 2 3 |-|la|=1(0],
~1 -1 -1 To 1
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vagyis a keresett matrix 9 elemét megkaphatjuk gy, mint 3 olyan egyenletrendszer megol-
dasa, amelynek az egyiitthatomatrixa minden esetben A, a jobb oldalai pedig az egységmatrix
oszlopai.

B elemeit tehat megkaphatnank mint a 3 kib6vitett matrix Gauss-Jordan eliminaci6janak jobb
oldala, nekiink azonban ebben a specidlis esetben az A mindharom esetben ugyanaz. Ez pedig
azt jelenti, hogy az eliminaciot végezhetjiik egyben: irjuk a matrixunk mogé egy vonallal elva-
lasztva az egységmatrixot (a harom egyenletrendszer jobb oldalat) és végezziik el az eliminaciot
ugy, hogy az A-bol egységmatrix legyen. Ekkor az egységmatrix helyén kapott matrix lesz a
keresett inverz:

2 3 1|1
3 2 310
-1 -1 —-110

O = O
_ o O

Az eliminaci6 lépéseit pedig méar ismerjiik. Szorozzuk be a harmadik sort (—1)-el, és cseréljiik
ki az elsvel (hogy a bal felsé sarokban egyes legyen):

1 1 1[0 0 -1
32 3/01 0
23 1(1 0 O

Az els6 oszlop ,kinullazasa” érdekében pedig vonjuk ki a méasodik és harmadik sorbdl els§ sor
haromszorosat és kétszeresét:

1 1 1100 -1
0 -1 001 3
0 1 —-1/1 0 2

Ezek utén a méasodik oszloppal kell foglalkoznunk. Szorozzuk meg a masodik sort is (—1)-el,
majd vonjuk ki a harmadik sorbol. Ekkor mar fels§ haromszégmatrixot kapunk:

11 10 0 -1
01 010 -1 =3
00 —-1]1 1 5

A fels6 haromszégmatrixunk mar készen van. Szorozzuk meg a harmadik sort (—1)-el, hogy a
foatlo utolso eleme is 1 legyen:

1110 0 -1
010/0 -1 -3/,
00 1|-1 -1 -5

majd a Gauss-Jordan eliminacié befejezéseként vonjuk ki az els¢ sorbol a masodikat és a har-
madikat:

1001 2 7
0100 -1 =3
001}{-1 -1 =5



Ez azt jelenti tehat, hogy a keresett inverz:

1 2 7
A= 0 -1 -3
-1 -1 -5

Visszaszorzassal érdemes ellenérizni az eredményt.
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4.6. Matrixok sajatértéke

A lineéris algebra utolso fejezeteként a matrixok sajatértékének és sajatvektoranak fogalmat
ismertetjiik. Ehhez el6bb sziikség van némi kitérére.

Legyen A egy n X n-es matrix (A € R™*"), v pedig egy n hosszu (oszlop)vektor (v € R™). Ekkor
az Av szorzat (mint matrixszorzas) értelmes, és eredménye egy szintén n hosszi (oszlop)vektor.
Ennek alapjén a vektorok kozott definidlhatunk egy leképzést az A méatrix segitségével:

A:R" —» R", v — Av.
Egyszertien lathato, hogy az ilyen leképzésekre teljesiil a kovetkezd két Gsszefiiggés:

AV +w) =Av + Aw,
A(Av) = A Av.

Az ilyen leképzéseket tigy hivjuk, hogy linedris leképzések. Jelen esetben azt mondjuk, hogy A
egy linearis leképzés R™-bsl R™-be.

Az egyszeriibb megértés érdekében tekintsiik a sik vektorait (R?) és az

=(0 )

matrixot. Elvégezve a szorzast kapjuk, hogy ebben az esetben a kovetkezs leképzés a kovetke-

z6képpen néz ki:
A:R? = R?, v:(x)H($>:AV.
Y -y

Ez a leképzés tehat minden vektorhoz hozzarendel egy masik vektort oly modon, hogy az
els6 koordinatajat valtozatlanul hagyja, a masodikat pedig az ellentettjére valtoztatja. Ha a
vektorokat a stk pontjainak a helyvektordnak tekintjiik, akkor ez éppen az x tengelyre valo
tiikrézésnek felel meg.

Felmeriil a kérdés: van-e olyan vektor, aminek a képe parhuzamos az eredeti vektorral? Rovid
gondolkodés utan kapjuk, hogy kétféle vektor is van, amire ez a tulajdonség teljesiil:

e a tiikkrozés az x tengely pontjait helybenhagyja, igy ezen vektorokra Av = v,

e a tiikrozés az y tengely pontjait a tengely masik oldalara képzi, igy ezen vektorokra

Av = —v.

A sik tobbi vektora nem lesz parhuzamos a képével. Ennek a kérdésnek az altalanositasa a
sajatérték és a sajatvektor fogalma.

4.6.1 definicio: (sajatérték/sajatvektor) Legyen A € R™". Az A matrixnak a A € R
valos szam a sajatértéke, ha van olyan v # 0 vektor, amelyre Av = Av. Ezt a v-t pedig a
matrix A sajatértékéhez tartozo sajatvektorénak nevezziik.

24



4.6.2 megjegyzés: Fontos kikdtni, hogy a v nem lehet nulla, hiszen kiilonben az A0 = 0
egyenldség miatt minden valos szam sajatérték lenne a nullvektorral.

Hogyan lehet megtalalni egy matrix sajatértékeit? Definicio szerint ez egy olyan lamda, amelyre
van olyan nem nulla vektor, hogy Av = Av. Vegyiik észre, hogy ezt az Osszefiiggést at lehet
alakitani. Mivel az egységmatrixot barmilyen vektorral szorozva énmagat kapjuk, igy:

Av = dv,
Av = Alv,
Av — \v =0,
(A= X)v=0.
Ekvivalens atalakitasokkal oda jutottunk, hogy A pontosan akkor sajatérték, ha annak az egyen-
letrendszernek, amelynek a jobb oldala nullvektor, egyiitthatométrixa pedig (A — AI) van nem
trivialis (csupa nulla) megoldasa. Ez pedig akkor teljesiil, ha az egyiitthatomatrix determinansa
0. Ezt el6szor egy tételben is megfogalmazzuk, majd példan keresztiil tessziik lathatobbéa:

4.6.3 tétel: A )\ valos szam akkor és csak akkor sajatértéke az A matrixnak, ha det(A—\I) = 0.
Ekkor a A-hoz tartozo sajatvektorok az (A — A\I)v = 0 egyenletrendszer nem nulla megoldésai.

(5 %)

MEGOLDAS: Szamoljuk ki a sziikséges determinénst:
1—A 2

5 —2—-A
ami a masodfokt egyenlet megoldasa alapjan akkor nulla, ha \; = 3, Ay = —4. A megfelel§
sajatvektorok:

4.6.4 példa: Hatarozza meg az

matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

det(A—AI) =

':A2+A—12

A1 = 3: a megoldand¢ egyenletrendszer:
-2 210
5 =510
Lathato, hogy a két egyenlet egymaés szamszorosa, igy az altaldnos megoldas az elsé egyenletbél:
B E N 1Y

A1 = —4: a megoldand6 egyenletrendszer:

5 210
5 210
az altalanos megoldas pedig:

x+2y=0 — x=-2c,y=5¢c — vlz(_52cc>:c-(_52).

Ezzel a keresett sajatértékeket és sajatvektorokat meghataroztuk. Altalanos esetben minden
sajatértékhez végtelen sok sajatvektor tartozik, ha egy vektor jo, akkor annak minden szam-
szorosa is jo. &
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5. Tobbvaltozos fiiggvények

5.1. Alapfogalmak

Eddigi tanulmanyaink soran csak olyan fiiggvényekkel foglalkoztunk, amelyek valos szdmokhoz
rendeltek valés szamokat. Ezeket egyvaltozos fiiggvényeknek neveztiik. A fiiggvények azonban
lehetnek olyanok, hogy rendezett szampéarokhoz, vagy szamharmasokhoz, altalanos esetben
szam n-esekhez rendelnek valds szamokat:

R - R, (z1,29,...,2,) = .
Az ilyen fliggvényeket n valtozos fiiggvényeknek nevezziik. Egy egyszert példa az a fliggvény
amely minden rendezett szam n-eshez hozzarendeli a neki megfelel§ vektor hosszat.

A félév hatralévs részében kétvaltozos fiiggvényekkel foglalkozunk. A kétvaltozos fiiggvények
nagy elénye, hogy kénnyen &brézolhatoak térben. Ennek készénhetGen minden olyan, a késGb-
biekben targyalt fogalom, amely egyszertien vihet§ &t harom, vagy még tobb valtozo esetére,
kénnyen elképzelhets szemléletes geometriai jelentéssel bir.

5.1.1 definicié: Legyen R? a valés szamokbol allo rendezett (z,y) parok halmaza, D C R?
pedig ennek egy részhalmaza. Kétvaltozos fiiggvényeknek az

[ D =R, (z,y) = flz,y)
tipusu fiiggvényeket nevezziik.

Mivel a rendezett (z,y) tekinthetiink gy, mint a sik pontjai, igy a kétvaltozos fiiggvényekre
mondhatjuk azt, hogy a sik egy D részhalmazahoz rendel valos szamokat. Fiiggvényeket tehat
az értelmezési tartomanyukkal és a hozzarendelési szabalyukkal adhatunk meg:

D={(z,y) e Rz >0,y >0},  f(z,y) =2+

Ez a fiiggvény tehat az els6 siknegyed belsejében van értelmezve, és minden ponthoz hozzaren-
deli az = koordinata négyzetének és az y koordinata kobének az Gsszegét. Hasonl6an azonban
az egyvaltozos esethez altaldban itt sem adjuk meg az értelmezési tartoményt, hanem azt a leg-
bévebb D halmazt tekintjiik a sitkon, amelyen a hozzarendelési utasitas értelmezhets. Bonyoult
szerkezeti fiiggvényeknél, persze nagyon bonyolult lehet ennek a halmaznak a meghatarozasa.
Egyszeriibb esetekben nézziik meg erre par példat:

5.1.2 feladat: Hatarozzuk meg és rajzoljuk fel az f(x,y) = In(x — 3y + 1) + Vy—22—1
fiiggvény értelmezési tartomanyéat!

MEGOLDAS: A sziikséges kikotések ugyanazok, mint amelyeket egyvaltozos esetben felirnank:
e csak pozitiv szdmnak van logaritmusa: * — 3y + 1 > 0,
e csak nemnegativ szambol lehet gyokot vonni. y — 2% +2 > 0.

Keressiik tehat a siknak azon (x,y) pontjait, amelyekre ez a két feltétel teljesiil. y-ra rendezve
mindkét egyenletet adodik:

o6



<1 +1
_x —
Y 3 3’
y >z —2.

Az elsé kikotés egy zart félsikot hataroz meg, a mésodik pedig egy normélparabola alatti te-
riilletet. Mivel mindkét kikotésnek teljesiilnie kell, igy az értelmezési tartoméany ezen teriiletek
metszete lesz:

24 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
1. abra. Az f(x,y) fiiggvény értelmezési tartomanya

ahol az egyenenes pontjai nem, a parabola pontjai pedig beletartoznak az értelme-

zési tartomanyba (a metszéspontok sem!). L

1

5.1.3 feladat: Hatarozzuk meg és rajzoljuk fel az f(z,vy) = arcsin(z?+y?—4y—4)+ ————
g és Tajzol] flz,y) (27 +y°—4y—1) NETES

fiiggvény értelmezési tartomanyat!

MEGOLDAS: Mivel az arcsin fiiggvény értelmezési tartoméanya a [—1,1] zart intervallum, a
kovetkezo kikotések adodnak:

o 1<+t —4y—4<1,
er—y+1>0,
o Vr—y+1#0.

Vegyiik észre, hogy az utolso két feltétel 6sszevonhaté x —y+1 > 0 alakdra ami egy nyilt félsik.
Az els6 feltétel rendezése pedig két koncentrikus (azonos kézépponti) kort hataroz meg:

—1<a*+y*—dy—4<1,
—1<2*+(y—2)*-8<1,
T<z+(y—2)*2<0.
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A kozépiskolaban tanultak alapjan tudjuk, hogy az (u,v) kézépponta r sugara kor egyenlete
(x —u)? + (y — v)? = r?. Ez pedig azt jelenti, hogy ennek a kikotésnek a megoldasa a (0, 2)
kézéppontt v/7 és /9 = 3 sugart korck altal kozrefogott zart (a hatarold koroket tartalmazo)

korgytiri lesz. Ezt kell elmetszeniink a fenti nyilt félsikkal:

2. dbra. Az f(z,y) fiiggvény értelmezési tartomanya

ahol az korvonalak igen, de az egyenes pontjai nem tartoznak bele az értelmezési
tartomanyba (a metszéspontok sem!). &

Akarcsak egyvaltozos esetben, kétvaltozos fiiggvények esetén is beszélhetiink fiiggvények grafi-
konjarol:

5.1.4 definicid: Legyen f(z,y) egy kétvéltozos fiiggvény, ekkor f grafikonja alatt a kivetkezd
halmazt értjiik:

graph(f) = {(xﬂyvz) €R? ‘ (1’,y) € Df? Z= f(l’,y)}

A grafikon tehat egy olyan feliillet a haromdimenzios térben, amely az értelmezési tartoméany
Osszes pontja felett z = f(z,y) magasan tartalmaz egy pontot.

A kétvaltozos differencial és integralszamitas bevezetése el6tt még két fogalommal fogunk meg-
ismerkedni. Ahhoz, hogy a kétvaltozos fliggvények grafikonjat el tudjuk képzelni a térben
hasznos megnézni, hogy mit kapunk, ha a feliiletet elmetssziik az egyes kooordinatasikokkal
parhuzamosan. Mivel ezek a metszésvonalak igen fontosak, kiilon neviik is van:

5.1.5 definicié: Egy adott f(x,y) kétvaltozos fiiggvény z = ¢ sikokkal vett metszésvonalait a
fiiggvény szint, az x = ¢, y = c sikokkal vett metszésvonalait pedig a fliggvényrétegvonalainak
nevezziik.
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5.1.6 feladat: Hatarozzuk meg és rajzoljuk fel az f(z,y) = (v — 2)% + (y — 3)? fiiggvény szint
és rétegvonalait, majd probaljuk meg meghatéarozni, hogy a fiiggvény feliiletének az alakjat!

MEGOLDAS:

Szintvonalak:

Mivel a fiiggvény két kifejezés négyzetének az 0sszege, igy az fiiggvény értékkészlete csak nem-
negativ szamokbol allhat (és minden nemnegativ szam valoban benne is van Rs-ben). Ez azt
jelenti, hogy szintvonalak csak ¢ > 0 esetén vannak. A z = c egyenletek megoldésai pedig
koncentrikus korok:

(x—2) +(y—3)° =c.

melyek kozéppontjai az O(2,3) pont, sugara pedig r = /c. ¢ = 0 esetén a szintvonal egy
elfajult (0 sugara) kor, vagyis éppen az O pont:

-2

3. abra. Az f(z,y) fliggvény szintvonalai

Mit tudunk mondani eddig ezek alapjan a fiiggvény grafikonjarol? Olyan nemnegativ fiigg-
vényt, melynek a szintvonalai minden ¢ magassagban egy - \/c sugari - kor. Az ilyen feliiletek
egy fliggvény x = 2, y = 3 egyenes koriili forgatasaval kaphatok. Szobajon a forgashenger, for-
gasparaboloid, forgaskip vagy akar a gomb is. Némi gondolkodas utan a gémb kiesik (hiszen a
fiiggvény feliilr6l nem korlatos) valamint a henger sem jon széba, hiszen a szintvonalak egyre
nagyobb sugari korok. Ahhoz, hogy a (2, 3) cstcsu korkiup és forgasparaboloid koziil valasztani
tudjunk, sziikségiink van a rétegvonalakra is.

Rétegvonalak:
A rétegvonalak abrazolasa egyszeriibb, hiszen az x = ¢ és y = ¢ sikokkal val6 metszet csak egy
helyettesitést jelent a fliggvény képletében:

r=c z= f(e,y) = (c—
y=c: z=1f = (x



-1 -1
-1 [ 1 2 3 4 5 6 -1 0 1 2 3 4 5 6

4. abra. Az f(z,y) fiiggvény rétegvonalai

Mindkét valtozo szerint a rétegvonalak egy parabolasereget alkotnak, amelyek minimuma az
y = 3 illetve x = 2 pontokban vannak. A rétegvonalak alapjan mar lathato, hogy forgaskup
nem jon szoba mint grafikon, hiszen annak két rétegvonala (az x = 2 és az y = 3 nem parabola,
hanem egy egyenespar.
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5. abra. Az f(z,y) fliggvény grafikonja

Ennek a felilletnek a neve FORGASPARABOLOID. &
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5.2. Differencidlszamitas

Ebben a fejezetben a kétvaltozos fliggvények differencidlszamitésaval foglalkozunk, azon be-
lil is a parcialis derivaltak fogalmaval. Mindenekel6tt emlékeztetdiil felirjuk az egyvaltozos
fiiggvényekre vonatkozo harom (szorzat, hanyados, Gsszetett fliiggvény) derivalasi szabalyt:

(f(z)g(z)) (93) +9'(x) (),
(f(ﬂf)) 9(x) —g'(z) f(x)
9(v) ?() |
(f(g(= f'(g(x)) - ¢'(z).
Az el6z6 fejezetben ismertettiik a rétegvonalak definiciojat, amelyek az x vagy az y valtozok

értékének rogzitésével allitanak el§ egyvaltozos fiiggvényeket. Ezen fiiggvények derivéltjai a
rétegvonalakhoz hizott érint6k meredekségét adjak meg:

Orf (z0,10) = lim f(x,90) — f(x07y0)7
Tr—xQ €T — IO

8, f (z0,0) = lim 1{20:¥) = (&0 30),
v Y — Yo

A parcialis derivalast folyamatat egy konkrét példan mutatjuk meg:

3x /1?2 —2y+4

5.2.1 feladat: Hatarozzuk meg az f(z,y) = 5
o2

fiiggvényeit, valamint a parcialis derivaltak értékét a P(1,2) pontban!

fliggvény parcialis derivalt-

MEGOLDAS: A parcialis derivalas szemléletes jelentése tehat nem mas, mint a rétegvonalak
derivaltja, ami azt jelenti, hogy az = szerinti parcialis derivalas soran y-t, az y szerinti parcialis
derivalas soran pedig x-et konstansként kezeljiik.

Ha f-re x fiiggvényeként tekintiink, az azt jelenti, hogy a nevezd konstans, a szamlalé pedig
egy olyan szorzat, amelynek egyik tagja egy Osszetett fiiggvény. Ha y szerint derividlunk, akkor
a 3z tekinthetd konstansnak, vagyis a fiiggvény egy olyan hanyados, melynek a szamléloja egy
Osszetett fliggvény. Ennek alapjan az f fiiggvény parcialis derivaltjai:

3- (22— 2y +4)7 + 3z - (a? — oy +4) 22
(22— 2y +4)"z - (—2) - 62?/_4 — 2. (22 — 2y 4+ 4)2
(e20—4)2 :

3

1
8yf<x7y) =3z - 2

A parcialis derivaltak tehat ugyanugy kétvaltozos fiiggvények, amelyek értéke egy adott P
pontban egy szam. Az (1,2) pontban a derivaltak értéke:

8xf(x7 y) = 67
Oy f(z,y) = —9.

Ez azt jelenti tehat, hogy a P(1,2) pontban huzott két érinté meredeksége 6 illetve —9. )
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d
5.2.2 megjegyzés: Az parcidlis derivaltfiiggvények irasakor szokisos még az f,, d—f valamint
x

a g jelolések is.

ox

A tovabbiakban néhany ismertetiink néhany, a parcialis derivalashoz kothetd fogalmat és alli-
tast:

5.2.3 definici6: (gradiensvektor) Tegyiink fel, hogy az f(z,y) fliiggvény mindkét valtozd
szerint parcialisan derivalhato a P(a,b) pontban. Ekkor a fiiggvény P-beli gradiensvektora
az a vektor, amelynek x koordinatija az x szerinti, y koordinataja pedig az y szerinti parcialis
derivalt a P pontban:

gradf(av b) = (axf(av b)’ ayf(av b))

5.2.4 megjegyzés: Az el6z6 feladatban adott f fliggvény esetén az P(1,2) pontbeli gradiens-
vektor: grads(1,2) = (6,—9).

A parcialis derivalas soran az f fliggvény rétegvonalait derivaltuk, ezen metszetek érintSinek
irtuk fel a meredekségét. Felmeriilhet azonban az az igény, hogy a fiiggvény grafikonjat nem
feltétleniil az xz és yz sikokkal parhuzamosan messiik el, hanem egy tetszéleges v iranyban,
és ezen sikmetszetnek szamoljuk ki a derivaltjat. FEz a derivalt - a parcialis derivaltakhoz
hasonléan - felirhato (és ki is szamolhato) definicio szerint, ha azonban a fiiggvény ,szép”, akkor
erre nincsen sziikség:

5.2.5 definici6: (irdnymenti derivalt) Legyen adott az f(z,y) fiiggvény és P(a,b) pont ugy,
hogy f differencialhat6 P-ben, tovabba legyen adott még egy v = (vy,v2) nem nulla vektor.
Ekkor az f fiiggvény v irdnyu irdnymenti derivaltja:

Oula,b) = i Bef(ab) + IIUTQH -8, f(a,b) = (grads(a,b), ve),

ahol ve a v irdnyu egységvektort jeloli.

5.2.6 megjegyzés: Definicié szerint az = szerinti parcialis derivalt a v = (1,0), az y szerinti
parcialis derivalt pedig a v = (0, 1) iranyt irAnymenti derivalt.

Bizonyitéas nélkiil kimondjuk a kovetkezé tételt:

5.2.7 tétel: Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény és a P(a,b) pont olyan, hogy grads(a,b) nem a
nullvektor. Ekkor az Gsszes (a,b) pontbeli iranymenti derivalt kozill a v = grads(a,b) irdnyt
irAnymenti derivalt a legnagyobb értékti. Ez azt is jelenti tovidbbéa, hogy:

e a fiiggvény az adott pontban a gradiensvektor irdnyaban névekszik a leggyorsabban,
e az azzal ellentétes irdnyban csokken a leggyorsabban,
e az arra merdleges két irdnyban valtozik a leglassabban,

e a gradiensvektor meré6leges a ponton athaladoé szintvonalra.

62



Az egyvaltozos fliggvények esetén a pontbeli derivalt segitségével fel tudtuk irni a pontbeli érintd
egyenletét. Kétvaltozos fliggvény esetén a fiiggvénynek érintésikja van, amelynek egyenlete a
parcialis derivaltak segitségével felirhato:

5.2.8 allitas: Legyen f egy kétvaltozos fiiggvény, P(a,b) pedig egy olyan pont, ahol a parciélis
derivaltak léteznek és folytonosak. Ekkor az f fiiggvényhez az (a,b, f(a,b)) pontban illeszthetd
érint6sik egyenlete:

z=0,f(a,b)(x —a)+ 0, f(a,b)(y — b) + f(a,b).
5.2.9 feladat: Legyen f(x,y) =In+/2? +y2, P(3,4) és v(—1,2).
a) Hatéarozzuk meg az f fiiggvény parcialis derivaltfiiggvényeit!
b) Szamoljuk ki a P-beli gradiensvektort, és a v iranya irAnymenti derivaltat!
c) Irjuk fel a P-beli érintdsik egyenletét!

MEGOLDAS:
a) Vegyiik észre, hogy a fiiggvény a két valtozdjaban szimmetrikus, egy olyan sszetett fiiggvény,
ahol a bels6 fiiggvény is Osszetett. Ennek alapjan:

P B 1 2x B T

xf(ff,y)—\/m'z x2+y2_5132+y2’
1 2y Y

Oy f(z,y) =

VRt 222 2ty

b) A gradiensvektor meghatarozaséahoz, be kell irni a P pont koordinatait a parcialis derival-
takba:

grads(3,0) = (0:13.0).0,1,0) = (3.3 )

az irAnymenti derivalt pedig ennek a vektornak a v iranyt egységvektorral vett skaléris szorzata:

¢) Az érintésik egyenletéhez (a parcidlis derivaltak ismeretében) pedig mar csak a pontbeli
fiiggvényérték kell: f(3,4) = Inb5. Az érintGsik egyenlete tehat:

z=0,f(a,b)(x —a) + 0y f(a,b)(y —b) + f(a,b) = %(w—?)) —i—%(y—i’)) +1In5.

Ezzel a feladat megoldasat befejeztiik. )
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A differencidlszamitas utols6 témakore a kétvaltozos fliggvények lokalis szélsGértékeinek a ke-
resése. Preciz definicié nélkiil is el tudjuk képzelni, hogy mit jelent a lokélis szélsGértékhely.
Ha a fiiggvények grafikonjara gy tekintiink, mint egy domborzati térkép, akkor a ,yolgy’-ek
legalacsonyabb, illetve a ,hegycstics™ok legmagasabb pontjait nevezziik lokalis szélsGértékek-
nek. Ahhoz, hogy ismertetni tudjuk az eljarast, amely segitségével - ,szép” fiiggvények esetén -
ezeket a lokalis szélsGértékeket meg tudjuk talalni, definidlnunk kell a magasabb rendd parcialis
derivaltakat.

Bar nem neveztiik nevén, de az eddig szamolt parcialis derivaltakat elsGrendid parcialis deri-
valtaknak nevezziik, hiszen a kiszamitasukhoz egy alkalommal kell derivéalni (valamely valtozo
szerint). Az els6rendii parcialis derivaltak szaima megegyezik a fiiggvény valtozoinak a szaméaval,
és teljesen analég moédon miikédik hdrom, négy vagy még tobb valtozos fiiggvények esetén.

Mi azonban maradjunk a kétvaltozos esetnél. Itt két els6rendii parcialis derivalt 1étezik, amelyek
szintén kétvaltozos fiiggvények. Ekkor magéitol adodik az otlet, hogy ezeket a kétvaltozos
fiiggvényeket is derivalhatjuk parcialisan. Igy kapjuk a masodrendti parcialis derivaltakat.
A masodrendi parcialis derivaltak szdma két valtozo esetén négy lesz, hiszen mindkét elsGrend
derivaltnak két parcialis derivaltja van. Mint azonban a kovetkezd feladaton is latni fogjuk a
négybdl két masodrendi derivalt mindig azonos lesz.

5.2.10 feladat: Hatérozzuk meg az f(x,y) = sin(2?y) fiiggvény masodrendd parcialis deri-
valtjait!

MEGOLDAS: Az els6rendii parcialis derivaltak meghatarozasahoz vegyiik észre, hogy ez mindkét
valtozo szerint egyetlen sima Osszetett fliggvény:

Op f (2, y) = cos(z?y) - 250%
Oy f(x,y) = cos(z?y) - x

A mésodrendd parcialis derivaltak kiszamitasahoz elGszor derivaljuk parcidlisan az = szerinti
derivaltat. 0, f(x,y) mindkét valtozo szerint egy szorzat, amelynek egyik tényezGje egy dsszetett
fliggvény:

0.0, f (x,y) = —sin(x%y) - 2y - 2xy + cos(a?y) - 2y = —da?y®sin(x?y) + 2y cos(z?y)
0,0 f (z,y) = —sin(a?y) - 2% - 2xy + cos(z?y) - 2 = =223y sin(x?y) + 2x cos(z?y).

Az y szerinti parcialis derivalt pedig x szerint nézve egy szorzat, y szerint nézve pedig csak egy
Osszetett fiiggvény. Ennek alapjan:

0.0, f (z,y) = —sin(a?y) - 2zy - 2? + cos(2?y) - 20 = =223y sin(a?y) + 22 cos(z%y).
2

0,0, f (z,y) = —sin(x?y) - 2% - 2* = —x sin(x?y).

Ezzel a mésodrendd parcidlis derivaltakat meghataroztuk. )

Az €l6z6 feladatban az jott ki, hogy 0,0, f(x,y) = 0.0, f(z,y), vagyis ha elGszor derivalunk z
szerint és aztan y szerint, vagy forditva, akkor az eredmény ugyanaz. Ez nem véletlen tortént
igy, hanem a derivalasok sorrendje altalaban is felcserélhets:

5.2.11 tétel: Ha f(z,y) kétszer differencidlhato (a,b)-ben, akkor 0,0, f(z,y) = 0,0, f(x,y).
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A szekcié végén egy konkrét példan ismertetjiik, hogyan tudjuk egy kétvaltozos fliggvény szél-
sGértékeit megkeresni.

5.2.12 feladat: Hatarozzuk meg, hogy hol és milyen szélsGértéke van az f(x,y) = 322 — 30z —
6xy + v — 15y + 11 kétvaltozos fiiggvénynek!

MEGOLDAS: Koénnyen meggondolhatjuk, hogy az a tény, hogy a f-nek egy (a, b) pontban lokalis
szélsGértéke van, maga utan vonja azt is, hogy a megfelel§ rétegvonalaknak x = a-ban és y = b-
ben szélsGértéke legyen. Egyvaltozos esetben pedig a szélsGérték sziikséges feltétele a derivalt
nulla volta. Ezt az észrevételt egy fogalom bevezetése utan egy tételben fogalmazhatjuk meg:

5.2.13 definici6: (stacionarius pont) Az f fliiggvény értelmezési tartomanyanak azon pont-
jait, ahol mindkét parcialis derivalt nulla az f fiiggvény stacionarius pontjainak nevezziik.

5.2.14 tétel: Ha az f(z,y) fiiggvénynek az (a,b) pontban lokalis szélsGértéke van, és ott mind-
két valtozo szerint parcidlisan derivalhato, akkor:

0. f(a,b) = 0,f(a,b) =0.

A fenti gondolatmenet azt mondja, hogy kétvaltozos fiiggvény szélsGértéke csak stacionarius
pontban lehet.

Els6 1épésben hatarozzuk meg f els6rendd parcialis derivéltjait:

Opf(z,y) = 62 — 30 — 6y,
Oy f(x,y) = —6x + 3y* — 15.

Masodik 1épésben hatarozzuk meg a stacionarius pontokat, vagyis oldjuk meg az

Oy f(x,y) = —6x + 3y* — 15 =0,

egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl kifejezve z-et beirva a méasodik egyenletbe y-ra egy
méasodfoku egyenletet kapunk:

r=y+5= —6y—30+3y>*—15=0= ¢y* — 2y —15=0.

Az egyenletet megoldva, y; = 5, yo = —3. Ez azt jelenti, hogy a fiiggvénynek két stacionarius
pontja van: a P;(10,5) és a P, = (2,—3).

Az eljaras tovabbi részét bizonyitas nélkiil ismertetjik. Harmadik lépésben meghatarozzuk
a masodrendi parcidlis derivaltakat:

axaxf<x>y) = 67
ayaxf(x7 y) _67
axayf<x7y) = —0,

Az eljaras befejezéséhez még egy fogalommal és tétellel kell megismerkedniink:
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5.2.15 definici6: (Hesse-matrix) Egy kétvaltozos fliggvény Hesse-matrixanak a kovetkezd
2 X 2-es méatrixot nevezziik:

Hw,y) = ( 0,0, f(z,y) 0,0, f(x.y) )

Negyedik 1épésben felirjuk a fiiggvény Hesse-matrixat, és annak determinansat:

_ axaxf(xv y) ayaxf(xa y) . 6 —6
Hw,y) = ( 0.0, f(x,y) 0,0, f(z,y) ) N ( —6 6y >’
D(x,y) = 36y — 36.

Ahhoz pedig, hogy az 6t6dik lépésben donteni tudjunk, hogy melyik stacionarius lokélis
széls6érték (és ha az, akkor minimum vagy maximum) a kovetkez§ tételt alkalmazzuk:

5.2.16 tétel: Legyen f(z,y) egy kétvaltozos fiiggvény, P(a,b) pedig egy stacionarius pont.
Ekkor:

e Ha D(a,b) < 0 akkor P nem lokalis szélsGérték, hanem nyeregpont.
e Ha D(a,b) > 0 akkor P lokalis szélsGérték:

— Ha 0,0, f(a,b) > 0 akkor lokalis minimum,
— Ha 0,0, f(a,b) < 0 akkor lokalis maximum.

5.2.17 megjegyzés: Abban az esetben, ha D(a,b) = 0, vagy D(a,b) > 0 de 0,0, f(a,b) =0 a
tétel nem mond semmit a stacionarius pont fajtajarol. Ilyen esettel azonban nem foglalkozunk.

A tételt alkalmazva pedig mar konnyedén eldonthetjiik a stacionarius pontok tipusat:

D(10,5) =144 > 0, 0,0, f(10,5) = 6 = P, lokalis minimum.
D(2,-3) = —144 < 0 = P, nyeregpont.

Ezzel a vizsgélatot befejeztiik. )
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5.3. Integralszamitas

Egyvaltozos fiiggvények esetében részletesen targyaltuk az integralszamitast, a tovabbiakban a
hatarozott integral tobbvaltozos fiiggvények estére vonatkozo altalanositasat ismertetjiik. Egy-
valtozos esetben a hatéarozott integral a fiiggvény alatti teriilet volt egy [a,b] intervallumon.
Ehhez bevezetjiik az intervallum kétdimenzids megfelelGjét, a téglalap fogalmat:

5.3.1 definicid: (téglalap) Legyen [a,b] és [c, d] két intervallum. Az [a,b] X [c, d] téglalapon
a kovetkez6 halmazt értjiik:

[a,b] x [c,d] = {(x,y) € R*la <z < b,c <y <d}.
A téglalap tehat a koordinatatengelyekkel parhuzamos téglalapot jelent.

Ha megvan a téglalap fogalma, akkor definialni tudjuk egy fliggvény téglalapon vett kétszeres
integraljat. Az egyszeriiség kedvéért mindig folytonos fiiggvényekrdl fogunk targyalni.

5.3.2 definici6: (kétszeres integral) Legyen f folytonos fiiggvény az [a, b] x [c, d] téglalapon.
Kétszeres integralnak az:

/b /df(a:,y)d:c dy és az f (jf(fﬂay)dy) dr.

tipusi integralokat nevezziik.

A zarojelen beliili integralt belss, a zardjelen kiviilit pedig kiils6 integralnak hivjuk. A kétszeres
integralok kiszamolasa sordn mindig a belsé integralt hatarozzuk meg el6bb. A dx illetve dy
szimbolum mutatja, hogy melyik valtozoé szerint kell elGszor integralnunk. Ekkor a belsé integral
mindig a masodik valtozonak a fiiggvénye lesz, és ezt kell a kiils6 integralban kiszdmolnunk.
Nézziik egy példat kétszeres integralra:

1 /1
5.3.3 feladat: Hatarozzuk meg az / /12x2y + 6xy*dx | dy kétszeres integralt!

~1 \0
MEGOLDAS: A bels§ integral kiszamitasaval kezdjiik a szamolast. Ha x szerint integralunk,
akkor akarcsak a parcidlis derivalasnal, az y-ra gy kell tekinteniink mint egy konstansra:
1
/ 1222y + 6zy® do = [42%y + 32%y%)} = 4y + 3y>.
0

Arra kell vigyaznunk, hogy a Newton-Leibniz szabaly alkalmazasa sordn abba a véltozoba
helyettesitsiik be az integralok hatérait, amelyik valtozo szerint az integralast végeztiik. Igy
lesz a bels§ integral a méasik valtozo fiiggvénye, hiszen mint lathato, a kifejezésbdl el is tlint az
x. Ekkor a kett&s integral:

1 /1 1

/ /12:523/ + 6zyde | dy = /4y + 3y dy = 21 + 7)1, =2,
-1 \0 -1
vagyis a kettds integral egy szam, értéke 2. s
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Szamoljuk ki az f fliggvényhez és az [a, b] X [c, d] téglalaphoz tartozd masik kettGsintegralt is.
Ekkor a belsG integral y szerinti:

1 /1 1 1
/ /12x2y +6xy?dy | do = /[6x2y2 + 2297 do = /4m dz = [2x2](1) = 2.
0 \o1 0 0

vagyis a fiiggvényhez tartozd masik kettds integral értéke is 2. Ez nem véletlen, bizonyitas
nélkiil kimondjuk a kovetkezé tételt:

5.3.4 tétel: Legyen f egy olyan kétvaltozos fliggvény amely az [a,b] x [c,d] téglalapon értel-
mezett, mindkét valtozo szerint parcidlisan differencidlhato, és a parcialis derivatak folytonosak
az egész téglalapon. Ekkor a két kétszeres integrél értéke egyenld.

A tovabbiakban ezt tgy fogjuk hasznalni, hogy az integralok felcserélhet&ek, mert minden
altalunk hasznalt fiiggvény és téglalap olyan lesz, hogy megfelel a tétel feltételeinek. Mivel nem
okoz zavart a szamolasban, igy a zardjeleket sem hasznaljuk mér a tovabbiakban.

Az eddigiekben a hatérozott integralt téglalapon vizsgaltuk. Van még egy olyan tartoméany,
ahol konnyedén tudunk kétszeres integralokat definidlni. Ez a tartomany a normaltartomany:

5.3.5 definici6: (normaltartomany) Legyen [a, b] intervallum, és tegyiik fel, hogy a ¢ és a
Y fiiggvényekre teljesiil, hogy minden x € [a, b] esetén ¢(x) < 1(z). Ekkor az

N: ={(z,y) €R*|a <z <b,p(z) <y < ¥(2)}
halmazt norméltartoméanynak nevezziik.

Normaéltartomanyon is egyszertien tudjuk definidlni a kétszeres integralt, ami a kdvetkezGképpen
néz ki:
b b(z)
/ / f(z,y)dydz.
a ()

Ebben az esetben azonban fontos az integrélok sorrendje. Az x az a viltozo, amely szabadon
mozog egy [a, b] intervallumban, mig y pedig olyan, hogy a hatarok z fiiggvényei. Igy a kiils6
integralnak kell z szerintinek lennie, a belsének pedig az y szerintinek. Ekkor ha a belsd
fliggvény integraljanal beirjuk a hatarokat, tovabbra is z fiiggvényét kapjuk, amelyet z szerint
kiintegralva szamot kapunk. Lassunk példat egy normaltartomanyon vett integralra is.

5.3.6 feladat: Legyen N, = {(z,y) € R*|0 < x < 1,2 < y < /7}, hatarozzunk meg ezen a
halmazon az f(x,y) = 2zy fliggvény kétszeres integraljat!

MEGOLDAS: A korabbiak szerint a keresett integréal a kdvetkez6:

1 Vz 1 1 1
// zyd d:v/x Ve g —/:B2 22 de = v = L [
) T — _ — | = =
0 x

0 0
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Legyen H a sik egy ,szép” részhalmaza, — nem részletezve, hogy ez pontosan mit is jelent — f
pedig egy folytonos fiiggvény a H halmazon. Ekkor az egyvaltozos fliggvényekhez hasonldéan de-
finidlhatok a H felbontasaihoz tartozo kozelits 6sszegek, amelyek limeszét f kettGsintegraljanak
nevezziik a H halmazon és a kovetkezGképpen jeloljiik:

//ﬂ%w¢4

Mi csak olyan H halmazokkal foglalkozunk, amelyek vagy téglalapok, vagy normaltartoma-
nyok, és ezekben az esetekben a kettdsintegral a kordbban ismertetett kétszeres integralokkal
szamolhato ki:

5.3.7 tétel: Legyen f folytonos a T' = [a,b] X [c, d] téglalapon. Ekkor:

//f<x,y>dA:/d/bf@,y)dxdyz/b/dﬂx,y)dydm.

5.3.8 tétel: Ha pedig f folytonos az [a, b] intervallum, valamint a p(z) illetve ¢ (x) fliggvények
altal hatarolt N norméltartomanyon. Ekkor:

[ swmaa- /b 7)f<x,y> dy d.
N a pi)

Ennek megfelelGen kétvaltozos fiiggvények esetén a kettGs és a kétszeres integral kifejezéseket
ugyanarra hasznaljuk a tovabbiakban.

Egyvaltozos fiiggvények esetén a hatarozott integrél szemléletes jelentése a gorbe alatti teriilet
volt. Ennek altalanositasa igaz a kétvaltozos fiiggvények esetére is:

5.3.9 definicié: Legyen f folytonos a H C R? halmazon, és legyen f olyan, hogy f(x,y) >0
minden (z,y) € H esetén. Ekkor az:

{(z,y,2) e R%(z,y) € H,0 < 2 < f(z,y)}

térbeli halmaz egy test. Ez a test nem méas mint az a H alapt hasab, amelyet alulrél az xy sik,
feliilr6l pedig az f fiiggvény grafikonja hatarol. Ennek a testnek a térfogatat a:

Vz//ﬂ%w¢4

Ha a fiiggvényre nem teljesiil az a feltétel, hogy nemnegativ, a kettsintegral akkor is térfogatot
jelent. Ez a térfogat, akarcsak az egyvaltozos esetben a teriilet elGjeles térfogat lesz: az xy
sik alatti térfogat negativ, az xy sik feletti térfogat pedig pozitiv elGjellel szamitodik bele az
integralba.

kettosintegrallal definialjuk.
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5.3.10 feladat: Szamitsuk ki az f(z,y) = fiiggvény kettssintegraljat a 7= [0, 1] x

T
(zy +1)?
[0, 1] halmazon:

MEGOLDAS: Az integrandus folytonos a T' tartomanyon, igy a keresett kettdsintegral kétfé-
leképpen is felirhato, és a korabbi tétel szerint mindkét felirds ugyanazt az értéket adja. Mi
a tovabbiakban mindkét modon kiszamoljuk a keresett integralt, szemléltetve azt, hogy az
eredmény ugyan azonos, az integralas sorrendjének helyes megvalasztasa azonban igen fontos
lehet.

A kettSs integral a kovetkezé kétféle modon irhaté fel kétszeres integralként:

1 1 1 1
X X X
//(a:y+1>2 //(a:y+1>2 ver //(xy+1>2 Ty
T 0 0 0 0

Tekintsiik elGszor az els6 fajta felirast. Atirva az integrandust a belsé fiiggvény éppen f/f
alaku f(y) =xzy + 1, f'(y) = ¢ és a = —2 szereposzassal:

11 1 1
1)~
// 5 dyde = /a; (zy +1)2dydx /{xy+ } dr =
(xy + 1)2 0

0 0 0 0
1 1
/{xy—kl } /1
0 0

Elvégezve a masodik integralast is, a keresett kettGsintegral:

O\H

— 1 — 1 _1_
/fxy —/1 x+1dx—[x In(z+1)];=1—1In2.

Nézziik meg mi a helyzet, akkor ha megcseréljiik az integrélok sorrendjét. Ha a bels§ integral
x szerinti, akkor az f(x,y) fiiggvény egy valodi raciondlis tortfiiggvény, melynek szamlaloja
elséfoki, nevezgje pedig masodfoku (egy elssfoku tag négyzete). Keressiik meg a felbontését:

x A B _ Ary+ A+ B

@12 (ay+1)  @yr1Z (gt 1)

Fontos megérteni, hogy ebben az esetben az y konstansnak szamit, tehat az A és a B egyiittha-
tok és az y-ok ugyanolyan konstans kifejezések, és az x hatvanyok egyiitthatoinak egyenlGségét
kell felirni. A megfelel6 egyenletrendszerek tehat:

Ay =1,
A+ B =0.
amibgl A = i, és B = —é. Ekkor a bels6 integralt meg tudjuk hatérozni, hiszen parcialis

torteket tudunk integrélni:
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1 1

/ T4 1/ 1 Lot [ln(xy—|—1) (zy + 1)1}

- xr = —_ xrT = —
(zy +1)? y) zy+1  (zy+1)? Y
0

Yy ) 0
0

1(1(+1)+—1 In1 1) NI I S
= — n — 1n - = —F -1n R
y? Y y+1 2 Y vy +1) o2

Ezt a kifejezést pedig ki kell integralnunk y szerint. Vegyiik észre elsGsorban, hogy ez az integral
improprius, hiszen a fiiggvény nincsen értelmezve a nullaban! Hatarozzuk meg a hatarozatlan
integralast tagonként. Az els6 integralas parcialis tipust, ahol f'(y) = y%, és g(y) = In(y + 1),
a méasodik raciondlis tortfiiggvény, a harmadik pedig egy sima alapintegral. Nézziik az els§
integralt:

1 1 11 1 1 1
—In(y+1)dy=—In(y+1 —/——-—dy:——lny+1 —i—/———dy:
/zﬂ ( ) Y ( ) y y+1 Y ( ) y oy

1
= —?;ln(y+1)—l—lny—ln(y+1)~l—0,

ahol a masodik integraldsnal szintén a szokasos parcialis tortekre bontéas tortént meg. A kozépsd
tagot is felbonthatjuk tortek Osszegére:

1 1 1 1

viy+1) v oy y+1

amibdl az integral:

1 1
—  dy=——lny+In(y+1)+C,
/yg(y+1) Y ( )

a harmadik tag integralja pedig:

1 1
Y Y

Ezeket Osszeadva észrevehetjiik, hogy rengeteg tag kiesik, és a keresett primitiv fiiggvény:

1 1 1 1
— -In(y+1)+ ——=—dy=—In(y+1)+C.
/y2 w+1) yly+1) v Y (

Ha megvan a primitiv fliggvény, akkor az improprius integral:

- 1 - . In(u+1)
P+ =P g F)=—i2 lip ===

11
/—2-ln(y+1)+
Y

e
—In2+ lim “T“:1—1n2,

u—0+

a L’Hospital szabaly alkalmazéasaval. Aggodalomra tehat semmi ok, a masik fajta kettds integral
is kiszamolhato, és ugyanazt az eredményt adta, csak egy kicsit faradtsagosabb. s
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5.3.11 feladat: Szamitsuk ki az f(z,y) = 2? — y fiiggvény kettdsintegraljat a ¢(z) = 3x — 22

és a p(x) = x fiiggvények grafikonja altal hatarolt korlatos N tartomany felett!

MEGOLDAS: Ha felrajzoljuk a két fliggvényt, akkor lathatjuk, hogy a kozrezért teriilet egy
normaltartomany, melynek z irdnyt hatérai a ¢ (z) = ¢(z) megoldasai, y irAnyt hatarai pedig
@(x) és (). Ekkor a keresett kettGsintegral a kovetkezGképpen irhato fel kétszeres integralkent:

2 3r—a?
4/f(x,y)dA:0/ / 2 — ydyda.

Innentdl kezdve, mivel az f(x,y) egy kétvaltozos polinom, nem okozhat gondot a kettGsintegral
meghatarozasa:

2 3z—a? 2 — 2 5 o5 )
//x2—ydyda::/x2y—y— /x23x—x M—x?’—i-x—dx:
2 2 2
0 =z 0 0

e )

., 104 3 15

4,17 96 80 32 4
=T
100 "4 3

2
3 3 5
:/—§x4+5x3—4x2dx: {——x + -zt —
0

Végezetiil mutatunk egy alkalmazast a kettesintegralok témakorében:

5.3.12 tétel: Legyen H egy egyszeri sikidom. Ekkor az:

é/m

Ezt a tételt egyszerli meggondolni, hiszen a kettdsintegral geometriai jelentése miatt ez éppen
a H alapu, egységnyi magassigi hasab térfogata, ami igy a H halmaz teriiletével egyenld.
Kettdsintegral segitségével azonban nem csak a halmaz teriilete, hanem a silypontjanak a
koordinatai is meghatarozhatok:

kettosintegral a H sikidom teriiletét adja.

5.3.13 tétel: Jelolje a H halmaz silypontjat (M,, M,). Ekkor:

[fzdA [/ ydA
Mx: H H

fraas M= frraa

Mivel az integralas tulajdonképpen egyfajta végtelen Osszegzést jelent, igy a tétel szemléletes
tartalma az, hogy a stulypont x koordinatajat agy kapjuk, hogy Osszegezziik, hogy a sikidom
mennyi x koordindtat ,tartalmaz”, majd ezt leosztjuk azzal, hogy mekkora a teriilete. Az y
koordinata esetén ugyanezt tessziik. Végezetiil nézziink erre is egy példat:
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5.3.14 feladat: Szamitsuk ki az f(z) = 2% — 1 és a g(x) = v + 1 gorbék &ltal hatéarolt véges
teriiletd H sikidom sulypontjanak koordinatait!

MEGOLDAS: ElGszor is rajzoljuk fel a keresett H stkidomot, hogy fel tudjuk irni a megfeleld
kétszeres integralokat:

Lathato, hogy a H sikidom egy norméaltartomény, melynél az = valtoz6 hatarai a két fiiggvény
két metszéspontja, az y valtozo hatarai pedig f(z) és g(z). A metszéspontok koordinatai az
f(z) = g(x) egyenlet gyokei, vagyis —1 és 2. Ekkor:

H={(z,y) eR?-1<z<222-1<y<z+1}

Ekkor pedig mar fel tudjuk irni a kettds integralokat szamunkra kényelmes kétszeres integralok
forméajaban:

2 a+l 2 2
22 23]? 9
//1dA //1dydac—/[ ]’”Hldx:/Z—i—x—dex: 20+ —— —| ==,
2 3], 2
—1z2-1 -1 -1
P 2 ‘ P 9
//di //xdydxz/[my]x“ dx—/2x+x2—x3dx: e M — = -,
3 4], 4
—1x2-1 -1 -1
P / y> o 2 322 24 R B 27
//y //yyx/[lex/x+2 5 {2+2 1011 10’
-1 221 -1 -1

amibdl a silypont koordinatéi:

M, =

N[O O
I
| =
=
I
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