1. feladatsor
(1) Hatarozza meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat:

/f )dx = éarctg (2> +C (b) /f(x) dr = éarctg(?)x) +C

/f _ —arctg (451 > /f 2 arc‘ﬁg\(/%Zm) L
/f = —arctg ( ) /f = garctg ( ;3) +C
/f )dzx = arcsin(z — 1) + C / )dx = %arcsin(?)x -H+C

(i /f r)dr = %arcsm(%c +3)+C (j) /f(x) dr = %arcsin(Sx -2)+C

(2) Milyen tipustu raciondlis tortek Osszegére bontand az alabbbi torteket:

A B A B
(a) —+ (b) —
x  x+4 z  9r+1
(c)é+5+ C (d)A Ba:+C+ Dz +E
r a2 x-—1 r  bhr2+3  (hx?+3)?
(e)A+ B n C +Dx+E
r -1 (z—12 22+1
(f) A N B n C +D:c+E+ Fr+ G n Hx+1 n J
(x—=1) (z—=1)2 (z—1)2 22247 (222+7)2 (2224732 x+2
(3) Bontsa fel az aldbbi raciondlis torteket elemi tortek Gsszegére:
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h) f(z) = - -
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(4) Hatarozza meg az aldbbi integrélokat:

(a) %m(g; ) - %ln@—{— 3)+C (b) %(—m Fn(z—1) + I+ 1) + C
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(5) Ha
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arozza meg az alabbi integralokat!
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(6) Hatarozza meg az aldbbi improprius integralokat!
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(7) Hatarozza meg az aldbbi improprius integrélokat!
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IV. feladatsor
(1) Hatarozza meg az alabbi kétvaltozds fiiggvények Gsszes lehetséges elsérendii parcidlis derivéaltfiiggvényét!

(a) f(z,y)=2> (b) flz,y) =y () flz,y) =2"+y’
(d) f(z, >=x2y4 () fla,y)=e @ (1) flay) = "2

ey

Megoldas (a) O f(z,y) =2z, Oof (x,y) = 0.
(b) 1 f(x y)=0 () = By

(c) ( y) =2z (9zf(x y) = 3y*.

(d) (,y)=2 431f( y) = 4y’

(e) ( y)=e"

2 , gy alf( Y) —;_y;e_‘”zy(—22x), 82f(x2, Y) :26_126_y2(—2y).
e —e —

() Of(a.y) =22 Daf(w,y) = a? (% =’ %)
(2) Hatdrozzamega Oy f, Oof, Osf, 02 f, O3 f, 010 f, 010205 f, D30,0, f fliggvényeket az aldbbi fliggvények

esetén:

(a) f(z,y,2) =5z,

(b) flz,y,2) =x+y+2z,

(c) f(z,y,2z) = ze* V.

Megoldas. (a) 0Oif(z,y) = 0, Oof(z,y) = 0, d3f(x,y) = 5. Ebbdl adddik, hogy minden
magasabb rendi parcialis derivaltfiiggvény 0.

(b) O f(x,y) =1, Oof (z,y) = 1, O3f(x,y) = 1. Ebbdl adédik, hogy minden magasabb rendii
parcialis derivaltfiggvény 0.

(c) Oif(x,y) = ze" Y, Oof(x,y) = —ze* Y, O3f(x,y) = " Y. A mésodrendli derivaltak:
Rf(x,y) = 0101 f(x,y) = 2e"Y, Daf(x,y) = Os0af(x,y) = 2e"7Y, 010sf(x,y) = €Y. A har-
madrendi derivaltak: 010205 f(x,y) = —e™ Y, 030,01 f(z,y) = —e" V.

(3) Mutassa meg, hogy ha u(z,y) = In(z? + y?), illetve u(z,y) = arctg?, akkor

Au = Otu(x, y) + dzu(z,y) = 0.

Megoldas. (a)
2 _ 2

2 2, 2 y-—x 2 2, 2 v =y
Of(In (z° +y ))zZm, 0y (In (z +y)):2(x2+y2)2’

az Osszegiik valéban nulla.

(b) 2 2
2 X . .Ty 2 X . I’y
o <a“tg§> ST @i 2 (a“tg&) @

az Osszeg itt is nulla.
(4) Keresse meg az aldbbi f : R? — R fliggvények lokdlis szélséértékeit!

()f(l’y)—x +y* — 3xy;
= (@ + Dy +);

(e
(f) fz,y) =a® —2zy +y*.
Megoldas. (a) A parcialis derivaltak: 9 f(z,y) = 322 =3y =0, O2f (z,y) = 3y* — 3z = 0. Az
elsé egyenletbdl y = 22, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve

O=a2'—2=2("-1) <= 2=0vagyr=1.
Vagyis az f'(z,y) = 0 egyenletet kielégité pontok: (z,y) = (0,0), illetve (1,1).

" _ (6xz =3 " (0 =3 " (6 =3
ren=(% o) =reo=(9 7). ran=(5 ).
Itt det f7(0,0) = —9 < 0, azaz f”(0,0) indefinit, vagyis (0,0) nem szélséértékhely; az f”(1,1)
(1,1

matrix viszont pozitiv definit, vagyis (1, 1) szigoru lokdlis minimum.



(b) A parciélis derivaltak: o f(z,y) = 2z(y + i) =0, dof(z,y) = (2> +1)(1 — y_lz) =0. A
fenti egyenletrendszer megoldésai: x = 0,y = +1, azaz az f'(z,y) = 0 egyenletet kielégité pontok:
(z,y) = (0,1) illetve (0,—1).

, 2<y+§> 295(1_?%) , 40 , —4 0
[z, y) = ! :>f(0,1):(0 2), f(O,—l):(O _2).

1

Itt det f7(0,1) =8 > 0 és4 > 0, azaz f”(0, 1) pozitiv definit, vagyis (0, 1) szigori lokalis minimum;
det f"(0,—1) = =8 < 0, azaz f”(0, —1) indefinit, vagyis (1, 1) nem szélséértékhely.
(c) A parcidlis derivaltak: 01 f(z,y) = 42® — 4y = 0, Oof (x,y) = 4y® — 4z = 0. Az els§
egyenletbdl y = 23, ezt a mésodik egyenletbe helyettesitve
0=42" —dr =42(2® - 1) <= =0, v =1vagy v = —1.

Tehét az f'(x,y) = 0 egyenlet megoldésai: (x,y) = (0,0), (1,1) illetve (—1, —1). Mivel

1 . 1222 —4
f (Iay) - ( —4 12y2> )

., 0 —4 . 12 —4 ., 12 —4
roo=(° ) ran=(5 3. reu-n=(1 ).
Itt det f”(0,0) = —16 < 0, azaz f”(0,0) indefinit, vagyis (0,0) nem szélséértékhely; det f”(1,1) =
128 > 0 és 12 > 0, azaz f”(1,1) pozitiv definit, vagyis (1,1) szigori lokalis minimum; f”(1,1) =
f"(=1,-1), igy a (—1,—1) pontban is szigori lokalis minimum van.
(d) A parcidlis derivéltak: 0, f(z,y) = 42° — 22 = 0 Oof (v,y) = 4y> — 4y = 0. A fenti
egyenleteket atalakitva

ezért

1
2020 — 1) =0=2=0, 1= —=vagy r = ———

V2 V2’

4y(y2—1):0:>y20, y=1vagy y=—1.

Tehat az egyenletrendszer megoldasai:

=000, (f50). (). () (59 () ()

A masodik derivalt

y (1222 =2 0

amibdl kovetkezik, hogy

17(0,0) = <_02 _04> negativ definit,

f7(0,1) = (0, -1) = (_02 g) indefinit,

7 1 N 1 . 4 0 n i
f (—\/E,O)f ( —ﬁ,())(o _4> definit,

(L Y L Y = f L _ (0 zitiv ni
f (ﬂ’l)_f (\/5, 1>—f ( \/§,1> f < 7 1> (0 8) pozitiv definit

Tehat a fiiggvénynek a (0,0) pontban szigori lokdlis maximuma van, az (\%, 1), (\/Lﬁ, —1), ( —
\%, 1), ( — \/Li’ —1) pontokban szigori lokalis minimuma van, a maradék pontokban pedig nincs

széls6értéke.



(e) A parcidlis derivaltak:
1

1
o f(z,y) =81 -2r=0= =0, v =g vagy r=—g

Df(x,y) =4y’ —4y=0=y=0, y=1vagy y = —1.

Tehat az egyenletrendszer megoldasai:

(2,) = (0,0, (0,1), (0,—1), (%o) <%1> (%,—1), (—%,0), (—%,1), (-%,-1).

Mivel
" _[242% -2 0
f (%,y) - ( 0 123/2 _ 4)

ebbdl kovetkezden

1"(0,0) = (_02 _04) negativ definit,

f7(0,1) = f"(0,-1) = (_02 g) indefinit,

(LN o L\ (4 0 . .
f (§,O> =f (—§,O> = (0 _4> indefinit,
7 1 Y 1_ Y _1 Y _1 B o 4 0 L, .
f (2;1 =f 5’ 1)=f 2,1 =f 5 1) = 0 8 pozitiv definit

Tehdt a fliggvénynek a (0,0) pontban szigort lokdlis maximuma van, az (3,1), (3,-1), (-
£,1), (= 4,—1) pontokban szigori lokélis minimuma van, a maradék pontokban pedig nincs
szélstértéke.

(f) A parcidlis derivéltak: 0y f(z,y) = 2x—2y = 0 0o f (z,y) = 2y—22 = 0. Az egyenletrendszer
megoldédsa: © = y, vagyis az f'(x,y) = 0 egyenletnek az (xg, zo) tipusi pontok tesznek eleget. A
masodik derivalt:

f'(a.y) = (_22 _22) = /" (x0, %0).

Azonban itt det f”(xg,x9) = 0, azaz a matrix most csak szemidefinit, {gy nem alkalmazhaté az
eddigi médszer. Azonban tetszbleges (g, xy) pontra

flzo,20) =0 < (x —y)* = flz,y),

vagyis az (xg, zg) pont lokélis (s6t globalis) minimum (de nem szigort minimum).

(5) Szamitsa ki az alabbi tébbdimenzids integralokat!

2
(a) / [ dedy, abol D= [1,2)x 0,1
D

(b) / siny dz dy, ahol D =0, 1] x [—1,1];

S

(¢) | (Vz+y)?dxdy, ahol D=10,1] x [0,1];

D

(d) / coszcosycosz dr dy dz, ahol D = [0,7/2] x [0,7/2] x [0,7/2];
D

(e) | cos(x+ z)dx dy dz, ahol D =[0,7/2] x [0,7/2] x [0,7/2].
Megoldés. (a)

2 1 1 2 1 1 372 7 1 d 7 7
x dx dy:/ / 2% dx dy:/ N dy = _/ y _ —[arctgy]é = —W.
1492 o 1+v? /)4 o 1+9% 3], 3o 1+vy*> 3 12
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(b)

1 pl 1 1 1
/ / siny dz dy:/ siny/ 1 dz dy:/ siny-1dy =0,
-1Jo -1 0 -1

mert 0 kozepl intervallumon paratlan fliggvény integralja zérus.

(¢)
/01/01(\/5+y)2 dydx:/ol {(ﬁ;y)?’]; dx:/olé((\/iﬂ)?’_(\/z)?’) dz

(d)

w/2 pm/2  pm/2 /2 w/2 /2 w/2 3
/ / / cosx cosycos z dr dy dz:/ cosz/ cosy/ cosx dr dy dz = / cosrdr | =1
0 0 0 0 0 0 0

(e)

w/2 pm/2
/cos(az‘—i-y)d:z:dydz—/ / / cos(x + y) dxdydz—/ / sm:c—l—z} /2 dy dz
D

T [7/? Lo/ . T /2 T T
= —/ (sm (— + z) — sin z) dz = — [— CcoS (— + z) + cos z] = —( —cos m+cos —+cos ——CoS 0) 0.
2 /o 2 2 2 2 2

2=0

(6) Szdmitsa ki [ f értékét, ha
(a) flz,y) =1, Ny:={(z,y) eR?: z€[0,1], 0<y<1-2a’}
(b) f(x,y) =ay®, No:={(z,9) eR*: 0<a <1, 2?<y<a}

(¢) flz,y) = \/_ Ny ={(z,y) eR*: we[-1,1], 0<y < (1-2)}.
Megoldas a)

i 2 ! 210 2
A N R
z 0
r 1 5 g1
/ //xy dydx—/ v dx:l/ R Al R
€ 3 1. 3 Jo 315 8 40

T

1 33)2 2 (1*1)2 1 2 2 _(1 _ $)4 1 8
dy dz = 2302 d:/—l— B e — 2 |2 2
/z /1 vy dy de / [39 ] o ,13( ) de =3 4 .73

0

(7) Szémitsa ki az f(z,y) = xy fiiggvény integraljat az y = 2® — 1 és az y = x + 1 gorbék grafikonjai
altal hatarolt tartomanyon.

Megoldas. A megadott parabola és egyenes az © = —1 és x = 2 pontban metszik egymast, ezért
a norméltartomdny most az N, := {(z,y) € R*: z € [-1,2], 2 — 1 <y <z + 1} halmaz lesz.
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