Bodo Beita 1

Tobbvaltozos tiiggvények

1. Abrazoljaaz f(z,y) = 2z — y, D(f) = R? fiiggvény ¢ = —2; —1; 0; 1; 2 magassigokhoz tartozé
szintvonalait!
c=-2, c=-1,c=0, c=2

2. Hatdrozza meg az f(x,y) = In(z — 2y) fiiggvény értelmezési tartomdnyat!
ly < 3]

1

3. Hatérozza meg az f(z,y) = /4 — 22 — y? + " fiiggvény értelmezési tartomanyat!
2% +y? < 4]
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4. Hatdrozza meg az f(z,y) = V22 — y + v/x — y3 fiiggvény értelmezési tartoményat!
ly > 2°]

5. Hatdrozza meg az f(x,y) = /22 + 42 — 9 — In(y — 22 — 1) fiiggvény értelmezési tartomanyat!
[2% +y* > 9;y > 2? + 1; értelmezési tartomdny]

6. Hatdrozza meg az f(z,y) = In(x +y 4+ 1) + /y — 22 + 1 fiiggvény értelmezési tartomanyat!
[y > —x — 1;y > 22 — 1; értelmezési tartomdny]
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7. Hatdrozza meg az f(x,y) = \}n(“—mijj)l fliggvény értelmezési tartomanyét!

[y > —2% — 2; 22 + y? < 16; értelmezési tartomény]

——

8. Hatdrozza meg az f(z,y) = In(z? — 42 + y? + 2y — 4) fiiggvény értelmezési tartoményat!
[(x —2)% + (y + 1)% > 9:kor:kozéppont(2; —1), sugar r = 3]

9. Hatérozza meg az f (a: y) = arccos(x? + y% — 4y — 1) fiiggvény értelmezési tartomanyat!
z2 + 2> 4,22 + (y — 2)? < 6; értelmezési tartomany]

L

10. Hatdrozza meg az f(z,y) = 22 sin(y) fiiggvény parcidlis derivalt fiiggvényeit!

[fw(m,y) = sin(y) - 2z; fy(x,y) = 2. cos(y)}

11. Hatdrozza meg az f(z,y) = 2%y — xy> fiiggvény parcidlis derivalt fiiggvényeit!
folwy) =y 20—y 1 =20y — o fy(2,9) =2 1 — 2y = 2? — 30y
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Hatdrozza meg az f(z,y) = 22e? fiiggvény parcidlis derivalt fiiggvényeit!
{fx(x, y) = e . 2z = 2xe?Y; fy(z,y) = 2 e .2 = 235262‘”}

Hatdrozza meg az f(z,y) = (2zy — y*)? figgvény parcialis derivalt fliggvényeit!
[fo(2,y) = 3(2my —y")* - (2y - 1 - 0) = 6y(2zy — )%
fy(w,y) =3Q2xy —y*)? - (221 — 4y°) = 3(20y — y*)*(2z — 4y°)]

Hatdrozza meg az f(z,y) = \/x%y? + x7 fiiggvény parciélis derivalt fiiggvényeit!

1 9 6 2xy* + Tab
T,y) = —e—— - (y? - 20+ T2%) = T
Feley) = W ) N
1 x
fyla,y) = (% 2y +0) = ———2

NG Vol

Hatdrozza meg az f(x,vy, z) = zy?z + 32° — 2y + 62 fiiggvény parcidlis derivalt fiiggvényeit!
[folz,y,2) =12 - 14+3-527 —0+0 = y2z+15x4;fy(x,y,z) =zz-2y+0—-2-14+0=
2xyz — 2; fo(x,y,2) = 2y? - 1 +0—- 046 -1 = zy* 4 6]

Hatarozza meg az f(x,y) = ¥ fiiggvény parcialis derivalt fliggvényeit!
[fa(a,y) = ya¥ =1, (C2®); fy(a,y) = a¥in(y), (7397))]

Hatdrozza meg az f(x,y) = In(2x? + x7°) fiiggvény parcidlis derivalt fiiggvényeit!

4x + y5
fale:9) = 50 + zy® 2204y 1) 2$i+ zyd’
oY
fy(xvy) 2x2+xy5 ( +x Yy ) 2x2+xy5]
2z — 3y?
Hatdrozza meg az f(x,y) = m fliggvény parcidlis derivalt fiiggvényeit!
L (2.1—=0)- (222 _ —3 4
ol y) = 2:1-0)- @'+ = V2 =3y (v 20 +0)
i (v2y* + 2)?
T 2yt V23
(22y1+2)? ;
— 1 (0=3-29) (224 . — 7 (2 43
y\T,Y) = (x2y4 + 2)2 =
2,4
WL — 20 =3y
(z2y* +2)? ]

Irjafelaz f : R? — R : f(x,y) = 2° — 2y + 2y° fiiggvény érintdjének egyenletét az (1; —1)
pontban!
[fz(z,y) =22 — y; fy(z,y) = —x + 4y;érintSsik egyenlete:3x — by — 2z — 4 = 0]

Irjafel az f : R? — R : f(z,y) = /36 — 22 — 42 fiiggvény érintSjének egyenletét az (2;4)
pontban!
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

o Y
[fe(x,y) = —m; fy(% y) = —\/%_—ﬂ,ermtos& egyenlete:

—sx—y—2+9=0]

Irjafel az f : R2 — R : f(z,y) = 211(1(g + 2?) fiiggvény érint6jének egyenletét az (1;1)
x
pontban! [z+y—z+2In(2) —2=0;2+y—2+2In(%) =0

1 1

Irjafelaz f : R2 = R: f(z,y) = z?—y? fliggvény érintGjének egyenletét az (ﬁ; —2) pontban!

e
fal,y) = —20e7 0% fo (L L) = -2 el = 2 f () = —2ye

‘/5 @y—z%—% = 0; —e—vel

21 —1

7 = —% rintésik egyenlete: —¥=x —

fuldi ) =
SZOrozva: \fa:+\fy+ez—3—0]

Hatdrozzamegaz f : R> — R : f(x,y) = 2zy®—y fiiggvény u(1; 2) irdnyd irdnymenti derivaltjat

a (1; —1) pontban! [fu(l;-1) = _%]
Hatdrozza meg az f : R?> — R : f(x,y) = ze¥ — ye” fiiggvény u(—5;2) irdnyd irdnymenti
derivaltjat a (0; 0) pontban! [fo(z,y) = €Y —ye”; fy(x,y) = ze¥ — e”; fu(—5;2) = _\/LQT)]
Hatdrozza meg az f : R2 — R : f(z,y) = (x + 2y)> fiiggvény u(2;1) irdnyd irdnymenti
derivaltjat a P(1;1) pontban! [fu(1;1) = %]

Hatdrozza meg az f : R?> — R : f(z,y) = xIn(x + y) fiiggvény gradiensét a (3; —2) pontban!
lgrady(3; =2) = v f(3; =2) = (3,3)]

Hatdrozza meg az f : R> — R : f(z,y) = In\/a? + y? fiiggvény gradiensét a (3;4) pont-
ban!  [f(z,y) =In /2% + % = In(2? + y2)2 = (22 + y?); fa(z,y) = = fy(@y) =
x2+y2797”adf(3 4) =v/f(3:4) = (257 2%)]

Hatdrozza meg az f : R> — R : f(z,y) = Ve3 - sin(3y) fiiggvény mdsodrendii parcidlis
derivaltjait!

[fo(.y) = o3 ﬁM%LMgw=3% c0S(3Y); fr(w, y) = F37 - Sin(3y); fuy(2,y) =
3037+ cos(3y); Sy (3, 9) = 3037 - cOS(3y); fy (i, y) = ~9¢3" - sin(3y)]

Hatdrozzamegaz f : R> = R : f(x,y) = xQeny fliggvény mdsodrend( parcidlis derivaltjait!

[fx(xay) 2: 2xexy2 + 9323/26% = (2x + 2? Yy ) ) exyz;fygx7y) = 2x3y : e’”y2;2fm(x,y) = (2 +
2xy2)e“2’ + (22 + afyz) e’y ;fgcy(:v,y)2 = (23321/)63”3 + (22 + 2%y?)e™ 2xy; fyo(a,y) =
622ye™” + 223y3e™ s fyy(z,y) = 223" + 4aty2emV’]

Legyen f : R> — R : f(z,y) = 2%y* + xy> — 8z +y>. Szdmitsa ki fray (2, y) parcidlis derivéltat!
[f:v(xa y) = 33}21/2 + y3 - 8; f:m('ra y) = 6353/2; fzmy(xa y) = 12.7):1/]

Legyen f : R — R : f(z,y,2) = xe¥ +y2> + xyz. Szamitsa ki feay(2,y, 2) parcidlis derivéltat!
[fo(@,y, 2) = 3y2® + xy; fou(@,y, 2) = ¥ fy(@,y,2) = 1]
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

Legyen f : R3 — R: f(x,y,2) = sin(x®+y* —2?). Szémitsaki f,..(x,y, 2) parcidlis derivéltat!
[fe(z,y, 2) = 22 - cos(x? + 3% — 22); fuu(2,y, 2) = 2c0s(2? + y? — 22) — 42? - sin(a? + 2 —
22); fowz(@,y, 2) = dzsin(z? + y? — 2%) + 8%z cos(z? + y* — 22)]

Legyen f : R® — R : f(z,y, 2) = arctg(32°® — 3?) 4+ 2% sin(2?) — 2%922° 4 cos®(2). Szamitsa
Ki f.ye(z,y, z) parcidlis derivaltat!
[f2(2,y, 2) = 22°2 cos(2*) —5aty?2* =8 (cos(2)) "sin(2); foy(,y, 2) = —102tyz"; fopu(2,y, 2) =

— 403y 2]

Hatarozza meg hol és milyen szélsGértéke van az f(x,y) = 222 + 49 + 2zy + 6 kétviltozos
fliggvénynek!

D(f) = R?

fo(z,y) = 4o + 2y; fy(2,y) = 22 + 8y

staciondrius pontok:(0;0)

faa(2,y) = 4; fay(x,y) = 25 fya(z,y) = 2; fry(z,y) = 8

(0; 0)-lokalis minimumhely; f(0;0) = 6]

Hatdrozza meg hol és milyen széls6értéke van az f(z, y) = zy— x> —y? kétviltozos fiiggvénynek!
[D(f) = R?

fx(ﬂj,y) =Y - 3'1"2; fy(xvy) =T — 2y

staciondrius pontok:(0; 0), (%; %)

f$z(x7 y) = —0ux; f:vy(xv 3/) =1 fyz(-% y) =1 fyy(mv y) = -2

(0; 0)- nem széls6érték hely

(%; 1—12)—10k2’11is maximumbhely; f (%; 1—12> =
Hatarozza meg hol és milyen szélsGértéke van az f(z,y) = 23— 3y —1° kétvaltozos fiiggvénynek!
[D(f) = R?

fo(z,y) = 32% = 3y; fy(a,y) = —3z — 3y

staciondrius pontok:(0;0), (—1; 1)

fxx(xa y) = bx; fxy(xa y) = —=3; fyw(‘% y) = -3; fyy('ra y) = —6y

(0;0)- nem sz€1sGérték hely
(—1; 1)-lokalis maximumbhely; f (—1;1) = 1]

Hatédrozza meg hol és milyen szélsGértéke van az f(x,y) = 22 4y%+— Kkétviltozés fiiggvénynek!
Y

[ A fiiggvény értelmezési tartoménya az egész sik, kivéve a koordinatatengelyek pontjait, hiszen a

nevezd miatt sem X, sem y nem lehet nulla.

2
fla,y) =2 +9* + — =a> +y* + 227y
zy

folw,y) =20 — 2o fyl@,y) =2y — o
staciondrius pontok:(—1; —1), (1;1)

(—1; —1)-lokélis minimumbhely;f (—1; —1) = 4
(1;1)-lokalis minimumhely; f (1;1) = 4]
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38. Hatdrozzameg az f (v, y) = wy(x*y®—1) fiiggvény kétszeres integréljata { (v,y) € R?: 1 <z < 3;0 <y < 2}

tartomanyon!
2
( (z3y3 — xy) dy) dx
0
v
2

Megoldas:
2
1 I
] :{ iyt — 2$y2} = 42® — 2z
0

/02 (/13<$3y3 — ay) d:v) dy = /13
3 ' !

/13 (/02 ) —2z)dx = [x4 _ xQE’ — 79
y) =

39. Hatdrozzamegaz f(z,y) = 2xy fiiggvény kettSsintegraljita { (z, y) € R:0<z<liz<y< vV}
tartomédnyon!

Megoldas:

/01 </$ﬁ(23:y) dy> dx

va 2 i
/ (Qxy) dy = [2% . y2‘| = [xyﬂ Ve — g2 _ 23

T

V(e ! 1 1 a0 1
_ 2 .3 _ |t Lol _ 1
/0 </$ (2xy)dy> dm—/o (x° — ) dx [Sx 2% ]0 B

1
40. Hatdrozzamegaz f(x,y) = D fiiggvény kettSsintegraljata {(z,y) € R?: 3 <2 <T7;-2<y < -1}
z+y
tartomédnyon!
Megoldas

7
d ) dx /
/3 </2 $+y4 Y (
7 7
dx—/ x +
/3 1(x+y> , )~ ;
- 1 1 1
S / <-+->d:
/_2 (3 a:+y ) v= 3 (T+y)?® 3 B+ys) Y 1
-1 1 1 1 1 1 1 - 83
7 54+-.(3 dy=|=- — =
/_2 ( 3 Ty "3 Gty) ) v= [6 T+y)? 6 (3+y)2L2 675
41. Hatdrozzameg az f(z,y) = 102 +8xy fiiggvény kettSsintegrljita {(r,y) € R2: 0 <z < 1;—z <y < /7}

tartomédnyon!
Megoldas:

1 VT
/0 </ (10:1:2 + 8xy) dy) dx

Ve 2 2 ?JQ v
/ (102° 4 8zy) dy = |10z* -y + 8z - =

2
1 N3 1 9 4 1
/ </ (102* + 8zy) dy) dx = / (10xg+4x2+6:c3) dx = {70 xt + 3 a3 4 g ot =
0 \J-z 0 0

771 dz) d
( z+y)? :C) Y
7

T 1
=[5 e

1 1

3 (T+y)? 3 3+y)?
1

_|_

=9

= [10x2y + 4a:y2} ve = 103 + 42° 4 623
—XT

—x
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239
42

42. Hatarozzamegaz f(z,y) = ya2+4 fiiggvény kettdsintegraljt a {(z,y) € R:0<z<liz<y<a®+ 2}
tartomanyon!
Megoldas:

/01 </:2+2(y:c2 +4) dy) dx

242 2
/ (y:c2+4)dy:[$2-y2+4'y
X
x

1 z242 1/1 3
/ / (yz?® +4)dy | do = / (2376 + 5374 + 622 — 4o + 8) dx
0 T 0

{1 3 T 203

1’2+2 I2 +2

1 1 3
= [2x2y2 + 4y = §$6+§x4+6x2—4x+8

T

ﬂm7—|— Ea:5 —|—2x3 — 27 + 8x| =

o 35

43. Hatirozza meg az f(z,y) = x> — y fiiggvény kétszeres integraljat az y = 3z — 22 ésy = «
fliggvények éltal kozrezart tartoményon!
Megoldas:

Tartomdny={(z,y) € R*: 0 <z < 2;2 <y < 3z — 22}
2

/02 </x3x—x ($2 ) dy) "

3r—a2 y2 3r—x 1 3r—2 3
/ (2zy) dy = |22 -y — Y = [wa - yz] = —5;134 + 523 — 42
x

) ) oY .
2 3z—az2 2 3 3 5 4 41?
/0 /w (2% —y)dy | dz = /0 <—2$4 + 523 — 4x2) de = {—10:55 + 1x4 - gx?’ . =
4
15

44. Hatarozza meg az f(x,y) = 3zy + 42? fiiggvény kétszeres integraljat azy = 22 — 5ésy = 4
fiiggvények altal kozrezart tartoméanyon!
Megoldas:
Tartomdny={(z,y) € R*: =3 <z < 3;2% =5 <y <4}

/—33 (/;_5(3$y +4a7) d?/) dx

4 y? 4 3 4 3
/ (Bzy+4z?) dy = |32 - = + 422 -y = {:z:y2 + 4x2y} = — g —dat 41523+
25 2 s L2 ey 2
27
3627 — 5T
3 4 3 3 27
/ ( (3zy + 42?) dy) de = / <—x5 — 42 + 1523 + 3622 — a:) dz =
—3 \Jz2_5 -3\ 2 2
1, 4, 15, . 27 2] 1296
—oab g gty 1228 - 2 ===
[ e AP
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1
45. Hatarozza meg az f(z,y) = 1 + 2T~ fliggvény kétszeres integraljat az y = 22 — 4 ésy = 0
fliggvények altal kozrezart tartomanyon!
Megoldas:

Tartomdny={(z,y) € R?: -2 <z < 2;2?> —4 <y <0}

/22 </x(:4(1 + %Cﬂ —y) dy> da

/O (1+1 ) d {Jrl 12}0 Lo L s iont12
—x — = —xy — = =z — —z° —bx x
AR EEE Z L S L I S

2 0 1 2 71 1
/ (/ (1+x—y)dy> dx:/ <x4—x3—5x2+2x+12> dx =
2 \Ja2—4 2 —2\2 2
2

1 1 )
Loaf” - §x4 — gx?’ + 2% + 123:} Lo 27,733
46. Hatdrozza meg az f(z,y) = 4 — y? fiiggvény kétszeres integriljit azy = 2 — 22 és y = 22 — 2

fliggvények éltal kozrezart tartomdnyon!

Megoldas:

Tartomény:{(x,y) ER?: —\V2<zx<V222-2<y<2-— .%‘2}

/\\/Z <[Ej_:2(4 — yQ)dy> dx

2-a? 1 1277 2 32
4—2d:4—3} =28 — 4t + ==
/‘Ef}z( yo)dy {y 7Y “"”2‘& 3¢ —4at+ 3
2 2—z? 2 /9 )

/ / (4 —y?) dy dﬂz:/ <336—4:L’4+3> dx =
,\/5 292 7\/5 3 3

9 V2
{gﬂ — 2’4 x} = 23,2739
-2



