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1. Bevezetés

Mar az éllatvilag egyedei is (s6t bizonyos fokon a novények is) cserélnek
informadciot, igy novelik sajat, fajtarsaik és életkozosségeik egyéb tagjainak
fennmaradasi esélyeit. Az informdaciokozlésnek a riasztastol kezdve a
taplalékszerzésen és szaporoddson keresztiil a csapat (csorda, falka, stb.)
Osszetartozdsanak noveléséig, az Osszetettebb kozosségek szervezéséig
igen sokféle célja van. A kozlés modozata is tobbféle lehet, gondoljunk
csak a méhek bonyolult mozgdséra, vagy a feromonok és egyéb szagje-
lek kibocsétasdra, a vizudlis és hangjelzésekre. Az emberek, ahogy tel-
nek az évek, évszdzadok, egyre Osszetettebb, magasabb szervezettségii
kozosségekben élnek, amelyek jo miikodéséhez egyre tobb informécio-
kozlésre van sziikség. Eleinte, amikor még csak a kisebb kozosség éppen
egylitt lev) tagjai kommunikéltak egymadssal, elegend6 volt a mutogatas
és a kezdetleges beszéd. Amikor a messzebb tart6zkodé torzstagokkal
és a szomszédos torzsekkel is meg kellett értetnitik magukat, dob-, fiist-,
vagy egyéb fény- és hangjeleket hasznéltak. Az iras kifej6édésével mar nem
csak térbeli, de id&beli tavolsadgokat is at tudtak hidalni. Id6vel elkezdték a
hirkozlésre szolgélo rendszereket gépiesiteni, igy azok egyre nagyobb tavol-
sdgra egyre tobb informéciot, tudtak tovabbitani és egyre tobb felhasznalé
igényeit tudtak kielégiteni. J6 ideje mar a tovéabbitott informéaci6 igen nagy
részét is gépek szintetizaljak, gondoljunk csak az automata gyértésorok
vezérlésében felhasznalt adatokra, vagy akdr a minden hénapban legene-
ralt szamlakivonatunkra. Napjainkban az informécidcsere egyre nagyobb
hanyada zajlik gépiesitve, és ahogy a dolgok allnak, ez az ardny egyre néni
fog. Es abban, hogy eddig fejlédhettek a hirkozl6 rendszerek, igen nagy
szerepe volt (van) az informéciéelméletnek.

Az informdcidelméletet C. E. Shannon 1948-ban irt munkdjatol szok-
ték eredeztetni [1]. O maga azt irja, hogy az elmélet alapjait Nyquist
[2], [3] és Hartley [4] tette le, tobb mint htisz évvel kordbban, a gyoke-
rek pedig egészen Boltzmannig nytlnak vissza, aki a XIX. szdzad végén
bevezette az entrépia fogalmat a statisztikus fizikdban. (Hogy mi koze
van a rendezetlenség mértékének, az entrépidnak az informéciéhoz, az
rogton a jegyzet elso fejezetébdl ki fog dertilni.) Az informacidelmélet mara
matematikailag alaposan kidolgozott, sokrétiien felhasznalt tudomanyég-
ga fejlodott, hogy a tudomadnyteriilet egyik elsé magyarorszagi miivel6jét
idézzem: , A hiradastechnikdban ma az informdciéelmélet hasonlé szerepet
tolt be, mint a kémidban a Mengyelejev-féle periédusos rendszer. Mint
ahogy a periédusos rendszer felfedezése el6tt is ismerték az elemeket és
léteztek kémiai médszerek, az els6 hiraddstechnikai berendezések is joval
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megel6zték az informdcidelméletet.” Az informdciéelmélet fejlddése nem

csak lehet&vé tette a mar meglévd hirkodzl6 eszkozok rendszerezését, hanem
egészen 1j modszerek, tdvkozlési dgak kifejlédéséhez vezetett.

A jegyzet a Széchenyi Istvan Egyetem els6éves villamosmérnok BSC
hallgatéinak késziilt, s amellett, hogy az informacié- és kddoldselmélet
alapfogalmait leirja, igyekszik a gyakorlati felhasznalasokra is utalni és a
sziikséges valdszintiségszamitasi és linedris algebrai alapokat is megadni.

A munka az elején a sziikséges absztrakt informaciéelméleti fogalmakat
targyalja. Ezutan konyv két f6 részbdl tevédik Ossze, az els6 az adat-
tomoritésrdl vagy forraskodolasrol sz6l, a masodik a hibajavité kédokrol.
A kettd kozott rovid fejezet szol az informécio atjuttatasarol a hirkozlési
csatorndn. Végiil néhdny ajanlott, torténelmi jelent6ségti és/vagy a szerzd
altal felhasznalt konyv, cikk, illetve honlap cime sorakozik.
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2. Az informaciéelmélet alapfogalmai

2.1. A Shannon-féle hirkozlési modell

A hirkozlés sordn egy iizenetet el kell juttatni egy helyrdl (id6pontbdl) a
madsikra valamilyen csatornan keresztiil. Shannon [6] az dltalanos hirkozlési

rendszer blokkvazlatat a kovetkez6képpen irta le:

INFOR- CSATORNA RENDEL-
MACIO- > ADO > > VEVO > TETESI
FORRAS JEL VETT JEL HELY
UZENET T UZENET
ZAJ-
FORRAS

A modell egyes részei a kovetkezdk:

e Az informdciéforrds egy olyan apparatus, amely valamilyen jeleket:
iizeneteket bocsat ki. Ezeket az jeleket kell eljuttatni a rendeltetési
helyére. Az tizenet tobbféle tipusu lehet: betiik, vagy szimbélumok
sorozata (pl. az SMS vagy a tavirat), egyszer( folytonos id6fiiggvény
(telefon), vagy ezek csoportja (sztere6 radio), esetleg olyan fliggvények
csoportja, amelyek id6tdl és térkoordinatdktdl is fiiggenek (TV).

Az ad6 valamilyen miiveletet hajt végre az lizeneten, hogy az alkal-
mas legyen a csatornan valo atjutdsra. Ez a miivelet lehet viszonylag
egyszer(i, mint példdul a régi telefonoknadl, ahol a hangot egyszertien
a hangnyomadssal ardnyos dramma alakitottdk, vagy lehet Osszetett,
mint a mostani telefonoknal, ahol a hangot tobbféle médon transzfor-
maljak, mintavételezik, és csak annyi informéciét hagynak meg beldle,
amennyibdl a vev oldali berendezés szintetizdlni tud egy az eredeti
beszédet megfelelen kozelitd jelet. Ezutan esetleg hibajavité kédolast
is alkalmaznak.

A csatorna pusztan az a kozeg, amelyen atjut a jel az ad6tél a vevoig;
egy réz érpdr, koax kdbel, tivegszal és lézerfény, egy radidfrekvencia-
sdv, vagy akdr egy magneses vagy optikai lemez. Az lizenet atvitele
soran a jelhez zaj adédhat, amit az dbrdn a zajforras jelképez.

A vevd eredetileg csak az ad¢ altal végrehajtott miivelet inverzét
hajtotta végre, hogy visszadllitsa a vett jelbdl az {izenetet. Ha
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az ado6 tobb részbdl Osszetev6dd operéciét hajt végre az tizeneten,
akkor az egyes részmfiveletek inverzét forditott sorrendben szoktak
a vevGben elvégezni. A hibajavité kodok fejlodésével a vevore az
ado6 mitiveleteinek invertalasan tul egyre tobb és bonyolultabb feladat
hérult; el6szor csak hibajelzés és az tizenet megismételtetése, majd
hibajavitas, interpolacié.

o A rendeltetési hely az a személy vagy gép, akinek az tizenet sz6l.

A jegyzet a Shannon-féle hirk6zlési modell kissé modositott valtozatat
fogja alkalmazni:

forras

.

kédolé ™

csatorna

-

dekodold

B

nyel6

T zaj

2.1. dbra. A hirkozlési modell

o A félév soran alapvetSen diszkrét jelekbdl, szimboélumokbodl allé
tizenetekkel fogunk foglalkozni. Feltessziik tehat, hogy a forras altal
kibocsatott b tizenet diszkrét szimb6lumok tomoritett sorozata. Ha a
tovabbitand jel folytonos lenne, azt el6bb atalakitjuk diszkrét jelekké:
mintavételezziik és kvantaljuk. A forrdsba értjiikk a tomoritd vagy
forrdskédolé eljarast is. A forras blokkvazlata:

fizikai forras

Y

mintavételezés, .
kvantalés, >
forraskoédolas

e A kédolén alapvetden a hibajavité kédolast végrehajté csatornako-
dolét értjitk, melynek a bemenete a b tomoritett {izenet, a kimenete
pedig a c kédolt szimboélumsorozat. Err6l szol a félév masodik fele. A
csatornakédolds sordn tigyelni kell arra, hogy a csatorna tulajdonsa-
gait — zaj, veszteség — figyelembe véve az eredmény lehetbleg rovid,
de nagy val6szintiséggel érthetéen visszafejthet6 legyen a vevénél.

e A csatorndn olyan csatorndkat értiink, amelyeknek a bemeneti és
kimeneti jelkészlete is véges sok elembdl all, azaz diszkrét csatornédkat.
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Igen sok, j6l hasznalhat6, de folytonos jelekkel m{ikod6 csatorna
van. Ezeken lehet diszkrét jeleket is tovabbitani, ha a diszkrét jeleket
megfelelden atalakitjuk. Ez az atalakitas, vagy dltalanosabban a kédolt
tizenet szimb6lumainak a csatornaval kompatibilissé tétele a modula-
tor feladata. A fizikai csatorna kimenetén természetesen egy demodu-
latorra is sziikség van, amely a csatorna jeleit visszatranszformadlja a
vev) dekddoldja szdmdra értelmezhets diszkrét jelekké. A csatorna

blokkvéazlata:
c J J x
— modulétor » csatorna > demodulator —
zaj

A zaj hozzdadésa az atvitt jel torzuldsdhoz, igy az atvitt szimbolumok
egymasba alakuldsdhoz vezet.

o A dekédolé hibajavitast végez, azaz eldonti, hogy a kapott szim-
bélumsorozat hibés-e, és ha igen, akkor milyen szimbdélumsorozatbol
keletkezhetett. Ezutdn — illetve bizonyos esetekben, mint példaul a
Viterbi-algoritmus, ezzel parhuzamosan — kovetkezik a csatornako-
dolés inverz-mfivelete.

o A vevd végrehajtja a forraskédolas inverz miiveletét, illetve ha az
eredeti tizenet folytonos volt, akkor a diszkrét jelb6] visszaallitja azt. A
blokkdiagramja:

a

vevl

Y

—— forraskédolés

inverze

A forrés- és a csatornakédol6 kozé sok esetben egy tikosito eljaras is
bekeriil. Ezesetben a dek6dol6 és a forraskodolé inverze kozott megvan a
titkosito eljards visszafejtgje is.

A 2.1 dbran lathat6 modellnek a részeit fogjuk a kdvetkez6 fejezetekben
tanulmdanyozni.
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2.2. Az informacio és az entrdpia

Matematikai kitér6 - Valésziniiségszamitdsi emlékeztets. A va-
16szintiségszamitds sordn sokszor végrehajthaté kisérletek ered-
ményeit szoktdk eseménynek nevezni, a kisérlet fogalmat elég tagan
értelmezve. A kisérlet lefolyasat annyi sok tényezé befolyasolja, hogy
azokat nem tudjuk, vagy nem akarjuk figyelembe venni, hanem azt
mondjuk réla, hogy véletlenszert.

Kisérlet lehet példaul az, hogy elkiildiink egy jelet, és megfigyeljiik a
fogadott jelet, de akar vizsgéalhatjuk a kettes kifutépalyan adott id6
alatt felszall6 reptil6gépek szamat is, vagy azt, hogy leesik-e a labda,
amit elejtiink. Ezen kisérletek kimenetelei lehetnek a kovetkez6 ese-
mények: példaul, hogy 800 kHz-es szinuszos jelet adva a fogadott jel
1,6 MHz-es szinusz lesz, vagy egy 1,6 MHz-es szinusz és egy 800 kHz-
es koszinusz jel 6sszege; hogy reggel 8 és 10 6ra kozott két gép szallt fel,
vagy egy sem, mert kod volt; vagy hogy a labda leesik a foldre, illetve
nem esik le. Szokds az eseményeket az ABC bettiivel jelolni. Egy A
esemény ellentett eseményén minden olyan esetet értiink, amikor A
nem kovetkezik be, és A-val jeloljiik.

Nagyon sokszor elvégezve a kisérletet és megfigyelve, hogy az adott
esemény megtortént-e, valoszintiséget lehet rendelni az eseményhez:
egy A esemény bekovetkezésének valészintisége

(4) azon kisérletek szdma, mikor bekovetkezett az A esemény
b = .

az Osszes kisérlet szama

Ha példaul szaz esetbd] nyolcvanszor kétszeres frekvencidju jelet fo-
gadtunk, 15-szor az 1,6 MHz frekvencidju szinusz és egy 800 kHz-es
koszinusz jel 6sszegét, a tobbi esetben valami mést, akkor az els6
esemény valdszintisége 0,8, a masodiké 0,15, a harmadiké (hogy a
fogadott jel sem 1,6 MHz-es szinusz, sem pedig az 1,6 MHz-es szi-
nusz és egy 800 kHz-es koszinuszos jel 6sszege) 0,05. Ha a menetrend
szerint két gép szall fel a vizsgalt idSpontban a kettes kifutépalyarol,
elég kicsi a valészintisége annak, hogy egy sem, vagy négy induljon,
de még mindig sokkal nagyobb, mint annak, hogy ne essen le a lab-
da, ha leejtjiik a Foldon. Ha sohasem fordulhat el6 egy esemény, a
val6szintisége nulla, ha mindig bekovetkezik, akkor pedig 1.

Vizsgalhatunk egyszerre tobb eseményt is: akdr ugyanannak a kisérlet-
nek az eredményét tobb szempontbdl, akar tobbféle parhuzamos kisér-
let eredményeit. Az els6 esetre példa, hogy a fogadott jel szinuszos,
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haromszog vagy egyéb, illetve 800 kHz-es frekvencidjt, 1,6 MHz-es,
400 kHz-es, vagy masféle; az utébbira pedig, hogy vizsgéljuk a vett
jelet is valamilyen szempontbél, és mondjuk a leadott jelet is, vagy
akar az el6z6 vett jelet. Definidlhatjuk két — vagy tobb — esemény
Osszegét és szorzatat is, minkét esetben egy masik (0sszetett) eseményt
kapunk:

o Két esemény szorzatdn azt értjilkk, ha mindkét esemény be-
kovetkezik. Az A és B események egyiittes bekovetkezésének
valoszintiségét p(A - B)-vel vagy p(AB)-vel jeloljiik.

o Két esemény Osszegén azt értjiik, ha vagy az egyik vagy a masik,
vagy mindkét esemény bekovetkezik. Az alkalmazott jel6lés:
p(A + B).

E két mennyiség kozott Osszeftiggés all fenn:
p(A+ B) = p(A) +p(B) — p(AB). 2.1)

Egy esemény akkor elemi esemény, ha nem bonthaté fel része-
seményekre, azaz nem 4ll el6 mds események Osszegeként.

A val6szintiségszamités szigort matematikai rendszerét, az axiomait
Kolmogorov fektette le egy 1933-as irdsaban. Kolmogorov egy kisér-
let lehetséges kimeneteit, az elemi események 0sszességét esemény-
térnek nevezi. Jeloljiik az eseményteriinket 2-val. Az Q lehetséges
részhalmazai az események. Az S halmaz legyen az 6sszes esemény
halmaza. Az események kozott lehet miiveleteket definidlni: 6sszea-
déast és szorzast, amelyek specidlisan viselkednek. Ha O-val jeloljiik a
lehetetlen eseményt, akkor S az dsszeaddssal és szorzassal akkor alkot
o-algebrét, ha

1. mind Q2 € S, mind pedig O € S, azaz a biztos esemény és a
lehetetlen esemény is az S halmazban van,

2. ha A; € S minden i-re, akkor ), A; € S, azaz S-beli események
Osszegzése nem visz ki S-bdl,

3. ha A € Sés Ay € §,akkor A; - Ay € S, azaz két S-beli esemény

szorzata is S-en beliili esemény lesz.

Minden A € S eseményhez hozzédrendeliink egy 0 < p(A) < 1 szamot,
az esemény valészintiségét, melyre teljesiilnek a kovetkezdk:
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L p(Q2)=1,

2. ha A; - A; = 0 minden j # i szdmpdrosra, akkor

() =g

Ez azt jelenti, hogy ha az események kolcsondsen kizdrjak
egymadst (de csak akkor), akkor a belliik képezett 6sszeg-esemény
valdszintisége megegyezik az események valdszintiségeinek az
Osszegével.

Ha informdciét akarunk tovabbitani valamilyen csatornan, akkor igen
fontos tudni, hogy adott bemeneti jel esetén milyen valészinfiséggel
kapjuk meg az egyes kimeneti jeleket, igy sziikség lesz a feltételes
val6szinfiség fogalmara is. Ha A-val és B-vel két, a kisérlettel kap-
csolatos eseményt jeloliink, és a B esemény valdszintisége nem nulla,
akkor az A eseménynek a B feltétel melletti feltételes val6sziniiségén
azt értjiikk, hogy milyen valészintiséggel kovetkezik be A, ha mér B
bekovetkezett, és p(A|B)-vel jeloljiik:

p(A-B)
p(B)
ahol p(A - B) az A és B események szorzatanak, az A - B eseménynek

a bekovetkezési valdszinfisége. A feltételes és egyiittes bekovetkezési
valészintiségekre igaz a kovetkezd néhany allitas:

p(A[B) = : (2.2)

e Ha vizsgéljuk az egy adott B eseményt feltéve létrejohets Aj,
A, ... A, eseményeket, azok feltételes valoszintiségeinek dsszege
1 lesz, azaz

> p(4i|B) =1. (2.3)
=1

e Ha vizsgéljuk az egy adott B eseményt feltéve 1étrejohets Aj,
As, ... A, eseményeket, azok B-vel egyiittes el6forduldsi val6szi-
niiségeinek 0sszege megadja a B esemény val6szintiségét, azaz

n

> p(Ai- B) = p(B). (24)

=1
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o Ha az Osszes lehetséges A;,As, ... Ay és By,Ba, ... By, események
egytittes el6fordulési valészintiségeinek Osszegét vessziik, 1-et
kapunk, vagyis

j=11

p(Ai- Bj) => p(Bj) = 1. (2.5)

n m
-1 j=1

Ha tudjuk, hogy a kisérletiink az A = {A;,As, ... ,A,} szimhalmaz ele-
meinek valamelyikét eredményezi, méghozza sorrendben p1, p, . .. ,p,
valészintiséggel, akkor meg tudjuk mondani, mi a kisérlet ered-
ményének varhat6 értéke. Visszatérve a repiilds példara: ha 0,9
valoszintiséggel két gép szdll fel az adott palyardl reggel 8 és 9 6ra
kozott, 0,06 valoszintiséggel csak egy, és 0,02 valdszintiséggel harom,
illetve nulla, akkor a felszallt repiil6gépek szdmdanak varhato6 értéke
0,9-2+0,06-140,02-340,02-0 = 1,92 lesz. A kisérlet A eredményének
varhat6 értéke tehat

(A) = piAs. (2.6)
=1

Az ettdl az értéktdl vett dtlagos eltérést szérasnak nevezziik, és a
kovetkez6képpen definidljuk:

D(A) = /{(A - (4))*). 2.7)

Ha azt vizsgaljuk, hogy két kisérlet A és B kimenetei mennyire hason-
litanak egymasra, errdl az A és B korreldcidja adhat tajékoztatast:

4))- (B = (B)) 8

A—{
D(A)-D(B)

r(AB) =

2.2.1. Az informacio

Shannon szerint [6] hirkozlés alapvet6 feladata az, hogy egy valahol —
az adondl - kivalasztott tizenetet vagy pontosan, vagy pedig valamilyen
kozelitéssel reprodukaljunk egy mdsik helyen — a vevénél. Az tizenetnek
tobbnyire van valamilyen jelentése, amely fiigg a koriilményektsl. Egy
mérnok szdmadra azonban nincs igazi jelentSssége ezeknek a koriilmények-
nek. Ami igazan fontos az, hogy a szoban forg6 tizenet olyan, amelyet
a lehetséges iizenetek halmazdbdl valasztottak ki. A hirkozl6 rendszereket
olyanra kell tervezni, hogy bdrmely lehetséges iizenetet tovabbitani tudjak.
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Az informaciéelmélet felépitéséhez sziikség van az informdcié szamsz-
er(i — tartalomtol, eredettdl, helyzettdl fiiggetlen — mérésére.

Az informdcié, definicidja szerint valamely véges szdmu, el6re ismert

lehet6ség koziil az egyik megnevezése.

Ahelyett a kérdés helyett azonban, hogy mekkora informdciot jelent az a kije-
lentés, hogy a lehetséges m darab esemény — a forras lehetséges m kimenete
- koziil éppen az i-edik, A;, kovetkezett be, feltehetjiik agy is a kérdést, mi
volt a bizonytalansdg arra nézve, hogy a lehetséges {A1,A4s, ... A, } dllapo-
tok koziil az i-edik jon 1étre. Az informdacié mértéke tehat egyenld azzal a
bizonytalansdggal, amelyet megsziintet.

Ha véges sok lehetséges eseményiink van, akkor annak a mérésére, hogy
mekkora informdciot jelent az, hogy egy lehetséges esemény bekovetkezet,
tulajdonképpen barmely olyan fiiggvény j6 lenne, amely a lehet&ségek
szaméatol monoton moédon fiigg. Hartley azonban ramutatott, hogy a
legidealisabb ilyen fiiggvény a logaritmus. Ennek tobb oka is van:

e Mérnoki szempontbél az a legfontosabb, hogy igen sok, gyakorlati je-
lentdségli paraméter a lehetséges kimenetek szamdanak logaritmuséval
skalazodik. Péld4ul, ha fix szdmu szimbélummal dolgozunk, akkor az
adésidé megdupldzasa a lehetséges tizenetek szdméat négyzetre emeli.
Ez azt jelenti, hogy az tizenetek szdmanak logaritmusa kétszerez6dik.
Ha kétéllapotu tarolokkal dolgozunk, akkor egy plusz tarol6 a lehet-
séges allapotokat megkétszerezi, vagy az lizenetek szdmanak (kettes
alapt) logaritmusat noveli eggyel.

e Matematikailag jol kezelhet6 a kimenetek szdménak logaritmusa.

¢ Intuitiv megfontoldsok is a logaritmus fiiggvényt részesitik elényben.
Példaul természetesen gy gondoljuk, hogy kétszerannyi adésid6 alatt
kétszerannyi informéciét tudunk kozolni, vagy hogy két egyforma
lemezen kétszerannyi informdciét tudunk tarolni, mint egyen. Ezek
a megfontoldsok mind afelé mutatnak, hogy az dllapotok szdménak
logaritmusa igen j6 informaciémérd fiiggvény.

Nézziink egy klasszikus példat. Ha a lehetséges kimeneteket tartalmazé m
elemti halmaz elemeit azonositani szeretnénk — példaul barkochbdzunk tgy,
hogy csak el6re megadott m dologra gondolhatunk (mondjuk a szdmokra 1-
t6l m-ig) —, és 28 < m < 28*1 akkor legfeljebb k + 1 kérdés utdn megtudjuk,
mire gondolt a masik, azaz azonositani tudjuk az elemet.
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Hartley az informéciot az
I =logym (2.9)

mennyiséggel azonositotta.

A logaritmus alapja azért kettd, mert két lehetséges valasz van a
kérdésekre: igen és nem. A szadmitdstechnikdban hasznélt bindris szdm-
rendszer és a leggyakrabban hasznalt kétéllapott tarol6k miatt is elényos a
logaritmus alapjanak a kett6t valasztani. Ez a definicié azonban csak igen
specidlis esetekre alkalmazhatd, csak akkor, ha minden lehetséges kimenet
val6szintisége azonos, 1/m. Ha a lehetséges események el6forduldsa nem
egyenld valdszintiségli, azaz az események valamilyen statisztikat kovet-
nek, akkor kicsit médositani kell a definiciénkon.

Minél vératlanabb egy eredmény annél nagyobb informaciétartalmat
rendelnek bekovetkezéséhez.

Legyen a lehetséges események halmaza A = {A;,As,...,A,}, az
A esemény valdszintisége pi, az Az-€é ps,..., az A,,-é pedig pn,. (A
val6szintiségekre igaz, hogy > ", p; = 1) Ha az i-edik esemény

kovetkezett be, annak az informéciétartalma

1
I(4;) = I(pi) = log, P log pi. (2.10)

7

Ezt a definici6t C. E. Shannon fogalmazta meg el6szor 1948-as cikkében [1].

Az informdcié mértékegysége ez esetben a bit (a binary digit szavak
Tukey altal javasolt 6sszevondsabol). Természetesen mds alapu logarit-
mussal is lehet definidlni az informéciot, csak akkor az egysége mas lesz,
természetes alapt logaritmus esetén példaul az egység a nat, tizes alapa
logaritmussal hartley.

2.1. példa: Hany bit lehet egy nat? Hany hartley egy bit?

Megoldas: 1 nat informdciét akkor nyertink, ha a bekovetkezett esemény p
valészintiségére igaz, hogy

1
—Inp=In-=1,
p
azaz p = 1/e. Ennek az eseménynek az informaciétartalma bit egységekben:
1
—log, — =log, e =~ 1,4427.
e

A 1 bit informdciétartalmu esemény eléfordulasi valdszintisége 1/2. Ennek a
hartleyben kifejezett informéaciétartalma

1
—lg 3= lg2 ~ 0,301.
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3 - . 1 e s . .
Ha az események mindegyike p; = -- val6szintiségi, visszakapjuk az
informéaci6é Hartley-féle definicigjat:

1 1
( m> Ong 0ogo M

2.2. példa: Statisztikai elemzések alapjdn az angol nyelv{i szovegekben az E betii
fordul el6 leggyakrabban, pr, = 0,1073 valészintiséggel, a kovetkez6 leggyakoribb
betti a T, melyre pr = 0,0856, a legritkdbb pedig a Q, pq = 0,00063 el6fordulési
val6szintiséggel. Adjuk meg e harom bet(i vétele soran nyert informaciét kiilon-
kiilon az egyes bettikre és a , TEQ” sorozatra, ha feltessziik azt, hogy az egyes
helyeken a bet(ik bekovetkezése egymastol fiiggetlen esemény.

Megoldas: A feladat els6 részéhez egyszertien behelyettesitjiik a valészintiségeket
a (2.10) képletbe:

I(E) = —logypr = —log,0,1073 ~ 3,22
I(T) = —logypr = —log,0,0856 ~ 3,55
I(Q) = —logypq = —log,0,00063 ~ 10,63

Az, hogy a szdvegben az egyes poziciékban bettik el6fordulédsa fliggetlen
esemény, elég er6s kozelités, hiszen példaul a , Q” betli utan szinte mindig ,,U”
kovetkezik az angol szavakban, a , T” utdn meg gyakran jon ,H”. Ha azonban
fiiggetlen eseményeknek tekintjiik a bettik egymasutanjat, akkor a , TEQ” sorozat
el6forduldsi valdszintisége az egyes karakterek el6forduldsi valészintiségeinek
szorzata, azaz prrq = P - PE - PQ. 18y a sztring informéciétartalma:

I(TEQ) = —logy preq = — log, pr —log, pr—log, pq ~ 3,22+3,55+10,63 = 17 4.

Az informacié tulajdonsagai:
1. Csak az esemény valészinfiségének fiiggvénye.

2. Nem negativ: azaz I > 0.

3. Additiv: ha az események szdma m = m; - my alakban két ter-
mészetes szdm szorzataként &ll el, azaz az események csopor-
tosithatok m; darab my elemf{i csoportra, akkor az informdciok
Osszeadddnak:

I(m1 . mg) = I(ml) + I(mg). (2.11)

Ez azt jelenti, hogy ugyanakkora informacidra van sziikség egy elem
azonositasara, hogy ha az egész halmazban keressiik, mint ha el6bb
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azonositanank az my elemft részhalmazt, amelyben van, majd a rész-
halmazon beliil keresnénk meg az elemet.

4. Monoton: a logaritmus fliggvény monoton novekvd, igy a logy(1/p) =
—logy p monoton csokkend. Ez azt jelenti, hogy ha p; < p;, akkor
I(A;) > I(A;). Minél nagyobb val6szintiségti tehat egy (A;) esemény
bekodvetkezése, annal kisebb informaciéval szolgél, és minél valészi-
nfitlenebb az (A;) esemény anndl nagyobb az informéciétartalma, ha
mégis el6fordul.

5. Normalés: ez lényegében az informdcié egységének kivélasztasa.
Legyen I(A;) =1, ha p; = 1/2, igy a bit egységet kell haszndlni.

2.2.2. Az entrépia

Ha m darab, egymast kizar6 eseményt vesziink, feltehetjiik azt a kérdést,
milyen &tlagos informdéciétartalommal bir az, hogy tudjuk, az egyik
bekovetkezett. A valasz az informacié varhaté értéke: > p;I(p;). Ezt
az atlagos informaciot nevezték el entrépidnak.

Shannon informdciddefiniciéjat felhaszndlva az entrépia a

H(p1,p2; .. pm) = — Y pilogy pi (2.12)
=1

alakot olti.
(A p; log, p; kifejezés p; = 0 esetben a L’'Hospital-szabdly szerint nullat ad.)

2.3. példa: Tegyiik fel, hogy a forrasunk 6t szimbdélumot bocsathat ki, a;-et, as-t,
as-at, as-et és as5-0t, mindegyiket egyforma valdszintiséggel. Mekkora az egy
szimbo6lum kibocsatasaval dtadott dtlagos informacié, azaz mekkora a forrds, mint
halmaz entrépiéja?

Megoldas: Egy-egy szimbolum kibocsatdsanak valdszintisége 0,2, igy a keresett
entropia:
H{(ax,a2,03,04,a5) ==p110gy p1—Ppa 108y p2—p3 108, p3 —palogs pa—ps logy ps =
=—5-0,210g, 0,2 =~ 2,32

2.4. példa: Tegyiik fel, hogy a forrasunk tovabbra is 6t szimbdélumot bocsathat
ki, ai-et, as-t, az-at, as-et és a5-6t, azonban mas és mas valészintiséggel. Legyen
Pa; = 0,35, pa, = 0,20, poy = 0,10, p,, = 0,20 és p,, = 0,15. Mekkora az egy
szimbolum kibocsatasdval dtadott dtlagos informéci6?

Megoldas: Az entrépia (2.12) definicidjdba behelyettesitve a valszintiségeket:

H{(ay,a2,a3,a4,a5) =—p1 logy p1 —p210ogs p2 —p310gy p3 —palogy ps—ps logy ps =
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=-0,351og, 0,35 — 0,210og, 0,2 — 0,1log, 0,1 — 0,2log, 0,2 —
—0,15log, 0,15 ~ 2,20

2.5. példa: A forrdsunk tovébbra is 6t szimbélumot bocsédsson ki, p,, = 0,60,
Da; = 0,12, pa, = 0,08, po, = 0,05 és p,; = 0,15 valdszintiségekkel. Mekkora az
egy szimbo6lum kibocsatasaval dtadott atlagos informdci6?

Megoldas: Az entrépia (2.12) definicidjdba behelyettesitve a val6szintiségeket:

H(a1,a2,a3,a4,a05) =—p1 1ogy p1 —p2 10gy p2 —p3 logy p3 —palog, pa—ps logy ps =
— —0,610g, 0,6 — 0,12log, 0,12 — 0,08 log, 0,08 —
—0,0510g, 0,05 — 0,15 log, 0,15 ~ 1,73

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e —— - - -

Figyeljiilk meg, hogy minél kozelebb van a rendszer az egyenletes
val6szintiség-eloszldshoz, annél nagyobb az entrépidja. Hasonlokép-
pen statisztikus fizikdban minél kozelebb volt a rendszer a teljesen
rendezetlen dllapothoz annal nagyobb volt az entrépiaja, avagy a ren-
dezetlenségének a mértéke. A teljesen rendezetlen allapot az, amelyben
semmiféle strukturaltsdg nem figyelheté meg, ahol a részecskék (al-

Az entrépia a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:
1. Nem negativ, azaz H(p1,p2, .. ,pm) > 0.

2. Folytonos fliggvénye a valdszintiségeknek, azaz ha a (p1,p2, . . . ,pm )-€k
koziil az egyik p; valdszintiséget kicsit megvaltoztatjuk (a tobbit is
ugy, hogy az 0sszeg 1 maradjon), akkor az entrépia is csak kicsit fog
megvaltozni.

3. Hapy =1ésp; =0,azi=1,...,k—1,k+1,... mindexti eseményekre,
akkor H(p1,p2,....pm) = 0, azaz egy biztosan bekovetkez6 és bar-
mennyi lehetetlen eseménybdl all6 halmaz nem hordoz informaciét.

4. H(p1,p2,---.pm,0) = H(p1,p2,....pm), azaz egy lehetetlen esemény
hozzaadasa az eseményhalmazhoz nem befolydsolja az entrépiét.

5. H(p1,p2,-.-.pm) < H(1/m,1/m,...,1/m) = logym, azaz a legna-
gyobb vérhat6é informéciétartalma egy eseménynek akkor van, ha
minden esemény azonos valészintiséggel kovetkezik be. Specidlisan,
ha egy eseménybdl és az ellentett eseményébdl all6 halmazunk van,
akkor az entrépia a

H(A,A) = H(p,1—p) = —plog2p— (1 —p)logy(1 — p)
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fiiggvény szerint véltozik, amelyet az aldbbi abran lathatunk.
H(p,1—p)

Al

os

os

04

0.2

CU 05 1

p
Leolvashat6, hogy a fliggvény maximuma a p = (1 — p) = 1/2-nél van.

6. H(p1,p2,...,pm) szimmetrikus a véltozéi felcserélésére:

H(plv « o s Pk—1,P0sPk+15 - - - sP0—1,PksPe+15 - - - 7pm) =
= H(p17p27 cee >pm)7

barmely k # ¢ péarosra.

2.2.3. A kolcsonos és a feltételes entropia és tulajdonsagaik

Tegytik fel, hogy két eseményhalmazunk van, az A = {A1,A49,...,4An, }, és
aB ={B1,Bs,...,By,}, ésezakét halmaz valamilyen médon kapcsolédik
egymdshoz. Példaul az A halmaz a forras szimbdélumkészlete vagy a leadott
jeleké, a B pedig a lehetséges vett jelek halmaza. Ezenkiviil minden A-
beli esemény bekovetkezése maga utan von egy B-beli eseményt (vagy
forditva). Az A halmaz i-edik és a B halmaz j-edik elemének egyiittes
bekovetkezési valdszintisége

pi,j = p(Az . B]) (213)

Ha a két esemény fiiggetlen — tehat ha az, hogy milyen Bj-t kapok nem fiigg
att6l, hogy milyen volt az A; —, akkor a p(A; - B;) = p(A;) - p(B;}), egyébként
az egylittes val6szintiség mindig kisebb, mint az egyedi val6szintiségek
szorzata, azaz p(A; - B;) < p(4;) - p(Bj).

Az A; és B; események egyiittes bekovetkezésekor nyert informdcio

I(A; - Bj) = —logy p(A; - Bj), (2.14)
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amely — mivel az egyiittes valdsziniiség sosem nagyobb, mint barmely
esemény el6forduldsdnak valészinfisége — sosem kisebb, mint az egyes
eseményekhez rendelhet6 informécio, azaz

Egyenl6ség csak akkor 4ll fenn, ha a mésik esemény (az els6 egyenl6tlenség
esetében B;, a mdsodikéban A;) biztosan bekovetkezik.
Az A és B eseményhalmazok egydiittes, vagy kolcsonos entrépidja a

mi1 ma2

H(A-B)=-=>_> pijlog;pi, (2.16)

i=1j=1

mennyiség. Ha A és B elemei egymastol fiiggetlenek, akkor (de csak akkor)
igaz, hogy a kolcsonos entrépidjuk egyenld az entrépidik osszegével.

Ha az A eseményhalmaz egy-egy elemének bekovetkezése maga utan
vonja valamely B-beli elem bekovetkezését, példdul az A elemei a forrds
szimb6lumkészlete, a B pedig a lehetséges vett jelek halmaza, akkor érde-
mes feltenni a kérdést, hogy ha csak B elemeit tudjuk megfigyelni, és B;-t
észleltiik, akkor mekkora atlagos bizonytalansdg maradt azzal kapcsolat-
ban, hogy melyik A-beli elem valtotta ki azt. Ez az atlagos bizonytalansag,
illetve az ezt megsziintetd atlagos informaciémennyiség az A halmaznak a
B-re vonatkoztatott feltételes entrépiaja:

H(AB) = = p(B;)Y p(Ai|B))log, p(Ail B) =
Jj=1 i=1
= =D p(Ai- Bj)log, p(4;|B;). (2.17)

i=1j=1

Ha felhasznaljuk azt, hogy p(A; - B;) = p(B;)p(A;|B;) akkor levezethetjiik
a kolcsonos és a feltételes entropia kozotti dsszefiiggést:

H(A-B) = H(B) + H(A|B) = H(A) + H(B|A). (2.18)

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a két esemény egyiittes megtigyelésével
nyert atlagos informdcié egyenlé az egyik esemény megfigyelése soran
kapott informdciénak és az egyik esemény megfigyelése utan a masikra
maradt dtlagos bizonytalansdgot megsziintetni képes informacié mennyi-
ségének Osszegével.
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Logikus, hogy egy esemény kozvetlen megfigyelésével nem nyerhetiink
atlagosan kevesebb informdciét, mint akkor, ha egy masik eseményt el6tte
mar megfigyeltiink, és csak aztan figyeljiik meg az el6z6t, azaz

H(A) > H(A|B) > 0. (2.19)
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3. Forraskodolas

Forraskédoldson a hirkozléselméletben azt értjiik, hogy a mar diszkrét
jelekké atalakitott tizenetet egy masik, szintén véges elemszdmu szim-
bélumkészlettel lehetbleg igen tomoren reprezentéljuk. Az eredeti tizenet
kvantélasaval, azaz diszkrét jelekké valod atalakitasdval egyel6re nem
foglalkozunk. Adott tehéat egy véges elemszamu halmazunk, A, az tgyne-
vezett forrdsdbécé, és azt képezziik le egy masik véges elemszamu B halmaz,
a koddbécé elemeibdl 4116 sorozatokra (kdédszavakra) gy, hogy barmilyen
tizenetet dekddolni lehessen, és minél révidebb kédszavakat kapjunk.

3.1. Diszkrét informacioforrasok

Az tizenetet 1étrehoz6 apparatus a forrds, a mi esetiinkben az tizenet véges
sok elembdl feléptils sorozat.

Ha a forrés altal kibocsétott tizenet egy olyan diszkrét jelekbdl 4ll6 sorozat,
amelynek minden szimbéluma egy véges elemszamu halmaz — a for-
rasabécé — eleme, akkor diszkrét informdaci6éforrasrol beszéliink.

A forras felfoghat6 egy olyan gépezetnek, amely bettir6l bettire ge-
neralja az {izenetet, és a soron kovetkez6 szimbélumot tgy vélasztja ki,
hogy figyelembe veszi a forrasdbécé egyes elemeihez rendelt el6fordulési
valészintiségeket és esetleg a korabbi vélasztasait. Azokat a rendszereket,
amelyek egy valdszintiséghalmaz felhasznédldsaval hoznak létre diszkrét
sorozatokat, sztochasztikus rendszereknek nevezziik. A sztochasztikus folya-
matok matematikdjabol csak igen kis szeletet fogunk itt megismerni.

Ha a forrdsunk az A = {A;,As,...,A,} szimbolumhalmazzal, mint
forrdsabécével miikodik és csak az egyes szimbolumok el6forduldsi
val6szintiségét, azaz csak a P = {p1,p2, . ..,pn} halmazt hasznélja fel az
itizenet létrehozdsakor, akkor emlékezet nélkiili forrasrol beszéliink. Te-
kintstik a forrds egymast koveté N szimbolum-kibocsatasat, mint esemé-
nyeket. Emlékezet nélkiili forrds esetén ezek az események fiiggetlenek
egymastol. A forras ezen kiviil staciondrius is, ha minden alkalommal az
A ={A;,Ay,... A, } halmaz elemei koziil bocsat ki jelet, méghozza mindig
P1,D2, - - - ,pn Valoszintiséggel, azaz sem a kédabécé, sem pedig annak elosz-
lasa nem valtozik az id&ben.

El6fordulhat azonban, hogy az, hogy milyen szimbélum volt a forras
kimenetén az el6z6 néhédny lépésben, befolydsolja az aktudlis vélasztast. Ha
egy emberi — példdul magyar — szoveg az tizenet, akkor nyilvanval6an més
lesz az egyes szimbo6lumok el6fordulési valészintisége attdl fiiggden, hogy
a korabbi betti mi volt. Péld4ul egy P utdn sokkal nagyobb valészintiséggel
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kovetkezik E, mint egy U utdn, azaz p(E|P) > p(E|U). Egy olyan sta-
ciondrius forrds, amelynél egy szimbdélum kibocsatasara mindig csak az azt
megel6z6 egyetlen szimb6lum van hatdassal, j6l leirhaté a p(Aaxuatis | Aelszs)
feltételes valdszintiségekkel, vagy egy olyan graffal, amelynek a csomo-
pontjai a lehetséges el6z6 szimbolumokat jelzik, az élei pedig az Gj szim-
bélumokat. Egy-egy él mindig abba a csomépontba mutat, amelyik Gj
szimbolumot jelképezi, hiszen a kovetkez6 1épésben az lesz a régi szim-
bolum. Az Agjs,6-b0l az Aaxiuals pontba mutatd élhez a p(Aakiualis| Aelszs)

valészintiséget rendeljiik.

3.1. példa: Vizsgéljunk meg egy egyszer(i, hdromelemii abécét hasznélé for-
rést. Legyen a betfiinek el6fordulasi valészintisége pa = 5/16, pg = 13/32, és
pc = 9/32, az egyes szimbolumok feltételes valdszintiségeit pedig tartalmazza a
kovetkez6 tablazat:

plala) | o 3 ¢
A | 3/10 5/13 2/9
i B 7/10 0 2/3
C 0 8/13 1/9

Adjuk meg a forrdshoz tartozoé grafot, és szamoljuk ki az egyes bettikombinaciok
el6forduldsi val6szintiségét.

Megoldas: A graf csomépontjai az egyes szimbdélumok, az ,A”, ,B” és ,,C” betfik.
Az A—A élhez tartoz6 valészintiség a p(A|A) = 3/10, az A—B élhez tartoz6
valészintiség a p(B|A) = 7/10, és igy tovdbb, amint az dbra mutatja:




3 FORRASKODOLAS 23

Az ,,AB” bettiparos egytittes el6fordulési valészintisége felhaszndlva a (2.2)
definici6t

7 5 7
P(AB) = p(BIA) -p(4) = 1=+ = = ==,
a ,BA” betfipdros egyiittes el6forduldsi valdszintisége
5 13 5
BA) =p(A|B) -p(B) = — - — = =
P(BA) = p(AIB) - p(B) = 12 35 = o,
a ,,AA” betliparosé pedig
3 5 3
p(AA) = p(AlA) -p(A) = 10 16 32

Hasonléképpen a tobbi egytittes valészintiség is kiszdmithato, az eredményeket a
kovetkezd tablazat tartalmazza:

p(aiaj) A ip) C
A | 3/32 7/32 0

) B 5/32 0 1/4
C 1/16 3/16 1/32

Léthat6, hogy a sorok, illetve az oszlopok 6sszege kiadja az aktudlis elemek
eléfordulasi valdszintiségét, mint azt a (2.4) egyenldség is leirja, azaz

Z plaiaj) Zp a;a;) = p(a;).

i

Mivel az egyes bettik el6forduldsi val6szintiségeinek dsszege (azaz ), p(a;) = 1),
a tablazat 0sszes elemét dsszeadva 1-et kapunk, ahogy a (2.5) is alht]a Figyeljiik
meg azt is, hogy a p(a;|a;) tdbldzat oszlopaiban felsorolt valészintiségek Gsszege

1, azaz
Zp(ai|aj) =1

i
Ez a (2.3) allitast hivatott demonstralni.

Ha egy folyamat sordn adott a rendszer lehetséges allapotainak egy
S = {51,52,...,5,} halmaza, valamint az S; és S; dllapotok kozotti p(S;|S;)
dtmeneti valészintiségek, és a kovetkez6 a ’llapotba kertilést csak ezek az
dtmeneti val6szintiségek befolyasoljak, akkor egy Markov-folyamatrél
van sz6. A Markov-folyamatokra vagy Markov-lancokra igaz, hogy

P(Suj| Se1s26Selsz6—1 - - - Selsz6—m) = P(Suj| Selszs)

barmely m-re, azaz csak a legutolsé 4llapot van hatdssal arra, hogy milesz a
kovetkezd dllapot. A Markov-folyamatokat a 3.1 példdban latott grafokkal
szoktak szemléltetni.
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A forrasokat altaldban Markov-folyamatokkal lehet lefrni.

Markov-folyamat volt az az eset is, amikor az egymadst kovetd
szimbo6lum-kibocsédtdsok egymastol fliggetlen események voltak: akkor
egyetlen lehetséges S éllapot volt és az egyes karaktereknek megfeleld élek
abbdl indultak ki és oda is érkeztek, a hozzéjuk rendelt val6szinfiség pedig
a p(A;) eldfordulasi valészintiség.

A 3.1 példaban az dllapotok megegyeznek az aktudlist megel6z6 karak-
terrel, azaz S =,A”, So =,B” és S3 =,C”; az dtmeneti val6szintiségek
pedig a p(a;|a;) feltételes val6szintiségek.

Az olyan forrasok, amelyeknél egy szimbélum kibocsétésa az azt mege-
1626 m szimboélumtdl fligg, szintén modellezhet6k Markov-folyamattal,
csak ekkor az allapotok a soron kovetkezd szimboélum el6tti m hossza
szimbolumsorozatok, azaz S; = Aelszs, Aelozs;—1 - - - Aelszs,—m- Az dtmeneti
valoszintiségek is p(Aaktualis| Aelszs Aelszo—1 - - - Aelozs—m) tipustak lesznek.

Pontosabb modell lehet egy forrdsra, ha nem karaktereket, hanem
szavakat vesziink az egységeinek, csak sokkal tobb lehetséges kibocsa-
tott sz6 van, mint betfi, igy sokkal bonyolultabb modellt kapunk. Ez az
eset is leirhaté Markov-folyamattal.

e i T T i -

3.1.1. Forrasentropia

Tegylik fel, hogy a forrasunk egy adott S; allapotban van. Ha ismertek a
p(S;]5;) dtmeneti valészintiségek minden j-re, akkor ki tudjuk szdmolni az
i-edik dllapotra a H(S|S;) feltételes entrépiat. A forrasentrépia ezeknek a
H(S|S;) feltételes entrépidknak a véarhat6 értéke, azaz ha P; az S; dllapot
el6fordulési valoszintisége, akkor a forrdsentrépia:

H =Y PH(S|S) =~ Y P p(S)|S) logyp(S)1S:) 3D
K3 ,]

Nyilvan P;-t, az S; dllapot el6fordulési valészintiségét — bizonyos specidlis
eseteket kivéve — csak a forrds hosszu idejii megfigyelésével lehet megal-
lapitani.

Ha a forras staciondrius (és természetesen emlékezet nélkiili), akkor az
S; éllapotok maguk az i-edik szimbélumok lesznek, a P; valdszintiség pedig
nyilvan meg fog egyezni az A; szimbd6lum el6fordulési valoszintiségével, p;-
vel. Stacionarius forrds esetén az egyes szimb6lum-kibocsatdsok egymadstol
tiiggetlen események, igy

p(5;1Si) = p(A;j|A;) = p(A;j) = p;.
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A forrdsentrépia tehat

H=—> pi-Y pjlogepj =—) pjlogp;
i J J

meg fog egyezni az egyetlen szimb6lum kibocsatasdnak entrépiajaval.

Egy alternativ megkozelités: A forrasentrépia a forras 4ltal kibocsatott
N darab egymas utdni szimbdlum egyiittes entrépidjanak N-ed része,
ha az N — oo hatdrértéket vessziik, feltéve, hogy létezik ez a hatarérték.
Staciondrius forrdsokndl mindig létezik a hatarérték.

[ e i i -

3.2. Egyértelmiien dekédolhaté koédok

Legyen a forrasdbécénk az A = {A;,As,...,A,} halmaz, a kéddbécénk
pediga B = {B1,Bs,...,Bs} halmaz. Az iizenetek az A elemeib6l képezett
véges sorozatok. Az tizenetek halmazat A-val jeloljiik. A B elemeibdl 4ll6,
véges hosszlisdgui sorozatokbdl, azaz a kédszavakbol 4116 halmaz pedig a
B. Kédnak neveziink ekkor minden f : A — B fliggvényt, azaz az olyan
leképezéseket, amelyek a forrasabécé elemeit kddszavakba transzformaljak.

Egy f : A — Bkod egyértelmiien dekédolhaté, avagy megfejthets, ha
segitségével minden B elemeibdl all6 véges sorozat csak egyféle A-beli
tizenetbdl allithat6 eld. (Ez tobb, mint ha csak azt kovetelnénk meg, hogy
invertdlhat6 legyen a leképezés, lényegében azt koveteljitkk meg, hogy az
f-ekbdl felépitett F' : A +— B leképezés legyen invertdlhato.)

Egy f : A — Bkodot prefixnek neveziink, ha a lehetséges kédszavak
koziil egyik sem a masik folytatdsa. Ugyanazt jelenti, ha azt kdveteljiik meg,
hogy egyik kodsz6 végének megcsonkitasaval se kapjunk masik értelmes
kodszot, barmekkora is legyen a levagott rész. Ha egy kod prefix, akkor
egyben egyértelmtien dekddolhat is.

Példaul, ha A = {a,b,c} a forrasdbécénk, akkor prefix kod lehet, ha a
harom karakterhez a 0, az 10 és az 110 kédszavakat rendeljiik, nem prefix,
de megfejthetd, azaz egyértelmtien dekédolhat6 viszont az, haa 0, a 01 és
a 011 lesznek az érvényes kédszavak. (Ez utébbi kéd posztfix: azaz, ha
barmely kédszo6 elejérdl vagunk le barmekkora darabot, nem kaphatunk
masik értelmes kodszot.)
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3.3. A kddszavak altagos hossza és a roluk szol6 tételek

Természetesen, ha megéllapodtunk, hogy minden k6dszé egyforma hossz,
de kiilonboz6, akkor a kéd egyértelmtien dekédolhato, s6t prefix lesz. A
forrdskédolds f6 célja viszont a minél rovidebb kidolt iizenet létrehozdsa, ame-
lyet az dlland6é kédszohossz nem segit el6. Ha azonban a forrdsabécé
nagyobb valészintiséggel el6fordulé elemeihez rovidebb kédszavakat, a
val6szintitlenebbekhez meg hosszabb kédszavakat rendeliink, akkor mar
tettiink egy nem elhanyagolhat6 lépést az entrépiandvelés (tomorités) felé.
Az olyan kédokat, amelyek a forrdsabécé bettiihez eltér6 hosszusagu kod-
szavakat rendelnek, valtozé széhossztisaga kédoknak nevezziik. Az A;
forrasabécébeli elemhez rendelt kédsz6 hosszat /;-vel jeloljiik.

Egy f : A — Bkoéd L(A) atlagos sz6hosszan ezen /;-k (2.6) szerinti
varhat6 értékét értjiik, azaz

L(A) =) piti, (3.2)

ahol p; a forrdsdbécé A; elemének el6forduldsi valészintisége.

A McMillan-féle egyenl6tlenség kapcsolatot teremt a kodabécé ele-
meinek s szdma és a forrdsabécé A; betliihez rendelt kodszavak ¢; hossza
kozott a kovetkez6képpen: Minden egyértelmiien dekédolhaté f : A — B
kédra igaz, hogy

dosTh<. (3.3)
i=1
A Kraft-egyenl6tlenség lényegében a McMillan-egyenl6tlenség 4l-
litdsdnak megforditdsa. Legyenek /1, ls, ..., ¢, természetes szdmok, s > 1
egész. Ha ezekre igaz, hogy

dosThi<, (3.4)

akkor létezik olyan prefix kéd, amely s elemti kédabécével rendelkezik
és egy n elemfi forrdsabécé i-edik eleméhez éppen ¢; hossztisdgu kodszot
rendel hozza.

Az egyértelmiien dekodolhato kédok dtlagos kddszohosszirol sz6lo tétel a forras
szimbolumainak entrépidjatol és a kédabécé elemeinek szamatol fiiggd
als6 korlatot ad meg a kédszavak atlagos hosszahoz. A kovetkez6t éllitja:
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Minden egyértelm{ien dekédolhat6 f : A +— B kdédra

=

(A

L(A) > .
( )_log23

(3.5)

Bizonyitds: El6szor atszorzunk a jobb oldal nevezgjével és felhasznaljuk
az atlagos kodszohossz (3.2) definicidjat:

H(A) < pili-logys =~ pilogys™". (3.6)
i=1 i=1

Ezt az egyenlStlenséget szeretnénk bebizonyitani. Bevezetjilkk a ¢; =
574 /(X% s7%) segédmennyiséget. Ezenkiviil felhasznéljuk azt, hogy
mindenp; > 0,¢ >0¢=1,2,... nszdmokra,ha} ;pi=1és>,¢ =1,
akkor . .
— Y pilogapi < =Y pilogy gi. (3.7)
i=1 i=1
Definici6 szerint .
H(A) = - p;log,p;. (3.8)
i=1
A (3.7) egyenl6tlenség bal oldala tehat az entrépia, a jobb oldaldba pedig
beirhatjuk a ¢; mennyiségeket, igy
n sl
H(A) < =) pilog S
i=1

j=1
n n n
= = pilogys i +logy [ D 575 D i (3.9)
i=1 j=1 i=1

A maésodik tagban a p;-k dsszege 1. Ha felhasznéljuk a (3.3) McMillan-
egyenl6tlenséget, meg azt, hogy a logaritmus fliggvények monoton
novekvok, kideriil, hogy a masodik tag nullandl kisebb, igy az egész dsszeg
feliilrdl becstilhet6 az elsd tagjaval. Ezzel belattuk a tételt, igazoltuk, hogy
(3.6) teljestil. (Q.E.D)

A prefix kédok kozott van olyan, amelyik a kodszéhossznak ezt az alsé
korlatjat elég jol megkozeliti. Err6l szol a kovetkez6 tétel:

Létezik olyan f : A — B prefix kod, amelynek az atlagos kédszohossza

H(A)
log, s

L(A) < +1. (3.10)
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Bizonyitds: Legyenek /1,05, ... 0, pozitiv egész szdmok, amelyek mind-
egyikére igaz, hogy

_ logy pi < < _logy pi

S by + 1. (3.11)
logs s logy s

fgy a p;-kbél egyértelmiien kovetkeznek az /;-k. Figyeljikk meg, hogy
a log, pi/ log, s kifejezés tulajdonképpen p;-nek az s alapt logaritmusa,
IOgs Di-

Vizsgéljuk el6szor a bal oldali egyenl6tlenségeket, pontosabban azoknak
a —1-szeresét minden i-re: log, p; > —/;. Emeljiik ket az s kitevjébe, majd
adjuk 6ssze minden i-re:

; s7h < ;slogs Pi = ;pi =1. (3.12)

Igy azt kaptuk, hogy az ¢; szamok kielégitik a (3.4) Kraft-egyenl&tlenség
feltételeit. Igy az ¢; szamok lehetnek egy s elem{i kédabécével rendelkez
prefix kéd n darab kédszavanak a hosszai.

Ha megszorozzuk a jobb oldali egyenl6tlenséget minden i-re p;-vel, majd
Osszegezziik 8ket, akkor a

n n 1 i n
> pili < — sz OS2 P +> pi (3.13)
i=1

1g28 i=1

kifejezésre jutunk, amelynek a bal oldala a kédszavak hosszanak varhat6
értéke, L(A), a jobb oldal pedig pont H(A)/(log, s) + 1. (Q.E.D.)

Ez utébbi két tételt egyiittesen nevezik Shannon els6, avagy forrdské-
dolasi tételének. Eszerint:

Egy emlékezet nélkiili és staciondrius forrds Aq,As, ... A, szimbélumaihoz
lehet talalni olyan s elemti kédabécével rendelkezd ¢1,¢, . . . ¢, hossztisagu

koédszavakat rendeld f : A — B kédot, melynek dtlagos L(A) szoéhossza

H(A)
log, s

<L(A) <

+ 1. (3.14)
log, s

Bindris kédok esetén, azaz, ha s = 2, akkor ez az egyenl6tlenség a
kovetkez alakura egyszertisodik:

H(A) < L(A) < H(A) + 1. (3.15)
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Egy f : A — B s elemi kodabécével rendelkez6 kédot optimalisnak
neveziink, ha a lehet6 legkisebb a kédszéhossza, azaz L(A) a lehetd legjob-
ban megkozeliti a elméleti minimumat, H(A)/(log, s)-et. Az optimalis kéd
nem feltétlentil egyértelm.
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4. Forraskodolé eljarasok

A kovetkez6 oldalakon megismerkedhetiink néhany ma is hasznalatos,
illetve torténelmi szempontbdl jelentds forraskodolasi eljarassal.

4.1. Huffman-koéd

A Huffman-féle eljaras a legrovidebb atlagos széhosszusagu prefix ko-
dolés, 1952-ben taldltdk ki, és ma is alkalmazzdk példaul a fekete-fehér
telefaxoknal és bizonyos képtomoritéseknél. Ahhoz, hogy a moédszert
alkalmazni lehessen, ismerni kell a forrds szimbélumainak el6fordulési
valdszintiségét, melyet példdul a forrds hosszabb ideig tarté megfigyelé-
sével lehet meghatdrozni. Az eljards minden 1épésében Osszevonjuk a
két legkisebb el6fordulési valdszintiségtli karaktert egy tj Osszetett karak-
terré, mig végiil egyetlen, 1 valdszintiségili Osszetett szimb6lumot nem
kapunk. Az dsszevonasok tulajdonképpen egy bindris fat alkotnak, amely-
nek a gyokere az 1-es valoszintiségi, teljesen Osszetett szimbdélum, az
egyes csomoépontjai a folyamat soran el6fordulé osszetett szimbélumok,
mig a levelei a kiinduldsi karakterek. Az dgak jelképezik az 6sszevona-
sokat. Az egyes szimbolumokhoz tigy rendeliink binaris kédszot, hogy
minden 6sszevonds sordn az egyik 0sszevont karakterhez — a bindris fa
csomopontjaibdl eldgazé két ag koziil az egyikhez — 1-es, a masikhoz 0-s
bitet rendeliink, és ezeket a biteket egymads elé irjuk. Az algoritmust a
legegyszertibben egy példa segitségével érthetjitk meg.

4.1. példa: Legyen hét dtvinni kivant tizenetkaraktertink, z1, x2, x3, 24, T5, T6 €5 7.
Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy mar sorrendbe rendeztiik 6ket, csokkend
el6forduldsi valoszintiség szerint. Legyen példaul p(z1) = 0,32, p(z2) = 0,25,
p(zs) = 0,13, p(z4) = 0,10, p(x5) = 0,09, p(xe) = 0,06 és p(x7) = 0,05. (Ha nem
csokkend valdszinfiség szerint vannak sorban az elemek, els6 1épéskén sorba
rendezhetjiik 6ket.) Készitsiik el a karakterekhez tartozé Huffman-kédot.

Megoldas: A koédolas minden 1épésében a két legkisebb valészintiségii szim-
bélumbdl egy Osszetett szimbolumot képeziink. Az Gj elemhez a két eredeti szim-
boélum el6fordulési valészintiségeinek osszegét rendeljiik valészintiségként. Az
igy kapott, eggyel kevesebb szimbélumot tjra sorba rendezziik, s a két legkisebb
val6szintiséglit tijra 0sszevonjuk. Addig ismételjiik ezt a 1épést, amig végiil egy
darab, 1 valészintiségii izenetet nem kapunk. Lassuk:
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Az eljaras, ahogy a végs6 szimbdlumot kaptuk, tulajdonképpen egy bindris fat
rajzol ki, ahol minden egyes csomépont egy-egy az eljards soran kapott osszetett
vagy egyszer(i szimbdélum, mint azt a kovetkez6 dbran lathatjuk:

0

1 P12 = 0757&
0 0
13 e

p3er = 0,24 ——— passer = 0,43 71

1

Rendeljiink a fa gyokerétdl visszafelé elindulva minden, az dbrédn lefelé forduld
dghoz 1-es kédelemet, minden fels6 dghoz 0-t. Ezek a bitek taldlhaték vastagon
szedve az egyes agak folott vagy alatt. Az z1-es szimbélum kédja igy 00 lesz, az
x9-€ 01, az 23-é 100, az x4-é 110, az x5-é 111, az x6-€ 1010, az x7-é pedig 1011. A
Huffman-kédolds nem egyértelmfi, nem feltétleniil sziikséges az, hogy a fels agak
legyenek a nulldsok, az als6k meg az egyesek, akar 1épésenként valtoztathatjuk a
szabalyt.

Az egyes szimboélumokhoz a kordbbi dbra segitségével is tudunk kédszavakat
rendelni. Az egyes Osszevondsoknak a kovetkezd abran feltiintetett médon
lehet biteket megfeleltetni: szintén vastagon szedett 0-k és 1-esek jelolik az
aktudlis biteket, a két dbra hozzérendelési szabédlya ugyanaz. A kédszavakat
ezesetben a kovetkezé médon hatdrozzuk meg. Végigkovetjiik a keresett ki-
indulési szimbodlum el6fordulasi valészintiségét, illetve az abbdl dsszevondassal
keletkezett értékeket a diagram minden oszlopdn. Példaként egy ilyen folyamat
nyomon kdvethetd a vastagon szedett szamokkal: az x4 szimbélum kédszavanak
a meghatarozasa.
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Amelyik oszlopban az aktudlis valészintiség egy masikkal 9sszeadddik, ott a
mellette bekarikdzva talalhato bitet az eddigi kédsz6hoz irjuk, méghozza a kodszo
elejére. fgy a negyedik szimbélumhoz tartozé kédsz6 110 lesz.

4.2. példa: Vizsgéljuk meg, hogy mennyire lett optimalis a kapott kod.

Megoldas: A kédabécé elemszdma s = 2, igy a (3.14) Shannon-féle forraskédolasi
tétel a
H(z1,22,23,74,25,26,77) < L < H(21,22,23,%4,%5,26,77) + 1 (4.1)

egyenl6tlenséggé moédosul. Ebbél a forrdsabécé entrépidja

H(z1,20,13,24,25,26,27) = —0,32log, 0,32 — 0,25log, 0,25 — 0,13 log, 0,13 —
—0,101og, 0,10 — 0,09 1og, 0,09 — 0,06 log, 0,06 —
—0,051log, 0,05 = 2,513,

az atlagos kdédsz6hossz pedig

L = 032:-2+40,52-240,13-3+0,10-3+0,09-3+ 0,06-4+0,05-4 =
— 254,

Lathat6, hogy (4.1) teljestil, s6t az atlagos kodszéhossz elég jol megkozeliti
az elméletben elérheté minimalis értéket, H(x1,22,23,24,25,26,27)-t. Az, hogy
mennyire sikertil a Huffman-féle eljarassal kapott kédok atlagos széhosszaval
megkozeliteni az optimumot, attol fligg, hogy milyenek a kédolandé szimbélumok
eléfordulasi valdszintiségei.

Gazdasagosabb az optimaélis kédszéhosszt jobban megkozelité kédokat
kaphatunk, ha az tizenetet nem bettinként kédoljuk, hanem blokkokat
épitiink a bet(ikb6l, és a blokkokat kédoljuk Huffman-eljarassal. Al-
taldban fix szdmu karakterbdl 41l blokkokat szoktak ilyen célbol épiteni.
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4.2. Aritmetikai kodolas

Az aritmetikai kédolassal eleve blokkokat lehet kédolni egy igen latvanyos
modszerrel. Els 1épésként az A forrasdbécé minden A; eleméhez hozzaren-
deltink egy Q; = [gic,¢iv) intervallumot a [0; 1) intervallumon beliil, tgy,
hogy az intervallumok teljesen lefedjék a [0; 1) intervallumot, viszont ne
legyen kozos tartomanyuk, azaz diszjunktak legyenek. (Diszjunkt halma-
zok metszete iires.) Négyelem{i forrdsabécére egy példat az alabbi dbra
mutat:

Q1 Q2 Q3 Q4

I ] ] ] ]
r T T T 1

0=gq1c q1v =G2e @2u=Gq3c  G3v=0qde Qu=1

Egy m elemt blokkot a kovetkez6képpen kédolunk: kivélasztjuk
a [0; 1)-ben az els6 elemnek megfelelé részintervallumot, ezt jeldljiik

QW = [qgl),ql(,l))—vel. Ezutan Q() lesz az alapintervallumunk, azt osztjuk
fel ugyanolyan ardnyban, mint az els6 lépésben a [0; 1)-est. Az dbran az igy
kapott @ 4j intervallumokat lehet ldtni az iménti négyelemti forrdsédbécé
maésodik intervallumédban (azaz, ha a blokk els karaktere a forrdsdbécé
masodik eleme volt):

& @ @ Q

Ezutan kivélasztjuk a masodik karakternek megfelel6 Q) = @’ interval-
lumot, és azt is felosztjuk ugyanolyan ardnyban, mint a [0; 1) intervallu-
mot, és igy tovabb, amig a blokk utols6, m-edik karakterét nem kédoltuk.
Végiil megkapjuk a mar elég kicsi, Q™) = ("™ 4™ intervallumot. Ebbél
kivélasztunk egy elemet, és az lesz a kddszavunk. Mivel sehol sem fednek
at az intervallumok, mindig vissza tudjuk kapni az eredeti blokkot, ha
tudjuk a forrdsabécét és az eredeti felosztasi ardnyokat.

Ha binérisan kédolunk célszerfi a végs6 intervallumbeli legrévidebb
bindris tortet kivalasztani kddszénak. Szintén célszer(i a gyakrabban el6for-
dulé karakterekhez hosszabb intervallumot rendelni, a ritkdbbakhoz pedig
rovid intervallumokat. Ez esetben ugyanis egy csupa gyakori karakterbdl
all6 blokkhoz hosszabb Q™ intervallum keletkezik, amelyben nagyobb
eséllyel taldlunk rovid kédszot. Ez azt eredményezi, hogy a gyakoribb
blokkokhoz révidebb kédszavakat fogunk rendelni, azaz jobban tudjuk
tomoriteni az tizenetet. Nézziink egy példat.
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4.3. példa: Legyen az a; forrdsabécébeli elem el6forduldsi valészintisége py = 1/2,
az ax-€ p; = 1/8 az as-é pedig p3 = 3/8. Osszuk fel tigy a [0; 1) intervallumot,
hogy a Q; részintervallumok hossza azonos legyen a hozzdjuk rendelt szimbélum
el6fordulési valészintiségével. Ekkor még mindig szabadon megvélaszthatjuk a
részintervallumok sorrendjét; tartozzon most a ); els6 intervallum az a; karakter-
hez, a Q2 masodik intervallum az a-hoz, a Q3 pedig az as-hoz. Az osztdspontok
igy a kovetkezd, vastag vondssal jelolt pontok lesznek:

Q1 Q2 Q3

Kédoljuk az ,,azaszaza;” blokkot aritmetikai kédolassal.

Megoldas: A blokk els6 karaktere az as, igy a Q) els6 részintervallum az alabbi
dbran vastag vonallal kiemelt [1/2; 5/8) lesz:

Q(l)

0 1/2 5/8 1

A QW részintervallum hossza [() = 1/8, ezt a kis intervallumot kell az eredeti
[0; 1) intervallum felosztdsdval megegyezd ardnyban osztani. Hogy jobban tudjuk
kovetni a folyamatot, nagyitsuk ki Q(!)-et az eredeti [0; 1) intervallummal azonos
hossztisagtra:

g? Q) a?

f } } } | } : : |

1/2 5/8

Az 4bran vastag vonallal szerepel a blokk masodik karakterének, az as-nak

megfelel§ részintervallum, melynek végpontja jelen esetben megegyezik a Q%)
(2)

kiindulési intervalluméval, azaz ¢, = 5/8, a kezd6pontja pedig
5 1 5 1 37
@ _ w2 m_ L o L 37
e’ =l Ty 2 88 T
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A kapott [37/64; 5/8) intervallum hossza [(?) = 3/64 lesz, ezt megint kinagyit-
va dbrazoljuk. Az abran megvastagitottuk a blokk harmadik karakterének, az

az-nek megfelels Q®) szakaszt.

I

@ QB 3
e, g

4 4 4
t t t T

v
37/64

4 4
1 T T 1

5/8

A harmadik szimbélumnak megfelel$ részintervallum kezd&pontja

1 37 1 3 77
@ _ @1 e 37, 1 3 77
" =4+ g 61732 61 128
a végpontja pedig
f 5 37 5 3 311
) _ @40 g2 37,5 3 3l
o) =g 64 8 64 512

A blokk utolsé, a;-es szimbélumahoz tehét az I®) = 3/512 hosszasagt Q)
intervallum els6 része fog tartozni, amint az az aldbbi dbran kinagyitva lathato.

(4)
q%4) Q q‘(’.4)

| 4 4 |

77/128

1
311/512

A QW intervallum kezd6 és végpontjai a kovetkezék

77
@)
Qe 128
@w _ 1. 1.3 619
o = 18 T3 512 T 1024°

Tehat a [77/128; 619/1024) intervallumban keresstik a legrovidebb binaris tortet.
Irjuk 4t a kezd6 és végpontokat bindris tort alakba:

[1001101; 101101011)

A két szam bindris alakja egy darabig megegyezik, utdna a kovetkezé bit a
kezd8pontban 0 (vagy semmi), a végpontban nyilvan 1 lesz.

e Ha a kezd6pont a k6zos résszel befejez6dik, akkor 6 lesz a j6 k6dszd, ha nem,
két eset lehetséges:
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e Ha a végpont ezen az 1-esen kiviil tovabbi szdmjegyeket is tartalmaz, akkor a
kozos rész egy 1-essel kiegészitve jo kodszo lesz.

e Mivel az intervallum végpontja nem tartozik az intervallumhoz, ha a széban
forgo 1-essel befejezédik a végpont bindris tortje, akkor egy 01 bitparost kell a
kozos rész utan irni, hogy a kédsz6t megkapjuk.

A mi esetlinkben a 77 /128 és a 619/1024 bindris alakjaban az els6 két bit egyezik
meg, utdna a kezdépont 0-t, a végpont 1-est és tovabbi nem csupa 0 szamjegyeket
tartalmaz, igy a méasodik eset all fenn. Az ,azasasa;” blokkhoz rendelt kédszé
tehat 101 lesz.

4.3. A Lempel-Ziv-kodolasok

A Lempel-Ziv-kédoldsokhoz nem sziikséges ismerni a kédolni kivant szim-
bolumok el6forduldsi valoszintiségét. Egy adott, véges szamu elembdl
felépiil6 bemeneti tizenetet képeziink egy véges szdmui elembdl all6 kod-
sz6halmazra, gy hogy a kédolési eljards sordn magébol az iizenetbdl di-
namikusan generdlédnak a kédszavak. Az eljarasok alapotlete az, hogy a
bemeneti szimboélumsorozatot kiilonb6z6 blokkokra bontjuk, mikézben
folyamatosan elraktarozzuk a mér latott blokkokat egy szétarban. A még
nem latott blokkoknak lényegében csak a mar latottaktol valo eltérését
taroljuk.

Példaul az LZ78 algoritmus az alabbiak szerint épiil fel. A sz6tar lancolt
lista szerkezet{i, minden sordban az egyik oszlopban a sor cimkéjét (m),
a masikban az el6zmény sorcimkéjét (n), a harmadikban pedig az utolsé
karaktert taroljuk. A kédolas elején a szétarban csak a nulladik sora van
meg, az természetesen n = 0-ra mutat és iires a szimbolum mezd&je. Amig
el nem fogynak a szimbélumok, minden 1épésben beolvassuk a kovetkezd
karaktert.

e Ha az a karakter még nem szerepel a szétdrban, akkor csindlunk egy
4j sort neki, amelynek a mutat6 része a nulladik sorra mutat, a cime
pedig eggyel nagyobb, mint az eddig szerepelt maximaélis cim.

e Ha szerepel a beolvasott karakter azon sorok valamelyikében, ame-
lyik a nulladik sorra mutat6 n-nel rendelkezik, megjegyezziik azt az
m-et, amelyik sorban van. Ha mér van megjegyzett m cimiink, akkor
természetesen azok kozott a sorok kozott keresstik a beolvasott karak-
tert, amelyek a megjegyzett cimre mutatnak, nem pedig az n = 0-s
sorokban.



4 FORRASKODOLO ELJARASOK 37

e Ha szerepel a karakter a szétarban, de nincs olyan, az utols6 megjegy-
zett m-re mutat6 sor, amelyiknek a bejegyzése az aktualis karakter,
akkor nyitunk neki egy sort, amelyiknek a sorszdma eggyel nagyobb
lesz, mint az utolsé sor szama, a mutatémezeje a megjegyzett m-edik
sorra fog mutatni.

Minden sz6tdrsor nyitdsa utdn a megjegyzett sorszdm 0-ra all vissza. Ezeket
a lépéseket addig ismételjiik, amig el nem fogy az {izenet, vagy be nem
telik a szotar. A sz6tar maximadlis méretét ugyanis tobbnyire meg szoktak
adni. Vegytink egy példat!

4.4. példa: Legyen harom karakteriink, a, b és c. Kédoljuk LZ78-as algoritmussal
az abaabaabaccbabcabcaacba tizenetet.

Megolddas: A szimbodlumsorozat alatti kapcsok jelzik az egyes 1épéseket,

a b aa ba ab a ¢ c¢cb abcabeca ac ba
o o e

a kapott szotar:

szimbélum sorozat

3

n
0

0 a
0 b

1 aa
2 ba
2 ab
1 — a
0

6

5

8

1

4

Q= W= O
SR Q@ o e

c
cb
abe
abca
ac

— ba

=0 N o
S) N |
O 2 0 0

Ahhoz, hogy a szétdrat és az lizenetet reprodukalni tudjuk, elegend6 az ,n” és
a ,szimbélum” oszlopok ismerete. Eléfordulhat, hogy tj karakter el6tt, vagy az
tizenet végén nem befejezett, frissen elraktarozott karakterlancunk van, hanem
egy olyan, amely mdr szerepel a szétarban. Ilyen esetekben nem kell 1 szétarsort
nyitni, csak az utols6 megjegyzett sorszamot kell a dekédolé tudtara adni, meg
azt, hogy nem kertilt bejegyzés a szétdrba. Ugyanez a teendd, ha a sz6tér elérte az
engedélyezett méretét; ekkor nem torténik tobb bejegyzés, csak a meglévé sorok
kozott valogatunk.
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A tovabbfejlesztett, LZW-eljards nagyobb tomoritést tesz lehet6vé. A
szotar els6 soraiban felsoroljdk az dsszes, az tizenetben eléfordulé szimboélu-
mot, ezeket a dek6dol6 is ismeri a folyamat elejét6l kezdve. A tényleges
szotarépités sordn nem hasznéljak tobbé a tényleges karaktereket, csak az
Oket tartalmaz6 szotarsor sorszamat. A modszer £6 eltérése az LZ78-astol
az, hogy egy-egy 1j szétarsor megnyitasa utdn nem nulldra all vissza az
utolsé megjegyzett sor sorszama, hanem a legutols6 karaktert rejté sor
sorszdmadra. Ez azért el6nyos, mert az utolsé karakter a kovetkezd sorozat
része lesz, igy azt nem kell ismertetni a dekddoléval.

4.5. példa: Nézziik az elébbi példat az LZW-algoritmussal kédolva.

Megoldas: Az iizenet:

AN AN AN A N
abaabaabaccbabcabcecaacha
M~ S Y N N

a kapott szotar:

m n  szimb6élum sorozat kimenet
0 0 — —

1 0 a — a”
2 0 b — ,b”
3 1 c - ¢’
4 2 b ab 1
5 1 a ba 2
6 4 a aa 1
7 6 a aba 4
8 6 b aab 6
9 5 c bac 5
10 3 c cc 3
11 3 b chb 3
12 5 b bab 5
13 2 c be 2
14 3 a ca 3
15 4 c abc 4
16 14 a caa 14
17 1 c ac 1
18 11 a cba 11
— — — a 1

A vizszintes vonal hatérolja a definidl6 és az érdemi részt. Az tizeneten kapcsos
zérojelek jelzik az egyes 1épéseket.
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Természetesen, mivel a sz6tar az tizenethez kot6dik, s minden egyes
szimboélumsorozatra mds és mas lesz. Lathato, hogy ha tomoritésre sze-
retnénk ezt az algoritmust haszndlni, rovid {izenetet nem érdemes igy
kodolni, hiszen a sz6tér felépitése az tizenet elején nagy mennyiségti plusz
adatot generdl, anélkiil, hogy lényegesen csokkentené az tizenet hosszat.
Nagyobb méreti tizenetet azonban igen j6 aranyban lehet tomoriteni ezzel
a modszerrel. Ennek az az alapja, hogy a Lempel-Ziv-algoritmusokkal
generélt ,kodszavak” kortilbeliil egyforma val6szintiséggel fordulnak el
a szovegben.

A Lempel-Ziv-kédoldsok soran a szétdrakat nem engedik a végtelen-
ségig ndni, egy idd utdn csak a mar meglévd elemekbdl épitkeznek. A
szotar méretének csokkentését segiti el6 az is, hogy a nagyon ritkan hasznalt
sorokat torlik, helyettiik gyakoribbakat toltenek be.



5 FORRASKODOLAS A GYAKORLATBAN 40

5. Forraskodolas a gyakorlatban

5.1. A mintavételezésrol és a kvantalasrol

A hangok és képek id6ben és intenzitasban is folytonos fliggvényekkel
irhatok le. Az anal6g hirkozlésben ezeket a jeleket — kisebb médositdsokkal
- valamilyen moduléci6 segitségével raiiltetik egy adott frekvencidja szi-
nuszos vivGjelre.

Digitélis hirkozlés soran ezeket a leir¢ fiiggvényeket valamilyen médon
id6ben és intenzitasban is diszkrét jelekké kell alakitani. Ez az atalakitds,
ha tigyesen csindljuk, szintén lehet8séget biztosit tomoritésre, entrépiand-
velésre.

Az els6 1épés az id6beni mintavételezés. Vegyiink egy f(t) fuggvényt.
Ennek a T' mintavételi idovel vett mintavételezettje az

szamsorozat. Sok esetben ¢ty = 0.

A mintavételi id6 meghatarozasa alapvetd feladat, hiszen ha til nagy
id6kozonként vesziink mintat, akkor sok informaciét veszithetiink a jel-
r6l, és nem lesziink képesek azt visszaéllitani. Ha igen kis id6kozonként
vesziink mintat, akkor tal sok pontunk marad, kicsi lesz a (5.1) sorozat
entrépidja, nem lesz elég nagy a tomorités, pedig a mintavételezésnek ez is
célja. A mintavételezési tétel a mintavételezési frekvencianak ad als6 korla-
tot —a mintavételezési idének fels6 korlatot. Vegytiink egy olyan jelet, amely
frekvenciatartomanyban korldtos, azaz amelynek egy % [—B,B] frekvenci-
aintervallumon kiviili 6sszetevéi (j6 kozelitéssel) nulldk. Az ilyen jeleket B
sdvra korldtozottaknak nevezik. A mintavételezési tétel szerint egy B sdvra
korlatozott jelre a mintavételi id6

™

T < B (5.2)
legyen. Ez azt jelenti, hogy a mintavételezés frekvencidja legaldbb a jel-
ben szereplé maximalis frekvencia kétszerese kell, hogy legyen. A té-
tel bizonyitdsaval nem foglalkozunk, de néhdny &brdval demonstréljuk
érvényességét. Mindharom dbran a mintavételezett szinuszos jel folytonos
vonallal, a mintavételezési pontokban vett értékei pedig sotét pottyokkel
szerepelnek. Az els6 dbran kellen kicsi mintavételezési id6t hasznaltunk,
a jelalak visszaallitasara van esély:
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A maésodik dbrdn egy a sziikséges mintavételezési frekvencianal kicsit
kisebb frekvencidval mintavételeztiik a jelet, a harmadikon pedig a sziik-
séges mintavételezési id6 kétszeresénél is nagyobb iddintervallumonként:

Lathat6, hogy a médsodik és harmadik esetben a jelalak visszaéllitdsa nem
lehetséges — feltéve, hogy nem tudjuk eleve, hogy alul mintavételeztiink.
Mindkét esetben, a mintavételezési pontok helytelen megvélasztdsa miatt,
egy sokkal kisebb frekvenciaju jelre kovetkeztethetiink a mintavételezési
pontokban felvett értékekbdl. (Bizonyos esetekben ki szoktdk haszndlni,
hogy az alul mintavételezett periodikus jelek hasonlitanak az eredetijiikre,
csak a frekvencidjuk mas. Ilyen eset, ha kozelitéleg ismerik a jel frekven-
cidjat, és a mintavételez6 anndl csak kisebb frekvencidkra képes.)
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Ha digitalisan szeretnénk tovabbitani vagy tdrolni az informdciét,
akkor a mintavételezés utani folytonos (5.1) értékeket valamilyen méd-
szerrel diszkretizalni kell. Azt az algoritmust, amellyel a jeliinket leir6
f(t) fuggvény folytonos értékkészletét nem atfeds, de Osszességében a
teljes értékkészletet lefedd intervallumokra bontjuk, majd ezekhez az in-
tervallumokhoz egy-egy — tobbnyire bindrisan jol dbrdzolhaté — szamot
rendeliink, kvantaldsnak hivjuk. A kvantéldst tobbnyire egy Q(y) fligg-
vénnyel reprezentdljuk, melynek értelmezési tartoménya a lehetséges kvan-
tdlando6 y; jelek halmaza (altaldban egy zart, de folytonos intervallum),
értékkészlete pedig véges sok szambol all. Igen kézenfekvs példaul a
kovetkezd 1épcesdsfiiggvényt valasztani kvantalonak:

Q(y)

Az ilyen kvantalok a linedris kvantdlok. Természetesen ez az egyszerfi fligg-
vény tobbnyire nem tomorit elég gazdasagosan, hiszen példaul az ember
fiil vagy szem nem egyforman érzékeny a kiilonboz6 intenzitdst hangra,
illetve fényre. Ezért tobbnyire vagy bonyolultabb kvantalast alkalmaznak,
vagy pedig kvantélés el6tt megfelel6képpen transzformdljak a jelet.

A kvantalast lehet jellemezni a négyzetes torzitassal, ami tulajdonkép-
pen az eredeti szimsornak a kvantélt szdmsortol vett eltérésnégyzeteinek
varhatoértéke: v

D(Q) = i <Z (yi — Q(yi))2> :
NS
Egy j6, az alkalmazdashoz illeszked6 kvantdlé megszerkesztése bonyolult
feladat.

Ha a kvantélas végeredménye nem bindris szam, viszont bindris jeleket
szeretnénk eredményiil, egy tjabb hozzarendeléssel kell megoldani a prob-
lémat.
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5.2. A hang kédolasa

A modernebb hangtomorits eljarasok figyelembe veszik az emberi hallds
sajatossagait. Az emberi hallas leirdsdra a frekvenciatartomédnyban 4ll-
nak rendelkezésre j6 modellek, ezért altaldban a frekvenciatartomdnyban
analizéljdk a hangokat.

J6 kozelitéssel 20 Hz és 20 kHz kozotti frekvenciaju hangokat hallunk.
Az igen alacsony és az igen magas frekvencidju hangokra azonban sokkal
kevésbé érzékeny a fiiliink, mint a 2 és 4 kHz kozotti tartomanyban, ezért
a hallhato frekvenciatartomény szélein sokkal nagyobb torzitdst enged-
hetiink meg: ott sokkal nagyobb 1épéskozii kvantélonk lehet, mint a kozép-
s frekvenciatartoméanyban. Ezen kiviil egy nagy intenzitdst hang a fiiltink
szdmadra elfedi, maszkolja a hozza kozeli frekvencidji halkabb hangokat, ha
azok vele egyid6ben szélnak. A maszkolas tulajdonképpen a nagy inten-
zitdsui hang bekapcsolésa el6tti rovid, kb. 2 ms-os, és kikapcsoldsa utdni
kb. 15 ms-os iddintervallumra is kiterjed. Mindezek kovetkezményeként
nem kell minden frekvenciatartoménybeli hangosszetev6t egyforma fel-
bontéssal kvantalni, illetve bizonyos 0sszetevk el is hagyhatok.

A CD-k kevésbé haszndljak ki ezeket a lehetSségeket, az egyes hangcsa-
torndk (sztere6 hangzas esetén példaul a jobb és a bal oldali hangcsatorna)
jeleit altaldban 44,1 kHz frekvencidval mintavételezik. A mintavételezett
jelet linedris kvantédloval 2 bajtra kvantéljak, majd megfelel6 eljardssal
rogzitik. A filmek hangtomorits eljardsai — mint az MPEG Layerl, 2, és
3 elnevezésti algoritmusai — egyre jobban kihasznéljak a maszkolds jelen-
sége dltal nyujtott lehetdségeket. A filmek hangjait 32, 44,1, vagy 48 kHz
frekvencidval mintavételezik, majd a teljes frekvenciasdvot 32 részsdvra
bontjdk. Minden részsdvban elvégeznek egy a maszkolasokat figyelembe
vevs transzformdciét — a kiillonboz6 részsadvokban kiilonbozoket —, majd a
részsdvnak megfeleld finomsaggal kvantdlnak. A fejlettebb algoritmusok
(példaul az MP3) a részsdvokat tovabb bontjdk, jobb, a maszkolast jobban
tigyelembe vev( transzformdciokat haszndlnak, a linearis kvantalé helyett
a feladathoz jobban illeszked6t alkalmaznak, illetve a kimeneti jeleket még
egy altaldnos forraskodolasi eljarassal (példaul Huffman-kéddal) tomoritik
is.

5.3. Alloképek fekete-fehérben és szinesben

A képek digitalis feldolgozdsakor az elst 1épés a kép tertiletének apré négy-
zetekre, pixelekre, val6 felbontasa. Ha a képek mozgokép részei, akkor a
pixelek szdma meghatarozott (720 x 480, az NTSC szabvény szerint, illetve
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768 x 576 a PAL szerint), egyébként tetszbleges lehet. mozgoképeknél
sziikséges adat a képfrissitési frekvencia is. Fekete-fehér képeknél az
egyes pixelekhez csak egy adatot rendelnek hozza: a képpont vildgossagat,
mig szines képeknél (néhdny eset kivételével) tobb értéket is: a vOros,
z0ld és kék szinek intenzitdsat az adott pontban, vagy a vildgossagot
és még két szinkoordinata értékét. A szintérben val6 kvantdlést a szin-
mélység jellemzi, amely azt mondja meg, hogy egy pixel leirdsara hany
bitet hasznalunk. Altaldban 8 vagy 24 bit szokott lenni a szinmélység.

Az emberi szemben taldlhaté receptorok (csapok és palcikdk) a
360 nm és 830 nm kozotti hullimhossza fényre érzékenyek. Altaldban
a harom kiilonb6z6 hulldmhossz-tartomanyt fényre érzékeny harom-
féle csap alakitja ki f6ként a latast, mindegyiknek az intenzitdsra val6
érzékenysége kozel linedris (legaldbbis egy tartomanyon beliil). A szem
dltalaban a fényességbeli eltérésekre jobban reagél, mint a szin eltéré-
seire. Konnyebben észrevesziink egy halvanyabb mintadzatot, hogyha az
ritkdbb, mintha stirtibb, tehat a kiilonboz6 térbeli frekvencidval rendelkezé
képosszetevOkre sem egyforma a szem érzékenysége. Sok helyen ezt ki is
hasznaljak, a nagyobb térbeli frekvencidji komponenseket elhagyjak, féleg,
ha példaul filmben csak rovid ideig jelenik meg.

A szineket két kiilonbz6, de egymadsba transzformélhatd, harom kom-
ponensti vektorral szoktdk leirni. A televiziékban altaldban egy pixelhez
harom kiilonb6z6 szinti pont (példaul elektronok &ltal besugarzott foszfor-
potty, vilagito tranzisztor) tartozik: piros, zold és kék. Attdl figgben latjuk
a képpontot valamilyen szinfinek, hogy az egyes pottyok milyen intenzi-
tassal vildgitanak. Az RGB (red, green, blue) paraméterek mindegyikét
legtobbszor nyolc biten kvantaljak, ez dltaldban elegendden finom osztés,
224-féle szint képes megkiilonboztetni. Ez a harom paraméter helyettesit-
heté masik hdrommal, az Y luminancidval, amely a képpont fényességét
irja le, és a két krominancidval, C,-rel és Cj-vel, amelyek a szinérzetért
felelsek. Mivel a szem a fény intenzitdsara érzékenyebb, mint a szinre, az
utébbiak kvantaldsakor nagyobb torzitast engedhetiink meg, mint Y'-ndl.

5.3.1. A GIF (Graphics Interchange Format) szabvany

Ez a szabvany nem hagy el részleteket a képbdl, a soronként leta-
pogatott, mintavételezett, kvantalt jelsorozatot tomoriti egy Lempel-Ziv-
algoritmussal. A szineket indexelt taroldssal kezeli. Ez azt jelenti, hogy a
szinértékekbdl (azok RGB koordinétaibol) tablazatot alakit ki, és az egyes
képpontokhoz csak a megfelel elem cimkéjét kell eltarolni. Az igy kapott
szimbodlumsorozatot tomoritik LZW algoritmussal. Mivel a tablazatot —
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melyet ez esetben palettinak hivnak — és a Lempel-Ziv-kod szoétarat el kell
raktarozni, egy ilyen tomorités csak kelléen nagy képeknél tud kifizetddni.

Akkor célszer(i ezt az algoritmust haszndlni, ha a képen csak kevés
szin van, igy kicsi lesz a paletta. Hatékony a mddszer akkor is, ha egy-egy
szin nagyobb feliileteket t6lt ki, hiszen ilyenkor a Lempel-Ziv-tomorités
a hosszan ismétl6d6 szimbolumokat egy rovid kédszoba viszi. Ilyenek
példaul a szamitégépeken szerepld ikonok: kevés szinbdl épitkeznek és
egy-egy szint nagy, kiterjedt feliileten haszndlnak. A palettat lehet mester-
ségesen is csokkenteni: egy olyan szin helyett, amely még nem szerepel
a tdblazatban, lehet egy hozza kozeli, mar szerepl6 szinre mutatni. A
tényképek tomoritésére a moédszer nem igazdn megfeleld.

A tomoritett kép elején kozlik a kép méretét, és a paletta elemeinek
megcimkézésére hasznalt bitek szamat. A paletta a kddolds sordn folya-
matosan néhet, ha alulbecsiiltiik az elején a sziikséges szinek szamaét, és
tele lesz a tdbldzatunk, a program megdupldzza annak méretét, és eggyel
megnoveli a cimkézésre felhasznalt bitek szdmat. Csak addig dupladz, amig
a felhasznalt szinek szdma el nem ér egy korlatot (2!2), utdna mar csak a
palettan szerepld szinekkel kozelit.

5.3.2. A JPEG (Joint Photographic Experts Group) szabvany

A nyolcvanas évek kdzepén Osszefogott az International Telecommunica-
tion Union (ITU) és az International Organisation for Standardization (az
ISO) néhany hozzaérté embere, hogy létrehozzon egy szabvanyrendszert a
szines és fekete-fehér alloképek tomoritésére. A két szervezetb6l alakult cso-
port nevezte magat, illetve az 4ltaluk kidolgozott és 6sszegyijtott kodola-
sokat JPEG-nek. A szabvany keretet kindl veszteségmentes és veszteséges
tomoritésre is.

A veszteségmentes tomoritési eljardsuk egy tgynevezett prediktiv ko-
dolds (predikci6 —joslas), amely az egy képponthoz tartozoé intenzitdsértékek
helyett csak azoknak egy az intenzitast becsl6 értéktdl valo kis eltérését

sz 2

tarolja el. A becstilt értéket mindig mar meglévd szomszédos képpontok
intenzitasaibdl allitjak els. A képnél egy pixel mar meglév harom szom-
szédos képpontja a folotte, az el6tte és az el6tte dtlosan felfelé 16vd pont.
Ha elég j6 az ezekbdl — példaul ezek szamtani kdzepeként — szarmaztatott
becslés, akkor igen kicsi eltérést kell eltarolni, ami természetesen kevesebb
tarat igényel. A kapott eltéréseket egyfajta aritmetikai kodolassal tomoritik.

A veszteséges kodoldsoknal el6szor eldallitjdk és kiilonvalasztjak a
hdrom képsikot (az Y luminancidt és a két C;. és Cj krominanciét). A JPEG

teljesen elszepardlva kezeli a hdrom képsikot; egy szines kép helyett hdrom



5 FORRASKODOLAS A GYAKORLATBAN 46

egyszinfit haszndl. Azt megengedi, hogy a harom képsik mds és més térbeli
felbontast hasznéljon. Mindharom szint 8 — 8 biten taroljak képpontonként,
de egy-egy képpont a két krominancia-képben altaldban nagyobb, mint
a finomabb térbeli felbontdsti luminancia sikban. Ezek utan a kédol6 a
kovetkezé 1épéseket hajtja végre:

e Felbontja a képeket 8 x 8 pixeles négyzetekre, tigynevezett csempékre.

e minden csempét diszkrét koszinusz transzformdciénak vet ala. Igy kap
a frekvenciatartomanyban egy val6s szamokbdl 4116 sorozatot.

e A kapott valés szamsorozatot tGjfent kvantdlja, hogy egész értékei
legyenek. A kvantdl6 egyenletes, de a 1épéskoze a csempe minden
elemére (a csempében taldlhato kiilonbozé frekvenciaja tagokra) mas
és mas lehet. A csempe elemei tgy helyezkednek el, hogy kisebb
frekvencids tagok — amelyekre a szem érzékenyebb — a bal fels6 sarok-
ba kertilnek, 6ket szokds kisebb 1épéskozzel kvantélni, a nagyobb
frekvencids, jobb als6 elemeket nagy 1épéskozzel. Az egyes elemekre
vonatkozé kvantdldsi lépéskiozoket is el kell tarolni egy tdblazatban.

¢ A nagyfrekvencids, majdnem nulla elemeket a csempében elhagyja
a tomorits eljaras. Igy tehdt a csempe jobb alsé sarkaban szinte csak
nulla van. Annak érdekében, hogy ezek egy hosszu nulldkbol 4ll6
sorozatot alkossanak, amelyet konnyti kezelni, a JPEG a kovetkez6
kiolvasdsi sorrendet haszndlja:

— 'y, >,

v y

e Azugynevezett futamhossz-kédolds soran a kapott, sok nullat tartalmazé
sorozatot tigy bontjak részekre, hogy minden részsorozat valamennyi
(lehet nulla is) nulldval kezd6djon, és egyetlen nem nulla elemmel
végz6djon. Egy ilyen részsorozathoz hozzéarendel a kéd harom szamot:
a nulldk szamat, a nem nulla elem leirdasdhoz hasznalt bitek szamat
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és a nem nulla elem értékét. Lathatd, hogy a kiilonb6z6 értékeket
kiilonb6z6 bit pontossaggal lehet a JPEG-en beliil tarolni.

o Végiil Huffman-kéddal tomoriti a kapott szamharmasokbdl az els6 két-
két elemet. A Huffman-kédot nem lehet megvalasztani, az rogzitett a
szabvanyban. Kés6bbi verzidkban aritmetikai kédolds is lehetséges.

Ha egy 24 bit/képpontos képet JPEG-gel tomoritenek képpontonként
2 bitesre, a kiilonbség alig észrevehetd.

A JPEG2000 szabvany alapvet6 tjdonsaga az, hogy diszkrét koszi-
nusz transzformdci6 helyett wavelet-transzformdciét alkalmaz. A wavelet-
transzformdcié képes arra, hogy helyrél helyre kiilonb6z6 frekvencidju
felbontast haszndljon, az éles hatarvonalakon lokélisan finomabb felbontés
lehetséges, mint a homogénebb hattéren. Ha azonos tomoritési ardnyt
hasznalunk, az éles vonalak kevésbé elmosddottak JPEG2000-rel, mint az
eredeti JPEG szabvany esetén, amely az egész blokkot egyféle felbontasi
szinten kezel$ koszinusz transzformaciét alkalmaz.

5.4. Mozgoképek

A hagyomanyos videoszalagra minden képkockat egyforma szamu bittel
irtak le, igy a folytonos szalagolvasasi sebesség folytonos filmnézést tett
lehet6vé. Lehetetlen volt azonban a — mintavételezés és a kvantalds finom-
sdgdnak megvdélasztdsan tdal — a mozgdképet tomoriteni, igy a filmeket
leir6 fajlok igen nagyok voltak. A videoszalag hosszat a film hosszanak
megfelel6re vagtak, azt oda-vissza le lehet jatszani, és odébb is lehet tekerni.
A CD-k majd DVD-k megjelenése tette sziikségessé a mozgokép-tomoritést,
hiszen azokat nem kell feltétlentil 4lland6 sebességgel forgatni.

Az MPEG, a Moving Picture Experts Group az ISO egy csoportja, amely
a veszteséges mozgOkép-tomorités szabvanyositdsaval foglalkozik. Ezen
szabvanyokat mind a digitalis televizi6zdsban, mind a filmeknél, mind
pedig az interaktiv multimédias alkalmazasokban hasznaljak. Mivel egy
mozgokép mintavételezése és kvantalasa rendkiviil nagyméretii adatfolya-
mokat eredményez, igen nagy tomoritésre van sziikség.

Az MPEG-gel kédolt bitfolyam kiilonb6z6 részekbdl tevodik dssze.

o Alegb6vebb halmaz a videoszekvencia, amelynek a fejléce tartalmazza
a képméretet, képsebességet és a képsorozat fontos paramétereit.

e A videoszekvencia képcsoportokbol 4ll. Egy képcsoport tobb, egymds
utani kép. Minden képcsoportot kiilon, egymastol fliggetleniil kédol-
nak.
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A képeknek harom tipusat kiilonbozteti meg a szabvény, ezeket a
tipusokat I-vel, P-vel és B-vel jeldli.

o A képek sdvokbdl dllnak, és a savok elején mindig ugyanaz a bitsorozat
talalhato, hogy ha valamilyen adatatviteli hiba 1ép fel, akkor is tudja a
dekoédold, hogy hol vagyunk, azaz képes legyen a jellel szinkronizal6d-
ni.

e Egy sav 16 makroblokkbdl éptil fel, egy-egy makroblokk 16 x 16 képpont
leirdsara szolgal.

¢ A makroblokkok mindegyike 6 blokk egyiittese. Minden blokk 8 x 8-
as métrix. Két blokk irja le a két krominancidt, a maradék négy a
luminanciét, amelyet kétszer finomabb térbeli felbontassal kezel a kod.

Egy mozgoképben éltalaban az egymdst kovetd képek csak kis mértékben
térnek el egymadstol, igy elvileg sziikségtelen lenne minden képkockat
tarolni, elegendd lenne csak a hasonlé képek koziil az els6t, és aztan a
tobbinek csak az ett6l valo eltérését. A kiilonbség kédolédsa a gyakorlatban
ugy torténik meg, hogy az egyes makroblokkokhoz megkeresik az el6z4 és
esetleg a kovetkez6 képeken az adott makroblokkra leginkdbb hasonlit6
részletet, megjegyzik, hogy a vizsgélt makroblokk mennyire van eltolva
azokhoz képest, és hogy a makroblokk mennyiben tér el az azokbdl becstilt
értéktdl. (Az azokbol becsiilt érték lehet egyszertien a megel6z6 képen
a hasonl6 részlet értéke, de lehet tobb kornyezd képbdl képzett atlag is.)
Minden — nem végas utdni — kép egy makroblokkjanak kédolasdhoz tehat
hat kiilonbségekbdl 4ll6 kis méretti blokk és két mozgésvektor tartozik. A
blokkokat aztan lehet a JPEG-hez hasonlé médon tomoriteni.

Ha igy k6dolnank, nem lenne lehetség a filmbe akarhol bekapcsolédni,
mindig csak a vagasok elején, mert az egész képsorozat dekddolasdhoz
kellene a legels6 kép. Hogy mégis barhol el lehessen kezdeni nézni a
mozgoképet, bizonyos 1épéskdzonként a teljes képkockat meghagyjak, és
azt tomoritik a JPEG-hez hasonlé médon. Az ilyen képkockékat jelolik I-vel,
és a két I tipusu filmkocka kozotti képek alkotjdk a képcsoportokat. Az egyes
képcsoportok tovabbi részekre bomlanak. Minden harmadik elemet csak
az azt hdrommal megel6z6 képbdl szdrmaztatjdk. Ezek a P tipust képek, és
csak egyetlen, (vagy P, vagy I tipusti) képbdl eredeztethetk. A tobbi képet
az id6ben eggyel el6ttiik és az eggyel utanuk 1évo P vagy I filmkockabol
szdrmaztatjdk, ezek a B képek. A B tipust nem hasznaljak fel masik B-kép
kédoldsakor, mert tgy el6fordulhatna, hogy oda-vissza utal a két kocka
egymasra, és nem lehetne dekédolni. Az alabbi dbra szemlélteti az egyes
képkockdk egymdsbol szarmaztatdsat. A dupldn bekeretezett kockdk az I
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tipusuak, a vastag vonallal rajzolt iiresek a P tipusuak, a vékony vonala-
sok B-képek. A nyilak az el6allitott képkockdkba mutatnak a becsléshez
felhasznédlt kockdkbol.

| B B P B B P B B I B
— — — —
Bm: :m: :ﬂ*_{:}#gjzﬁ

Nem kotott, hogy két I-kép kozott hany P-tipust helyezkedik el, igy lehet
a vagasokat s a hosszabb alloképeket gazdasdgosan tomoriteni. Gyakran
haszndljdk az &dbran lathat6é két P-s sémat. Lathato, hogy egyetlen kép
sem hivatkozik a két I altal meghatarozott zart intervallumon kiviilre, igy
igen minimélis szamoldssal barhovéa be lehet csatlakozni, barhonnan el
lehet kezdeni nézni a filmet. Ezt szolgélja az is, hogy a B képeket a kédolt
adatfolyamban hétrébb toljak, kozvetlen az eldallitdsukhoz sziikséges I
vagy P tipusti kocka mogé gy, hogy ha csak a B-k sorrendjét nézziik, ne
legyen keveredés. Ha igy rendezziik a filmkockakat, akkor mindig csak
egy irdnyba (visszafelé) kell keresni a el6zményeket, igy az adatfolyam
konnyebben kezelhets. Kiolvasdskor természetesen a dek6dol6 tudja, hogy
az adott B képet hamarabb kell levetiteni.
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6. Ut a csatornan at — a digitalis modulaciordl és a
dontésrol

6.1. A digitalis modulaciorol

Eddig igen absztrakt szimb6lumok hordoztak az informaciét, de nyilvan
kevés csatorna képes példaul 0-s és 1-es szdmokat, vagy a, b, c bettiket
tovédbbitani. A csatorndk altaldban valamilyen tipusu jelek atvitelére al-
kalmasak, igy az absztrakt szimbélumoknak kiilonb6z6 paraméterekkel
jellemzett elektromos dramot, mégnesezettséget, elektromagneses hullé-
mot, vagy példaul kristalyszerkezeti allapotokat kell megfeleltetni. Ha
példaul egy id6intervallumban folyt d&ram a vezet&ben, azt vehetjiik 1-es
bitnek, ha nem - illetve csak egy referencia értéknél kisebb folyt —, 0-nak.
Hasonl6képpen, egy magneses lemez vagy szalag adott pontjdn a mag-
nesezettség két irdnya, mig az optikai lemezek (CD, DVD) pontjaiban az
anyag kristdlyos vagy amorf szerkezete, és igy két kiillonboz6 fénytorési
jellemz&je feleltetheté meg a két bitnek.

Az elektromdgneses hullamok sokkal tobb lehet&séget tartogatnak an-
nél, hogy van hullam, vagy nincs. A fény- és radidhulldmok hdrom f6
jellemzé&vel irhatdk le: a frekvencidjukkal, az amplitidéjukkal és a fazis-
szogiikkel. Mindhdrom hordozhat mind digitalis, mind pedig analég in-
forméciot, melyek koziil az elébbivel fogunk foglalkozni. A modulalt
jelalakok leirhaték egy adott wy korfrekvenciaja, Ag amplitadoju, g fazis-
szogli harmonikus jel (A sin(wot + ¢)), az tgynevezett vivéjel kiilonb6z6
modositasaiként. A digitdlis moduldcié alapétlete az, hogy az id6t diszkrét,
nem &atfedd, T hossztisdgu intervallumokra bontjuk, a szimbdélumainknak
megfeleltetiink egy-egy rendelkezésre all6 1" hossztsagu jelszakaszt, és az
i-edik id6intervallumban az i-edik szimb6lumhoz hozzéarendelt jelalakot
adjuk le. Az id¢ intervallumokra valé felbontasdhoz sziikség van egy ora-
jelre, s az orajel frekvencidjat a demodulatorban is ismerni kell. Ezen kiviil a
demoduléator szinkronban miikodik a modulétorral, ismeri a rendelkezésre
allo jelalakokat és a vivGjelet, ezek alapjan dont arrdl, hogy melyikhez
hasonlit legjobban a vett jel, melyik szimbélumnak megfeleld jelalakot
adhattak le.

6.1.1. Impulzus amplituidomodulacié - PAM

Az amplittdémoduléci6 sordn az A sin(wot + ¢) vivojel amplitadoéjat val-
toztatjdk meg a
yi(t) = a; - Agsin(wot + ¢)
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formula szerint, és az i-edik bithez y;(t)-nek a ¢ € [0,T) intervallumbeli
szakaszat feleltetik meg. A bindris amplittdémodulécional lehet példdul
ap = 0ésa; =1, vagy ap = —1 és a; = 1, anégyes AM esetén a négy
kiilonbozé érték ag = —2, a1 = —1, ag = 1 és a3 = 2. lllusztracidként alljon
itt az 10010111 bitsorozatbol méasodik tipust moduldciéval 1étrejott jel (ha
a T éppen a vivéjel periddusideje):

AN AN
WY WV

és a 20231203 szimbolumsorozatbdl a fent leirt médon négyes amplittidé-
moduldci6 segitségével létrehozott jel:

Az dbrakon két fliggbleges szaggatott vonal hatarolja az egyes id6interval-
lumokat. Az amlitidoéfaktorok lehetnek komplex szdmok is, ekkor a jelnek
nem csak az amplitiddja, hanem a fazisa is médosul.

6.1.2. Fazismodulacio — PSK

Az fazistoldsos modulédcié a harmonikus A sin(wot + ¢) vivojel fazisat
véltoztatja meg, igy a modulalt jel [i7',(i + 1)T") szakasza

yi(t) = Agsin(wot + ¢ + 1)

lesz aszerint, hogy az i-edik poziciéban melyik szimbdélum volt. Tipikusan
a 360°-ot 2" egyenld részre osztjak, ezeknek felelnek meg a 1/;-k. A bindris
fazismodulacional (BPSK) ¢y = 0°, 11 = 180°, a kvadrattara fazismodula-
cioéndl (QPSK, vagy 4PSK) g = 0°, ¢1 = 90°, 1o = 180° és 3 = 270°,
a 8PSK-nél pedig vy = 0°, ¥ = 45°, ¥ = 90°, Y3 = 135°, ¥y = 180°,
s = 225°, 1pg = 270° és 7 = 315°. Illusztracidként a 20231103 szimbdlum-
sorozatb6l QPSK-val létrehozott jel:
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6.1.3. Frekvenciamodulacio — FSK

Ezek utdn konnyi rdjonni, hogy az i-edik szimb6lumhoz rendelt, frekven-
ciamodulélt jelalak

yi(t) = Agsin((wo + a; - we)t + @)

lesz. A bindris frekvenciamodulaciéra példaul ap = 1, oy = —1. Ha
we = wo/4, akkor az 10010111 bitsorozatbdl a

jelet kapjuk.

6.2. A csatorna megosztasarol

A hirkozlési csatorndk véges savszélességtiek, igy mivel igen sok felhasz-
nalo szeretne egyszerre egy csatornat haszndalni, azt valamilyen médszerrel
meg kell osztani. Azokat az eljardsokat, amelyek lehet6vé teszik azt, hogy
a jelatvitel csoportosan, a csatorna megosztasaval torténjen, nyaldbolasi
vagy multiplexelési technikdknak hivjuk.

Egy koz0s csatornat frekvencidban és id6ben is meg lehet osztani. A
frekvenciaosztast multiplexelés, vagy FDM (Frequency Division Multi-
plexing) a csatorna frekvenciasavjat tobb alsdvra bontja. Olyan modula-
ciokat alkalmaz, amelyek az atvinni kivant tobb adatfolyambdl egy-egy
szimbdélumsorozatot csak egy alsavba visznek. Az egyes vevdk tudjak,
hogy az 6ket érdekld informdacié milyen frekvenciatartomanyban taldlhato,
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és annak megfelel6 sdvsziirre vezetik el6szor a vett jelet. Ha tobb felhasz-
nalo egy csatornat haszndlhat, a csatorna frekvenciaosztassal tobbszorosen
hozzéférhetd, vagy FDMA (Frequency Division Multiple Access).

Az idGosztassal tobbszorosen hozzaférhet6 TDMA (Time Division
Multiple Access) csatorndkon miikodd rendszerek, egy-egy felhaszndlénak
csak bizonyos idintervallumokban engedik az informécié adasat és vételét.

A fenti két modszer lényegében azt eredményezi, hogy hidba talalkoz-
nak és adédnak 6ssze a kiilonboz6 jelek a csatornan beliil, a vevék nem
fogjak azt érzékelni, mert a savsz{irdjiik elnyomja az idegen jeleket, illetve
id8osztasos multiplexelésnél az § id6intervallumaikban masok nem adhat-
nak. Lehetséges azonban az is, hogy az egyes felhasznal6parok a 0 és 1
bitjeiket csak rajuk jellemz6 és altaluk ismert, hosszabb (16, 32 vagy 64 bites)
sorozat és annak ellentettje formajéban kozlik egymassal. Ugy vélasztjak
meg ezeket a sorozatokat, hogy azok a tobbi felhaszndld sorozatdval dsszeszo-
rozva nulldt adjanak, mig a sajatjukkal 1-et (illetve az ellentett sorozat esetén
—1-et). Ez a csatornafelosztas a kozvetlen sorozati kédosztisos tobb-
szoros hozzaférés, vagy angol roviditéssel a DSSSMA (Direct Sequence
Spread Spectrum Multiple Access). Kddosztisnak azért hivjadk, mert az
egyes felhaszndlok kodjaik — a csak ré jellemz6 sorozataik — segitségével
ugy osztjak fel egymds kozott a csatornat, hogy azt frekvencidban és idSben
korlatozatlanul igénybe vehetik. Elképzelhet6 a kiosztott kod méasféle fel-
hasznalésa is. A kovetkez6 két bekezdés ezeket a lehetéségeket foglalja
Ossze.

Igen elterjedt a frekvenciaugratasos spektrumszoéras (FH — Frequency
Hopping) is. Ezesetben a csatorna tobb rész-frekvenciasavra van bontva, és
az ado az eldre elkiildott sorozat elemeinek megfeleléen 7" idénként masik
alsdvban ad. Ha példdul az ad6 és a vevd a 241528 . . . sorozatot kapta, hogy
az adds kezdetét6l szamitott T ideig a méasodik frekvenciasavban kell adnia,
illetve vennie, T-t6l 27-ig a negyedikben, és igy tovabb. A j6 kédoknél
ritkdn fordul az el6, hogy két felhasznalé is ad egy frekvenciasdvban, azaz
hogy iitkozés kovetkezik be. Attdl fiiggden nevezik a rendszert lassii vagy
gyors frekvenciaugratdsiinak, hogy a T id6 hosszabb-e anndl, ameddig egy
bitnyi informaci6 4dthalad a csatorndn vagy révidebb. Lassu frekvenciaug-
ratast haszndl példaul a GSM.

Az el6re kiosztott kodok felhasznaldsanak harmadik médja az, ha a
frekvenciaugratdsnal felvazolt eljarast az id6intervallum tovabbi osztasaval
kapott id6sdvok kozotti ugratdsra haszndljak.

Nagy el6nye a kddosztdsos nyaldboldsnak (CDMA — Code Division Mul-
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tiple Access), hogy a rendelkezésre 4116 részsdvokndl nagyobb szam1 fel-
hasznalé6t képes kezelni (persze nem akar példdul mindenki egyszerre
telefondlni, igy sok a passziv tag). Nem sziikséges minden egyes beren-
dezést egy kozponthoz szinkronizalni, ami megkonnyiti a kezelhetéséget.
Minden felhasznal6 tetsz6leges id6pontban kezdhet el kommunikalni.

Ahhoz, hogy ezt lehetévé tegyék, a kiosztott kddoknak — akar kozvetlen
sorozatd, akdr ugratdsos CDMA-r6l beszéliink — igen specidlisaknak kell
lennitik.

e Ahhoz, hogy a sok felhaszndl6t kezelni tudjdk, a kiilonbozd fel-
hasznéloknak kiosztott sorozatoknak nagyon kiilonbozéeknek kell
lenniiik, hogy a csatornaban valé iitkozések szamat minimalizaljak.
Mivel tobbnyire nem egyidében kezdik el haszndlni a csatornét a
kiilonb6z6 adé-vevs parosok, sziikséges az is, hogy a kédok iddbeli
eltoltja kellGen eltéré legyen. Két, idében egymashoz képest tetsz6lege-
sen eltolt fiiggvény, illetve sorozat hasonlésagat keresztkorreldciéval
mérik. A j6 kédoknak tehdt kicsi a keresztkorrelacidjuk.

e Ahhoz, hogy a kozponti szinkronizaci6 elkertilhetd legyen az egyes
koédoknak és az id6ben eltoltjuknak is kell6 mértékben kiilonboznitik
kell. Egy fliggvény vagy sorozat onmaganak idébeli eltoltjdhoz valé
hasonldsédgat a fliggvény;, illetve sorozat autokorreldciéja jellemzi. A
jo kédoknak tehat az autokorrelacidja is kicsi.

6.3. A dontésrol

Az informdcidatviteli csatorndk tobbnyire bizonyos mértékben torzitjdk
a rajtuk athalado jeleket. Ezt a torzitast tgy szoktdk modellezni, hogy a
bemeneti jelhez valamiféle zajt adnak hozz4, s igy kapjak meg a csatorna
kimenetén a vett jelet.

Ha visszagondolunk a digitdlis moduldciok demodulétoraira, azok
képesek voltak a vett jelet megfelel6képpen szakaszokra bontani, s a sza-
kaszokrél eldonteni, hogy azok milyen szimbélumhoz tartozé jelalakok
lehettek a csatorna bemenetén. Hogy a rendszerbe ne vigyiink be tjabb
bizonytalansagot, egy bizonyos vett jelalakhoz mindig ugyanazt a szim-
bélumot kell véalasztani.

Tegytik fel, hogy a csatorna bemenetén a C; € C elemek fordulhatnak
el6, a kimenetén pedig az X halmaz elemei. Ha a megfigyelt X jelalakbol
szeretnénk arra kovetkeztetni, mik voltak a megfelel6 C;-k, a folyamatot
le tudjuk irni egy g : X — C fuiggvénnyel. A g(X) fliggvényt dontésnek
nevezziik. (Ha a g értékkészlete, azaz a C halmaz nem véges sok elembdl
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all, akkor a fiiggvényt nem dontésnek, hanem becslésnek hivjuk.) Az adott
dontés josdgat altaldban valamilyen koltségfiiggvénnyel szoktdk jellemezni.
A dontés sordn aztdn arra torekednek, hogy e koltségfiiggvény varhato
értéke minimadlis legyen. A kovetkez6 két szakasz két kiilonb6z6 lehet-
séges koltségfiliggvényrdl — az a posteriori valoszintiségeknek, illetve a
likelihoodnak a reciprokarol — fog sz6lIni.

Az az esemény, ha a C; mellett dontiink, az i-edik hipotézis. Az X
halmaz azon D) részhalmaza, amelynek vétele esetén mindig az i-edik
hipotézist tessziik (azaz mindig a C; elem mellett dontiink), a g fligg-
vény i-edik dontési tartomanya. Ha ismerjiik a g dontés 6sszes dontési
tartomanyat, azzal tulajdonképpen megadjuk az egész g fiiggvényt. Ha
tudjuk, hogy az adott C; elemek p(C;) valészintiséggel fordulnak eld, a
p(Ch), p(Ca), ... ,p(Cy,) valészintiségeket a priori valésziniiségeknek nevez-
ziik. A p(C;|X;) valészintiségekre pedig, mint a posteriori valésziniiségekre
szoktak hivatkozni.

6.3.1. Bayes-dontés

Valasszuk meg tigy az i-edik dontési tartomanyt, hogy minden x € Dg)—re
p(Cilz) < p(Cj|z) legyen, minden j-re, ha i # j. Ez aztjelenti, hogy Dg)—be
csak olyan elemeket valogattunk, amelyeknek a vétele esetén az i-edik
C-beli elem adasa volt a legval6szin{ibb. (Ha esetleg tobb , legval6szin{ibb”
C; is van, akkor valahogy vélasztunk koziiliik, példdul a legkisebb indextit.
Nem engediink meg atfedést a dontési tartomanyok kozott.) A

gp(z) =C; haz € Dg) (6.1)

dontést Bayes-dontésnek, vagy maximum a posteriori dontésnek nevezziik.
A Bayes-dontés optimalis, neki a legkisebb a hibavalészin{isége, de csak
akkor alkalmazhat6, hogy ha ismerjiik az a posteriori valészintiségeket.
Ha valamilyen okbdl azok ismeretlenek, akkor méas dontési stratégiat kell
bevezetniink. (Az a ritkdbb, ha ismertek az a posteriori val6szintiségek.)

6.3.2. Maximum likelihood dontés

Egy a Bayes-dontés helyett alkalmazhaté megoldds a maximum likelihood
dontés. Elképzelhetd, hogy a p(C;|X;) val6szinliségeket ugyan nem ismer-
juk, de azt tudjuk, hogy ha C; volt a csatorna bemenetén, akkor milyen
valdszintiséggel lesz a kimeneten X, azaz, mik a p(X;|C;) val6szintiségek.
A p(X;|C;) mennyiséget likelihoodnak neveziink a maximum likelihood don-

tés sordn pedig a DE\? 1, dontési tartomanyokba azon x € X-ek tartoznak,
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melyekre a p(x|C;) maximalis. Ez formulakkal a kovetkez6képpen irhat6
le:

gB(.T) = C} hax € D%?L
és '
x € Dg\Z)L, ha p (z|C;) = mgxp(x\Ck). (6.2)

Ha az a posteriori val6szintiségek egyenl6k, akkor a maximum likelihood
dontés megegyezik a Bayes-dontéssel.

Fontos latni a két dontési folyamat kozotti kiillonbséget. A Bayes-
dontésnél példdul egy X; szimbolum vétele esetén amellett a leadott szim-
bélum mellett dontiink, amelynek a legnagyobb a valészintisége, feltéve,
hogy a megadott szimbdélumot vettiik. A maximum likelihood dontésnél
viszont az dsszes leadhato jel koziil amellett aszimbélum mellett dontiink,
amelynek az adasa esetén a legnagyobb a valdszintisége annak, hogy az
X;-t vessziik.

Példaul egy csatornat altaldban a p(X;|C;) feltételes valdszintiséggel
szoktak megadni, igy a maximum likelihood dontés meghozasa igen egy-
szerli. Ahhoz viszont, hogy Bayes-dontést tudjunk hozni, ismerni kell a
bemeneti és a kimeneti szimbélumok el6fordulasi statisztikajat, hiszen ha
felhaszndljuk p(X;|C;) és p(C;| X;) (2.2) definiciés Osszefliggéseit,

p(X;|C;) - p(Cy)
p(X;)

Ez azt jelenti, hogy nem csak a csatorndrél, hanem a forrasrol: a csatorna
hasznélatarodl is adatokkal kell rendelkezniink, és ez nem tul gyakori eset.

p(CilX;) =
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7. Csatornakodolas

A Shannon-féle hirkozlési modell szerint csatorna minden olyan kozeg
vagy eszkoz, amely képes arra, hogy informaci6t szallitson két kiilonb6z6
térbeli és id6beli pont: a forrds és a nyel6 kozott. A csatornan valé athala-
das sordn azonban az iizenet médosulhat, dtalakulhatnak bizonyos jelek
masokkd, vagy akar torlddhetnek is. Az ilyen csatorndk a zajos csatornak.
Zajmentes csatorndk csak igen ritkdn fordulnak el®, ilyenek példaul (egy
ideig) a nyomtatott konyvek, ha nem kdrosodnak — nem &znak, szakad-
nak el, vagy égnek meg, nem esnek bele egy nagy adag festékbe. Az
elektronikus csatorndk tobbnyire zajosak, legyen sz6 akar a leveg6rdl, s a
benne terjed6 elektromagneses hulldimokroél, akar egy koax kabelrél, akar
pedig a szamit6gép merevlemezérdl. A csatorna zajossaganak elfogadott
mértéke a jel-zaj ardny, avagy az SNR (signal to noise ratio), amelyet a
kovetkezdképpen szoktak definidlni: Legyen a jel dtlagos teljesitménye S,
a zajé N, ekkor

SNR = 201g <§) .

A mértékegység decibel.

R it e il —

A decibelt altaldban az er&sités jellemzésére szoktak alkalmazni, az
erdsitési arany tizes alapt logaritmusat — pontosabban annak htszszo-
roséat — lehet decibelben mérni. A hangerd esetében a jellemezni kivant
hang intenzitdsdnak egy adott, egyezményben fixalt hangintenzitdshoz

Fel fogjuk tenni a kovetkez6kben, hogy a csatornank diszkrét jeleket
visz dt, tovabbd nem nyel el és nem bocsat ki tj jeleket: egy bemeneti
szimbodlum hatédsdra egy szimbd6lum jelenik meg a kimeneten; persze nem
feltétlentil mindig ugyanaz a szimbdélum. Az ilyen csatorndkat szinkron
csatornaknak nevezik.

7.1. A csatorna jellemzése, csatornamatrix

Egy csatornat tigy tudunk megadni, ha megadjuk a C' = {¢j, c2,....,c}
bemeneti és a X = {z1,22,...,z,} kimenti jelkészletét, valamint a p(z;|c;)
feltételes valdszintiséget, azaz minden bemeneti jelre megadjuk, milyen
lehetséges kimeneti jeleket vonhat maga utan, s mekkora valészintiséggel.

Akkor memodriamentes a diszkrét csatorndnk, ha a csatorna kimenetén
megjelend jelek mindig csak az aktudlis bementtél fiiggenek, azaz
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az egymadst kovetd szimbolumoknak a csatornan valé 4dthaladasa
fuggetlen esemény. Adjunk le a csatorndnkon egymds utan n darab

szimbolumot, ¢ 2 . (Mgt ez eredményezze a kimeneten az
M 22 2 jelsorozatot. Ennek az eseménynek a valészintisége
p(eM 2@ MM (2 (M) A memériamentesség kovetelménye

megfogalmazhatd, mint

pa® 2@ (e 2 )y = Hp(x(i)\c(i)). (7.1)
i=1

A p(z;|c;) valészintiségeket matrixba szoktdk rendezni a kovetkezkép-
pen

p(zile1) p(w2ler) ... plas|er)
o p(xlz\cﬂ p($2:102) P(Hfs:@) . 72)
plaile) pasle) .. plasle)

Szokas ezenkiviil a csatornat bal oldalon a bemeneti jelekkel, jobb oldalon a
kimeneti jelekkel, kozottiik pedig nyilakkal dbrdzolni. A nyilakon fel lehet
tiintetni a megfelel§ feltételes valoszintiségeket:

T1
c1

T2
C2

3

Az ilyen dbrazolas a csatorna grafja.

Egy csatorna zajmentes, ha a matrixanak minden oszlopaban pontosan
egy nem nulla elem van. Ez azt jelenti, hogy egy kimenet mindig csak
egy bizonyos bemenetbdl allhat el6. Nem kovetkezik bel6le viszont az,
hogy egy bemeneti jel csak egy kimenetet generalhat. Példaul mindkét
kovetkez6 csatorna zajmentes:
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C1 I L1
C1
C2 x2 T2

C2

C3 I3 3

Determinisztikusnak nevezziik azokat a csatorndkat, amelyekre egy adott
bemeneti jel mindig ugyanazt a kimenetet eredményezi, azaz a csator-
namdtrixdnak egy sordban csak egy nem nulla elem van, és ez az elem 1.
Az el6z6 abra els6 csatorndja determinisztikus és zajmentes is, mig az itt
kovetkez6 csatorna csak determinisztikus:

c1 Ty
2

3 L2
Cq
Cs z3

Példaképpen élljon itt néhédny, gyakorlati szempontbdl is jelentds bindris
csatorna. A bindris szimmetrikus csatorndnak (BSC — Binary Symmetric
Channel) mind a bemeneti, mind pedig a kimeneti szimbélumkészlete 0-bol
és 1-bol all, és mind a 0, mind pedig az 1 bemenet esetén p valdszintiséggel
lesz rossz a kimenet. A csatornamatrix és a csatornagraf a kovetkezo:

1—-p
(L) =
1— D
P P 1 1
1-p

A bindris Z-csatorna annyiban kiilonbozik a BSC-t6l, hogy csak az 1-es
bit esetén hibazik, a 0-t minden esetben 0-ba viszi 4t. Csatornamatrix és
-graf az alabbi:

1 0 0 o 0
p l1—p e
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A bindris torléses csatorna bemeneti szimbolumkészlete is 0-bél és 1-bol
all, de a kimeneten a 0-n és 1-en kiviil egy hibaszimbélumot is tartalmaz.
Mind a 0, mind pedig az 1 bemeneti jel esetén p valészintiséggel a hiba-
szimb6lumot tudjuk venni. A csatornamatrixa és a grafja igy néz ki:

0
1—-p »p 0
hiba
0O p 1-p
1

7.2. A csatorna vesztesége és az atvitt informacio

A csatornan foly6 informadcidatvitel sordn a C; forraselemek p(C;) = p;
el6forduldsi valészintisége azt irja le, hogy hogyan haszndljuk a csatornat,
a p(X;|C;) valoszintiségek pedig a csatorndt magat jellemzik. Hasonlokép-
pen, az entrépia a H(C) = — >_i_; pilog, p; alakjdban a csatorna forrdsat
irja le, mig a H(X|C) = — 377 >25_ p(Xj - C;) logy p(X;|C;) feltételes ent-
ropia a csatornat.

A csatorna kimenetén csak az X; € X szimbolumokat lehet megfigyelni.
Miutan megfigyeltiik a kimenetet, marad még bizonytalansag arra nézve,
hogy a bemeneti oldalon milyen szimbdélum szerepelt, azaz a kozlés soran
informdcioét veszitettiink. Ennek a bizonytalansagnak a varhat6 értéke

H(C|1X;) =Y p(CilX;)logy p(Ci| X;).
=1

A csatorna vesztesége ennek az elvesztett informacionak a varhato értéke,
a

H(C|X) = Zp H(C|X;) ZZPC X;)logy p(Ci] X;)
Jj=1li=1

entropia. Magéatol értetédik, hogy a veszteség nem lehet nagyobb, mint a
teljes csatorndra adott informéci6 varhato értéke, a forrds H(C') entrépidja.
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Zajmentes csatorna vesztesége 0, mivel p(C;|X;) vagy 1, vagy pedig 0,
attol fliggben, hogy Osszetartoznak-e a C; és X; szimbdélumok vagy nem.
Ennek kovetkeztében vagy a log, p vagy pedig p és a teljes plog, p lesz 0 az
Osszeg minden tagjdban.

Teljesen zajos csatorna vesztesége a teljes H(C'), hiszen ekkor a lea-
dott és a vett jelek egymastol fliggetlenek, igy p(C; - X;) = p(C;)p(X;) és

p(Ci|X;) = p(f(ii)g)j) = p(C;). Ennek kovetkezményeként

H(C|X) = (Zp )Zp )logo p(Ci) = 1- H(C).

Az 4tvitt informdci6 a csatorndra adott informacié varhatéértékének
és a veszteségnek a kiilonbsége, azaz a

H(C)— H(C|X) =I(C-X) (7.3)

kolesonos informacié. A csatornét jol le lehet irni a fenti kdlcsonos infor-
maciéval, ez adja ugyanis meg azt az atlagos informaciét, amelyet egy X
vételekor nyeriink az 6t el6idéz6 C;-r6l. Az atvitt informéci6 felirhat6 a
feltételes és egyiittes valdszintiségek felhasznaldsaval a kovetkezdképpen:

IC-X) = —Zp ) logy p(Ci) +

+ Z ZP(C% - X;j) logy p(Ci] X;) =

i=1j=1

= - i Zs:p(Ci - X;)logy p(Ci) +

i=1 j=1

+> > p(Ci- X;)logy p(CilX;), (7.4)
i=1j=1
mivel p(C;) = 37, p(C; - X;). Ha kiemeljiik paronként a p(C; - X;) feltéte-
les Valoszmusegeket és atnjuk a logaritmusok kiilonbségét a hanyados
logaritmusara, a

B (C|X)
IC-X) = ;ljglpC - Xj)logy ——~+ ()
B (C X;)
= E E p(Ci - Xj)logy —~—= o(Cp(X,) (7.5)

i=17=1
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kifejezést kapjuk.
A csatorna kapacitdsa a rajta maximalisan atvihet6 informécio, a

C=maxI(C-X) (7.6)

Felhasznélva a (7.5) egyenletet,

C = max (Z Zp(Ci - X;)log, m) . (7.7)

i=1j=1
nak:

ahol N(T) az olyan T ideig tart6 jeleknek a szdma, amelyek létre-
johetnek. A két definici6 lényegében ekvivalens, ami belathaté ugy,
hogy vessziik a C1,C5, . .. ,C, szimb6lumokbdl — a csatorna bemeneti
szimbodlumkészletébdl — alkotott olyan tizeneteket, amelyek T ideig tar-
tanak, megszamoljuk 8ket, és vizsgaljuk a darabszamuknak 7" — oo
viselkedését. Tudni kell azt, hogy az egyes szimbdlumnak a csatorndn
val6 athaladédsa rendre 77,75, . .. , T} ideig tart.

e i et it eI -

7.3. Csatornakddok jellemzése

A csatornakoédoldsi eljarasok célja az, hogy az informdcidatvitel hibajat mi-
nimadlisra csokkentsiik, illetve, hogy a zajos csatorna éltal okozott hibakat
korrigélni tudjuk. A Shannon-féle csatornakédolési tétel 6ta tudtak, hogy
lehetséges zajos csatornan is nagy biztonsaggal, hatékonyan {izenetet tovéb-
bitani. Mivel azonban a tétel nem konstruktiv — azaz nem ad meg konkrét
modszert arra, hogyan kédoljuk az tizenetet —, egy j6 ideig nem tudtak
kihaszndlni a hirkozlési csatorndknak a tétel altal leirt korlatait. Eleinte
nem is volt sziikség a hibajavité koddok polgari alkalmazaséra, legfeljebb
egy-egy berendezés irdnyitasi rendszerében. Az elsd felhasznél6k a katonai
hirk6z16 rendszerek voltak, és az eredmények nem mindig jutottak nyil-
vanossagra. A mikroprocesszorok és a személyi szamitogépek kifejlesztése
azonban maga utdn vonta a hibajavité kédolasok alkalmazasanak széles
kort elterjedését.

Legyen a csatorna bemeneti abécéje C' = {C4,Cs,...,C;} a kimeneti
dbécéje X = {X1,Xs,...,X;}. A csatorna bemenetére adjunk egy n
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hosszusagt ¢ = (M@ ... ™) kédszét. Minden c? ¢ C. A
kimeneten ekkor egy szintén n elemf jelsorozat fog megjelenni, x =
(2M,2@ .. 2™), () € X. Ekkor el kell dénteni minden egyes () szim-
bélumrél, hogy mibdl szarmazik, azaz hogy a bemeneti abécé melyik C;
elemét adhattdk az i-edik helyen. Ezt valamilyen g : X — C dontési algo-
ritmussal eldontjiik, s igy kapunk egy v = (v 0 ... »() szimbélum-
sorozatot. Minden i-re v € C bemeneti 4bécének, de nem feltétleniil igaz,
hogy v(® = (). Az n hossztisagt, C-beli elemekbdl felépiils szimbélum-
sorozatok halmazat jeloljiilk C"-nel, igy c € C" ésv € C".

Matematikai kitér6 - Vektorterekr6l. A C™ halmaz tulajdonképpen a
sz6 matematikai értelmében vett vektortér, igy logikus az elemeit a
vektorokra jellemzg vastag kisbet{ikkel jelolni. A vektortér matema-
tikai definicidja a kovetkez6: Vegytink egy V halmazt, értelmezziink
az elemein egy mfiveletet, a szdimmal vald szorzdst, és az elemek kozott
egy masik mftiveletet, az dsszeaddst. A v € V vektor A szdmmal val6
szorzasat \ - v-vel jelolhetjiik, egy masik, w € V vektorral vett 0sszegét
pedig v + w-vel. Alapvet6, hogy sem a szdmmal val6 szorzds, sem
pedig két vektor 6sszeaddsa ne vezessen kia V' térbdl, azaz A\-v € V és
v+w € V. Ezenkiviil a szdmmal val6 szorzas rendelkezik a kovetkezd
tulajdonsagokkal:

1.1-v=v
2. X (k-v) = Ak - (v) (asszociativitds, azaz csoportosithatdsag)

3. (Mk)-v = A\-v+k-v (disztributivitas, azaz kb. szétterjeszthet6ség)
A vektorok 0sszeaddsa pedig az aldbbi feltételeket teljesiti:

1. v+ w = w + v (kommutativitds, azaz felcserélhet6ség)
2. v+ (w+u) = (v + w) + u (asszociativitds)
3. létezik olyan 0 nullelem, amelyre minden v € V vektorrav +0 =

A%

4. minden v € V-nek létezik ellentettje, —v € V, mellyel v+ (—v) =
0

A vektortereket szokas linedris tereknek is nevezni. Vektortér példaul
a két vagy haromdimenzids (euklideszi) tér vektoraibdl (iranyitott
szakaszaibo6l) all6 tér, de a fogalom ennél sokkal dltaldnosabb. A
legfeljebb n-edfokt polinomok tere is vektortér.
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Ahhoz, hogy a vektorokat le tudjuk irni, be kell vezetni néhany fogal-
mat. Linedrisan fiiggetlenek a vi,va, ..., vy vektorok, ha a

Al Vi+ A vo+ ...+ Ay - vy =0 (7.8)

egyenl8ség akkor és csak akkor teljesiil, ha minden i-re \; = 0. Ha van
olyan N darab ); szdm, amelyek koziil néhany nem nulla, és teljesitik
a (7.8) egyenletet, akkor a vektoraink Osszefiiggbk. A vi,va,...,vy
vektorok linedris kombinaciéjan a A\; - vi + Ao - va+ ... + Ay - VN
Osszeget értjiik.

Egy V vektortér N-dimenzids, ha talalhaté6 N darab fiiggetlen vek-
tora, azonban N + 1 darab fiiggetlen vektora mar nincs. Ekkor a
vektortér minden egyes eleme kifejezhet6, mint az iménti N elem
linedris kombindacidja. Az N dimenziés vektortér N fiiggetlen vektora
tehat teljesen meghatarozza a teret, ezért az ilyen vektorokat alapvek-
tornak, vagy bazisvektornak nevezziik, a bazisvektorok dsszességét
pedig bazisrendszernek, vagy egyszerfien bdzisnak. Ekkor tehat min-
den v felirhat6é, mint o1 - e + ag - eg + ... + ay - ey, ha e;-k a
bazisvektorok. Ha e;-k adottak, akkor ez a felirds (sorrendtdl el-
tekintve) egyértelmti, azaz csak egy {oj,as,...,an} szdm-N-esre
igaz, hogy v = YV, a; - e;, Ha megéllapodtunk a bazisvektorok
mibenlétében (példdul az xyz Descartes-koordinatarendszer harom
tengelye irdnydba mutat6 egységvektorok), akkor a vektorokat elég
az o; kifejtési egytitthatoikkal jellemezni. Ezt a jelolést alkalmazva
v = (aq,00,...,an) egy sorvektor, ami a koordindtageometridban
tanult (o,0,0;) jelolés dltalanositasa. Szokds még a kovetkezd, osz-
lopvektoros jelolést alkalmazni:

a1
a2

6%}

Egy tér bazisa nem egyértelmii. Gondoljunk csak arra, hogy ha a ko-
ordinatarendszert elforgatjuk, akkor az 4j 2/, v’ és 2’ tengelyek irdnyba
I,nutaté e),ey.e, egységvektorok egymastdl fiiggetlenek maradnak.
Igy alkalmasak lesznek bazisnak, csak a vektorok (a,,a;,a) alakja
lesz mas.
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7.1. példa: Adjunk meg egy bazist a mar emlitett, legfeljebb n-edfokt poli-
nomok terében.

Megoldas: Bazisnak kivéloan alkalmas az {z°,z!,... 2"} rendszer, hiszen
minden (legfeljebb) n-edfokii polinom felirhaté ezen fiiggvények linedris
kombinacidjaként, azaz ag-2° +ap -2t +. . +ay -2V = Zfio a; - 2 alakban.

Egy V vektortér alterének nevezziik az olyan W részhalmazat, amely
szintén vektortér, azaz a szammal valo szorzas és a vektorok Osszea-
dasa nem vezet ki bel6le. Altér példdul a hdromdimenzids tertinkben
a kétdimenzios sik, vagy a legfeljebb n-edfokt polinomok terében a
legfeljebb k-adfoku polinomok tere, ha k& < n.

7.3.1. Kédtavolsag és a javithaté hibak szama

Két C"-beli elem, c és v Hamming-tavolsaga azon ¢ pozicidk szdma, ahol a
csatorna hibazott, azaz ahol ¢ # v(), A Hamming-tavolsag jele d(c,v). A
Hamming-tavolsag teljesiti a matematikai tdvolsagfogalom kovetelményeit,
azaz

de,v) > 0

d(e,v) = d(v,c)

d(c,v) < d(c,w)+d(w,v)

Az utols6 egyenl6tlenség a haromszog-egyenl6tlenség.

A csatorna torzitja a rajta athalado jeleket, igy a kimeneti oldalon az
tizenetbe hibékat visz bele. Egyszer(i hibazasnak nevezziik azt, ha a hibak
helye és értéke nem ismert, csak maga a vett v szimb6lumsorozat. Ha
tudjuk, hogy melyik pozicié(k)ban lehet hiba, torléses hibarél beszélink.

A C"™ halmaznak a K = {cp,c1,...,cpr—1} részhalmazat kédnak nevez-
ziik, a K-beli elemeket kédszavaknak. Ha a mar tomoritett B-beli ele-
mekbdl 4ll6 tizenet | hossztisagti szakaszainak egy-egy K-beli kodszot
feleltetiink meg, akkor az tizeneten végrehajtott

F:B'— K (7.9)

egy-egyértelmfi leképezés a csatornakédolds.

A dekédolés soran két miiveletet hajtunk végre: El8szor a vett C"-beli v
vektorokrol el kell donteni, hogy milyen K-beli kédszavakbol keletkezhet-
tek, majd alkalmazni kell az F' inverzét. Ez formuladkkal a kovetkezdképpen
néz ki:

G:C"— K, é Fl':Kw— B. (7.10)
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Itt az F~! lépés az F ismeretében trividlis. A G fliggvény végzi a tulaj-
donképpeni dekédolést. A G fliggvény lehet tabldzatban megadott, vagy
példaul valaszthatjuk azt a ¢’ kodszot, amelynek a legkisebb a vett v-t6l
valé Hamming-tavolsdga, azaz amelyre d(c’,v) minimalis. (Nem szoktak
azonban minden 1épés sordn kiszdmitani a vett v-nek minden K-beli elem-
tol vett a tavolsagat, inkdbb itt is tdblazatban kezelik minden lehetséges
v € C"-hez a hozzdrendelend$ kédsz6t.) BSC-re ez a dekédolds optimalis.
Egy kodolas fontos paramétere a kédtiavolsdg, amelyet a

. /
dmin = emin, d(c,c’) (7.11)
formulédval definidlhatunk. A kédtavolsag lényegében a kddszavak kozotti
minimélis tavolsag.

Ha a vev6 oldalon csak azt szeretnénk jelezni, hogy a vett sorozat
hibés — példaul azért, hogy tjra elkiildessiik a k6dszot —, akkor hibajelzésr6l
beszéliink. Csak akkor tudjuk jelezni, hogy a kédszavunkban hiba van, ha
nem egy madsik érvényes kddszoba transzformalédott, azaz, hav ¢ K. Ez
akkor lehetséges, ha a keletkezett v és az eredeti c tdvolsdga kisebb, mint a
kédtavolsdg, d(c,v) < dmin.

Ha v-vel jeloljik az adott kddszéban elfordulé hibds szimboélumok szdmat,
akkor egy dmin kédtavolsdgt kédoldssal v < dy,in hibat tudunk jelezni.

Mivel a hiba jelzése utdn a kédszot ajbol el szoktak kiildeni, és ez
igen sok id6t vesz igénybe, dltalaban olyan csatornakédolési eljarasokat
alkalmaznak, amelyek lehet6vé teszik a hiba kijavitasat. Tegytik fel, hogy
c-bdl a csatorndn val6 dthaladés sordn v vektor keletkezik, mégpedig v
darab egyszerti hibaval. Ekkor csak tagy lehet visszaallitani az eredeti c
kodszot, ha a v-nek minden mads lehetséges ¢’ € C kodszotol valo tavolséga
nagyobb, mint d(c,v). frjuk fel a hdromszog-egyenl&tlenséget a kodszavak
tdvolsadgéra:

d(c’',c) < d(c,v) +d(v,c') = d(c,v) + d(c,v)

Ha ezt a formulét dtrendezziik tigy, hogy az egyik oldalon csak d(c’,v)
maradjon, majd behelyettesitjiik a hibdk javithatésagénak

d(c’',v) > d(c,v) (7.12)
feltételébe, akkor azt kapjuk, hogy

d(c,c') —d(c,v) > d(c,v).
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Ujabb atrendezéssel ebb6l a
d(c,c') > 2d(c,v)

feltételt kapjuk, minden ¢’ € C-re. A ¢/-k egyike sem nagyobb, mint dyyn,
igy .
d(e,v) < 5dmin, (7.13)

tehat
ha egyszer(i hibazasrol van sz6, egy dmin k6dtavolsagu koddal legfeljebb

(dmin — 1)/2 hibat tudunk kijavitani.
(Ha dmin péros, akkor a javithat6 hibak szdma (dmin — 2)/2.)

Torléses hibdk esetében tudjuk, hogy melyik poziciékban van a hiba.
Ekkor dmin azt a szdmot takarja, amennyi szimbélumnak a megfelel6 pozi-
ciokrol valo torlésével a két legkozelebbi kddszé maradéka azonos lesz.
Ha ennél kevesebb torléses hibat generdl a csatorna, akkor azok javithatok
lesznek.

Torléses hibak esetén tehat maximélisan di, — 1 hiba javithato.

Lathato6, hogy minél nagyobb a kédtavolsdg, annél tobb hibat tudunk

javitani, illetve jelezni.

A Singleton-korlat osszefiiggést ad egy kod abécéjének r elemszama, a
koédszavak n hossza és M szdma, valamint a kédtavolsag kozott, mégpedig
az

M < pr—dmintl (7.14)

egyenl6tlenséggel.

Bizonyitds: Az r elembdl felépiil6, k hossztsagu kiilonbozé sorozatok szama
7k (1. ismétléses variacio). Legyen k egy olyan természetes szdm, amelyre
rk=1 < M < r¥. Mivel tobb a kédszavak M szdma, mint ahany kiilonb6z6
k — 1 hossziisdgu sorozatot tudunk a kddabécé r elemébdl felépiteni, biztos,
hogy van legaldbb két olyan koédsz6, c; és cg, amelyeknek az els6 k — 1
poziciéjdban azonos elemek vannak, azaz amelyeknek a tavolsdga kisebb,
mint n — (k — 1). Igy a kédtavolsag

dpin <n —k+1 (7.15)
Ha 4trendezziik az egyenl6tlenséget k-ra, majd minkét oldalt az r kitev&jébe

emeljiik, és figyelembe vessziik, hogy M < r*, a tételt bebizonyitottuk.
(QE.D)

A kédszavak M szdma egyértelmiien meghatarozza k-t, igy a Singleton-
korlat lényegében egy az M-t6l fliggd fels6 korldtja a kodtdvolsagnak,
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amely a (7.15) alakot 6lti. Egy k6dot maximadlis tavolsagtnak, vagy MDS-
nek hivunk (maximum distance separable), ha a (7.14) formuldban az
egyenlség érvényes, azaz

dmin =n—k+1=n—log, M + 1.

Az M-nek az r alapt logaritmusa ugyan nem mindig egész szdm, de
mindig taldlhatunk az M-hez egy k természetes szamot, amelyre r*~! <
M < r¥igaz. Az n és a k szdmokat szoktdk a kéd paramétereinek nevezni.

A Hamming-korlidt vagy gombpakolasi korldt megadja annak a
feltételét, hogy egy (n,k) paraméterti kéddal v egyszer hibat ki lehessen
javitani. Szemléletesen, a C" térben — az n hossziisagt szimb6lumsoroza-
tok terében — a ¢ € K kbédszavak pontok, méghozza lehet6leg egymastol
minél tavolabb elhelyezkedd pontok. A javitds alapotlete az, hogy haa v
vektor egy adott ¢ kédszoé koriili v sugart gombben van, azt a c-be javitjuk.
Természetesen a gombok nem fedhetnek at, kiilonben nem tudnank, melyik
kédszéba javitsunk. Ha r elemfi a kdddbécé, akkor az olyan vektorok sza-
ma, amelyek a c-t6l pontosan i elemben térnek el (méghozza meghatarozott
poziciékban),

(r—1)%

Azt, hogy melyek legyenek azok a poziciék, amelyen eltérés mutatkozik az
n hosszu kédszotol,

<ZL> -féleképpen

valaszthatjuk ki, igy azon vektorok szama, amelyek pontosan ¢ elemben

kiilonboznek c-t61
(’Z) (r — 1)L (7.16)

Hogy megkapjuk a v sugart gombon beliili vektorok szamat, 6sszegezni
kell a (7.16) tagokat i = 1,...,v-re. Az G6sszes gombben elhelyezkedd
vektorok szdma nem haladhatja meg a C™ tér elemeinek a szamaét, r"-t, igy
ha a kédszavak szdma r*, akkor

rk XV: (?) (r—1)¢ <™ (7.17)

Az olyan kédokat, amelyekre a (7.17) Hamming-korldtban az egyen-
18ség igaz, perfekt kédoknak nevezziik.
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7.4. Csatornakddolasi tétel és megforditasa — a Shannon-
Hartley-tétel

Az informdcidatvitel gyorsasagdnak jellemzésére bevezethetjiik a
jelsebességet vagy mas néven kddsebességet a kovetkezd formula segitségével:

H(K)

R=

(7.18)

Jelen esetben a H (K') a kédolt forras entrépidja, az n pedig tovdbbra is a
kédszavak hossza. A jelsebesség tehat az egy kodszéval dtlagosan atvitt
informécié és a kodsz6 hosszdnak a hanyadosa. Ha nem ismerjiik a k6d-
szavak el6forduldsi val6szintiségét, altalaban egyenletes eloszlassal szoktuk
kozeliteni, azaz p(c;) = 1/M minden i-re, ha M a kédszavak szama. Ekkor
azentrépiaa — Y., L log, & = log, M alakot &lti, a kédsebesség pedig

R oe2M (7.19)

n
lesz. Ez a kédsebesség tulajdonképpen egy a csatornakédnak csak a legal-
taldnosabb paramétereit6l (kddszohossz és kodszoszam) fiiggd, a tobbi

specifikdcigjatol fliggetlen dtlagos kédsebességnek is felfoghato.

A Shannon-Hartley-tétel vagy csatornakédolasi tétel arra ad vélaszt,
hogy az adott C csatornakapacitdsti csatorndn milyen sebességgel lehet
megfelel6 biztonsdggal, hibamentesen informdciét tovdbbitani. A tételt a
kovetkez&képpen lehet dsszefoglalni: Egy C kapacitasu, diszkrét, memori-
amentes csatorndn, ha a kédsebesség kisebb, mint a csatornakapacitds,
akkor lehet olyan n hossztisagu kédszavakboél 4ll6 csatornakédot taldl-
ni, amelynél a hibas dekddolas valészintisége tetszdlegesen kicsi. Ha a
csatornakapacitdsnél nagyobb jelsebességgel szeretnénk a csatornan infor-
maéciét tovabbitani, a hibas dekdédolas valészintisége nem csokkenthetd
tetsz6legesen kicsivé, még az n kddszohossz novelésével sem. Matematikai
formulakkal:

e Ha R < C, akkor lehet olyan n kédszoéhosszt taldlni, hogy a hibéas
dekoédolas valészintisége barmilyen kis € > 0 szamnal kisebb legyen.

e Ha R > C, akkor a hibas dekédolas valészintisége mindig nagyobb,
mint 1 — & — -1 > 0. Ez az als6 korlét n novelésével né.

A tétel nem konstruktiv, azaz nem ad meg modszert az ideélis
jelsebesség elérésére, csak azt adja meg, hogy a hibamentes informécio-
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tovabbitds maximalis jelsebessége a csatornakapacitdsndl mindenképpen
kisebb.
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8. Linearis blokk-kodok

Az (n,k) paraméter( linedris blokk-kédok k elem tomoritett tizenetvek-
torokbdl képeznek n elemi kédszévektorokat.

8.1. Generatormatrix

A lineéris csatornakédok K C C" tere egy vektortér, avagy linedris tér.
Létezik tehédt a K vektortéren beliil egy bazisrendszer, amelynek az elemeit
80,81, - - - ,8r—1-gyel jeloljiik, ahol k a K tér dimenzidészdma. A c; kédszavak
egyértelmtien kifejthettk a g; bazisvektorok szerint:

k—1
C; = Z aijgj. (81)
7=0

A c;-t tehat lehet reprezentdlni az @; = (0,1, - - - ,j(x—1)) sorvektorral.
A c; kédszovektort visszakapjuk, ha @;-t egy olyan métrixszal szorozzuk
meg, amelyet a g; bazisvektorok egymads ala frdsdval kapunk meg:

£0 goo go1 ‘. 90 (n—1)
G_ g'l _ 9?0 9?1 . 9 (7.1—1)
gk—1 9k-1)0 Gk-1)1 -+ Gk-1)(n-1)

A G matrixot a kod generatormatrixanak nevezik. A matrix k sorb6l és n
oszlopbdl all.

Generator gy, mint a kddot generdld rendszer, amely az n hossztsagu
szimb6lumsorozatok C™ terébdl elallitja a kodok K alterét.

e I I I -

Mivel a bazisrendszer védlasztdsa nem egyértelmfi, a generatormatrix
sem az, minden lehetséges bazisrendszerhez mds és mas G matrix tar-
tozik. Van azonban egy olyan bazisrendszer, amelyre a kifejtési egytit-
thatokbol képezett @; vektor pont a kédolandé tomoritett (forraskodolt) b,
tizenetvektor. Az is igaz, hogy haa {b;|i = 0,1,...,M — 1} {izenetvektorok
mindegyikét megszorozzuk egy G generatormatrixsszal, akkor jo lineéris
blokk-kédot fogunk kapni.

Figyeljiikk meg, hogy az n dimenziés C™ vektorteriink n elemfi vektorait
hasznaljuk a k dimenziés K altér leirasara, azaz a kédolasra. A k dimenzids
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tereket viszont j6l le lehet irni k& elemi sorvektorokkal, tehat a maradék
n — k elem nem hordoz lényeges, 1j informaéciot, azaz redunddns. Ezt a
redundancidt haszndljuk arra, hogy megnoveljiik a kddszavak Hamming-
tadvolsagat: arra, hogy még zajos csatorna esetén is nagy biztonsdggal
visszafejthet6 legyen az iizenetiink.
A csatornakoédolds tehdt a 1ényeges informdcié mennyiségét nem valtoztatja,
csak a felhasznélt szimbolumok szdmat noveli, igy az egy szimbélumra
juté informadci6 varhato értékét, azaz az entrépiat csokkenti.
Nézziink egy egyszerti szampéldat.

8.1. példa: Vegytink kétdimenzids bindris vektorokat, mint tizeneteket, a 2 x 5-0s
generdtormétrix pedig legyen

s=(01110)
Adjuk meg a kédszavakat és a kédtavolsagot.
Megoldas: A generatormatrixbdl a bazisvektorok
g = (10101)
g = (01110).
A by = (0 0) tizenethez tartozé kédsz6 c¢o = bop - go +bo1 -g1 =0-(10101) +
0-(01110)= (0000 0),ahol by a by vektor nulladik, by, pedig az els6

komponense. Hasonl6képpen a tobbi lehetséges tizenetvektorra, by = (0 1)-re,
by = (1 0)-ra és by = (1 1)-re a kapott kodszévektorok:

¢t = bio-8o+b11-g=0-(10101)+1-(01110)=(01110)
Cy = bgo'g0+b21-g1:1-(10101)+0~(01110):(10101)
C3 = bgo-g0+b31-g1:1'(10101)+1~<01110):(11011).

A koéd valéban linedris, vektorainak 0sszeaddsara és a 0, illetve 1 szammal valo
szorzdséra érvényesek a vektortér-axiomék. A kapott kéd minimalis kédtavol-
sdganak kiszdmitasdhoz nézziik meg a kddszavak Hamming-tavolsagat:

d(co,c1) =3, d(co,c2) =3,
d(C07C3) = 4, d(Cl,CQ) = 47
d(Cl,Cg) = 3, d(C27C3) =3.

Ezek koziil a legkisebb a 3, igy dmin = 3.

8.1.1. Szisztematikus kodok generatormatrixa

Ha az (n,k) paraméterti kédunk c; € K vektorai olyan szerkezettiek, hogy
azok végérdl az utolsé n — k elemet elhagyva, az eredeti iizenetet kapjuk
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vissza, akkor szisztematikus kédrol beszéliink. A szisztematikus kédok
¢; vektorainak els6 k elemét iizenetszegmensnek hivjak, a maradékot pari-
tdsszegmensnek.

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e —— - - -

Az els6 alkalmazadsokkor csak egy egyszer(i paritdsbitet tettek az
uzenetek utan a hibéas tizenetatvitel detektdlasara, azaz az tizenetek
utdn megadtédk, hogy pdros vagy pdaratlan szdmu egyest tovabbitottak.

A 8.1 példaban szerepl6 kod szisztematikus volt. A szisztematikus
kédok generdtormaétrixa jellegzetes, az elsd k oszlopa egységmatrixot alkot
— ez adja a matrixszorzds sordn az iizenetszegmenst —, a tovdbbi n — k
oszlop koziil pedig egyik sem all csupa nullabdl; ez a k x (n — k)-s matrix
a paritdsszegmenst hozza létre.

Matematikai kitéré — Matrixszorzasrél Vegyiink el6szor egy j elem
a sorvektort, és egy szintén j elem@ b’ oszlopvektort. Az a - b”
skalarszorzaton a kovetkez6 szdmot értjiik:

b1
by

a-bl = ( ap a2 ... aj ) : :a1b1+a2b2+...+ajbj. (8.2)
b

Legyen egy A és egy B matrixunk, az els6 alljon ugyanannyi oszlopb6l
(j darabbol), mint ahdny sorbdl 41l a méasodik:

a1l a2 ... alj bn 512 e blk

az; a2 ... @ag; b21 b22 e bgk
A= T T B=

i1 A2 ... Qg5 bjl bjg N bjk

Az A - B szorzaton azt az i sorb6l és k oszlopbdl all6 métrixot értjiik,
amelynek az m-edik sordnak n-edik elemét a kdvetkezdképpen kapjuk
meg:

(A : B)m,n = am1bin + amabo, + ... + amjbjn

Ez tulajdonképpen az A matrix m-edik sorvektoranak és a B matrix
n-edik oszlopvektordnak a skaldrszorzata.
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Ha i # k, akkor a B - A szorzas nem értelmezhet6, mivel a B métrix
sorvektorai nem ugyanolyan hossztiak, mint az A matrix oszlopvek-
torai. Ha ¢ = k, akkor lehet értelmezni a B - A szorzatot, de roppant
kevés kivételtdl eltekintve A - B # B - A. A matrixszorzas tehat
tobbnyire nem felcserélhet, nem kommutativ.

Ha valamelyik négyzetes matrix

10 ... 0

01 0
I=

00 ... 1

szerkezet(i, akkor a vele val6 szorzas — akar jobbrél, akdr balrél — az
eredeti matrixot adja, azaz:

IA=A, AI=A.

Az I métrixokat ezért eqységmitrixnak nevezziik.

e I it —~

A vektorok skaldrszorzatdnal mindig sorvektort szorzunk oszlop-
vektorral, ha forditott sorrendet alkalmaznénk, azaz egy n elembdl
all6 oszlopvektort szoroznank ugyanolyan elemszamu sorvektorral,
az eredmény egy n x n-es métrix lenne, amelynek az i-edik sordban
a j-edik elem az oszlopvektor j-edik és a sorvektor i-edik elemének
szorzata. A vektorok ilyen szorzdsat diadikus szorzdsnak nevezziik.

Megfigyelhetjiik, hogy a 8.1 példdban szerepl generatormétrixdnak
az elsd két oszlopa egységmatrixot alkot, és minden kédszénak az els6
két eleme megegyezik a kédolt {izenettel. Ezt a két elemet hozza 1étre az

egységmatrix.

8.2. A paritasellenorzo matrix és a szindroma

Ha a csatorna kimenetén kaptunk egy v € C" vektort, azt valahogy el-
lendrizni kell, hogy j6 kédszé-e. Az ellendrzést gy lehet elvégezni, hogy a
v vektort egy paritdsellendrzési matrixszal szorozzuk meg, és vizsgéljuk
a kapott s vektort, amelyet szindrémanak neveziink. Jeloljiik H” -vel a
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paritdsellen6rz6 matrixot (vagy roviden paritdsmatrixot), amely n sorbol
ésn — k oszlopbdl 4ll. Akkor és csak akkor érvényes kodsz6 a v vektor, ha

A ¢; = ;G kédszavak szindrémaja tehat 0, azaz
cH” = @,GH' =0, (8.4)

minden i-re.

Ha csak a GH” maétrixszorzasaval eléllt k x (n — k) elem{i matrixot vizs-
galjuk, annak is minden eleme 0 lesz, kiilonben nem teljestilhetne (8.4)
minden lehetséges @;-re. Igy

GH' = 0. (8.5)

Ezt az egyenl8séget hasznaljak fel HY el6allitdsara G-bdl, illetve G el64l-
litasara HT -bol.

8.2. példa: Készitsiik el a 8.1 példaban szerepl6 generdtormatrixhoz tartozé pari-
tasellen6rz6 matrixot. Szdmoljuk ki velea v = (1 0 1 1 1) vektor szindromdjat.

Megoldas: Tudjuk, hogy ha a generatormatrix 2 x 5-6s volt, akkor a kod két
paramétere n = 5 és k = 2, a paritdsmatrix mérete pedign x (n — k) =5 x 3. Ha
felhasznéljuk azt, hogy a generdtor- és paritdsmétrixok szorzata nullmatrix (8.5), a
kovetkez6 matrix-egyenletet kell megoldani:

hir hiz hag
ho1 haa  has
1 01 01 0 0 O
GH” = ( ) | hs1t hsx hsz | = < )
01 1 10 0 0 O
har haz hag
hsi hs2  hs3
Eszerint a H” els§ oszlopainak az elemeire igaz lesz, hogy
].'h11+0'h21+1'h31+0‘}L41+1'h51 = 0
O0-hy1+1-hoy+1-hzg1+1-hgy1+0-hs; = 0.

Mivel a paritdsmatrixnak nem lehet tiszta nulla oszlopa, az els6 egyenletbol
kovetkezik, hogy a hi1, hsi, hs1 hdrmasbol pontosan 2 db 1 a harmadik 0, a
masodik egyenletb6l pedig a hai, hai, hai hdrmasra kovetkezik hasonlé 4llitas.
Az egyik szamharmas lehet tiszta 0 is, ha a masik nem az. Lathato, hogy a H”
matrix masodik és harmadik oszlopéra is igaz lesz az, hogy a {h1;,hs;,hs:} és a
{hai,hsi,ha; } szamhdrmasok egyikének pontosan ketts eleme lesz 1, a harmadik
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nulla, a masiknak pedig vagy 2, vagy 0 eleme lesz 1. Irjuk fel az 6sszes olyan
oszlopot, amelyre ez teljestil:

OO KR =
O~ = O

0
1
1
0
1

=
_ o O o
O O RO

Ebbdl a hat oszlopbdl kell harmat kivélasztani tigy, hogy a bel6liik felépitett
matrixnak ne legyen sem ismétl6ds, sem pedig tiszta nullabdl ll6 sora. Egy
megoldas:

H” =

O O =
O = O = O
_ o O O

Az oszlopok tetsz6legesen felcserélhetSk, és mashogy is megvalaszthatok.
A v vektor szindromdja:

s(v)=v-H' =(10111)- =(010).

OO =
O = O = O
_— 0 O O

A v vektor nem kddsz6, a szindrémdja tényleg nem 0.

8.2.1. Szisztematikus kodok paritasellen6rzo matrixa

Ha szisztematikus a kodunk, akkor A paritdsellen6rz6 matrix el6éllitdsa igen
egyszer(i. Szisztematikus kédok esetén ugyanis nem csak a G generator-
matrix elsé k oszlopa alkot egységmatrixot, hanem a H” paritasellensrzé
matrix utols6 n — k sora is. A maradék k x (n — k)-s métrixok a G végén,
illetve H fels6 részén egymas ellentettjei lesznek. Ennek oka a kévetkez6:
G és HT felirhaté, mint

Pl
B . T _ kx(n—k)
G — <Ik><k>Pk><(n*k)) , illetve H' = ( JAN ) .

s

A GHT matrixszorzés soran az i-edik sor j-edik elemének el8allitdsakor
a G matrix i-edik sorat szorozzuk a H” matrix j-edik oszlopaval. A G
matrixbdl vett vektor els6 k eleme koziil csak pont az i-edik lesz 1, a
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tobbi 0. A fennmarad6 n — k elem P i-edik sora. A H?-b&l szdrmaz6
vektorra, hasonloképpen, az els6 k elem lesz a P’ j-edik oszlopa, a maradék
k koziil pedig csak a j-edik lesz 1, a tobbi nulla. Szorzdsukkor a sorvektor
egységmatrixbdl szarmazo része az oszlopvektor P’-bdl szarmazo részével
kertil dssze, s mivel az els6 vektorbdl csak az i-edik elem nem nulla, csak
az ad nem nulla szorzatot a (8.2) 9sszeg elsé k tagja koziil. Ennek a résznek
az eredménye tehat PZ’] (P’ j-edik sorvektoranak i-edik eleme). A mésodik
n — k tagnal hasonl6 helyzet kovetkezik be, csak a masodik vektorbodl
szarmazik az egyetlen 1-est tartalmazo rész, az els6bdl a P, az eredmény
pedig P;; (P i-edik sorvektordnak j-edik eleme). A teljes 6sszeg nullat kell
hogy adjon, mivel GH? = 0, tehat P;; = —Pj;. Ezn =5, k = 3 esetre
példédul az aldbbi szerint alakul:

Py Pl
1 00 Py Py P), Phy
01 0 Py Pn |-| Py P
0 0 1 Py Py 1 0
0 1

A vastag szedéssel kiemelt elsd sor, illetve masodik oszlop szorzasakor az
eredmény 1- P/, + P - 1.

8.2.2. Egy szindréma altal generalt mellékosztaly és a hibajavitas

Térjiink vissza a vett v szimbélumsorozat hibdit kijavité dekédolas
lehet8ségeihez. Vegyiik észre, hogy a v vektor szindrémadja tulajdonképpen
csak a v-nek a c-t6l valo eltérésének és a paritdsmatrixnak a szorzata, azaz,
ha v = ¢ + Ac, akkor

s=v-H =(c+Ac)-H =0+ Ac-H7,
mivel a matrixokkal valé szorzés is disztributiv, és ¢ - HT = 0.

8.3. példa: Adjuk meg a 8.2 példdban szerepl6 v = (1 0 1 1 1) vektor lehetséges
hibavektorainak a szindrémaéjat.

Megoldas: A 8.1 példa alapjan a lehetséges kédszavakat, és azok v-t6l vett
eltérését a kovetkez6 tablazat tartalmazza:

’ c; \Aci:ci—v‘
(00000) (10111)
(01110) (11001)
(10101) (00010)
(11011) (01100)
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Ha barmely Ac; vektor szorzatat kiszamoljuk a

HT =

OO =
O R O
o O O =

matrixszal, akkor a szindréménak s(Ac;) = (0 1 0)-t kapunk.

Dekoédolés soran legtobbszor a vett v vektor szindrémaja alapjan meg-
becstilik a Ac hibavektort, és ezt levonva a v-bél, megkapjak az tizenetet,
vagy legaldbbis egy becslést arra, mi lehetett az tizenet. Mivel a vektoraink
elemszama n véges, véges sokféle Ac hibavektor fordulhat el6. Ha az egyes
Aci-khez hozzdadjuk a K kéd elemeit, akkor megkapjuk a bel6liik 1étrejové
v vektorokat. Az igy létrejott M; C C™ halmazt a Ac; hiba altal generélt
mellékosztalynak nevezziik.

Bizonyos Ac; hibamintdzatok eldallnak egy masik Ac; hibabdl egy
kédszovektor hozzdadasaval, azaz Ac; + ¢, alakban. Ezek a hibamintaza-
tok tehat nem generdlnak kiilon-kiilon mellékosztalyt, hiszen ugyanazt
a halmazt kapjuk bel6liik, csak az elemek sorrendje lesz més. Egy-egy
mellékosztély elemei igy nem csak a lehetséges vett v vektorok, hanem a
koédelemeket az adott v-kbe vivé Ac; hibavektorok is egyszerre. (Hiszen
linearis kédokrdl van sz, azaz a nullvektor is érvényes kédsz6, az meg
minden hibat 6nmagaba visz.)

A mellékosztalyok elemeit stlyuk szerint sorrendbe szoktdk rakni.
Egy v = (v1,...,0,) € C" vektor w(v) silya a nem nulla v; szim-
bélumainak szdma. A mellékosztaly vezetd elemének a legkisebb salytu
elemét nevezik.

Természetesen egy v-t tobbféle hibavektorb6l mas és més c € K-val is
megkaphatunk, de ugyanaz a v csak egy M; mellékosztalynak lesz eleme.
Egy M; mellékosztaly elemei mindig ugyanazt az s; szindrémat adjak. El
kell tehat donteni, hogy dekédolds soran az azonos mellékosztélybeli Ac
hibavektorok koziil melyikkel szamoljuk ki az tizenetet. Vegyiik észre,
hogy a legkisebb stulyt elem, azaz a mellékosztaly vezetd eleme adott
szindréma mellett a csatorna legkisebb hib4jat tételezi fel. (A Ac; hibavek-
torban taldlhato nulla szimbélumok helyén nincs hiba, csak a nem nulla
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szimbolumok helyén.) Ezért, ha a v vett vektor szindréméja s;, a legegysze-
riibb dontési séma arra nézve, hogy melyik M;-beli elem legyen a hibank,
egyszertien kivélasztani a mellékosztaly vezetd elemét, Ac; o-t. Igy a vett
tizenet ¢/ = v — Ac; lesz. Az egyes szindromakhoz tartozé minimélis
salyt hibdkat tablazatban lehet tarolni.

8.4. példa: Adjuk megav = (1 01 1 1) vektor, mint lehetséges hibamintédzat
altal a a 8.1 példaban szerepl6 kdédszavakbol generalt mellékosztalyt. Javitsuk ki a
v = (1011 1) vektort a mellékosztdly vezetd elemével.

Megoldas: Av = (1011 1) = Acy hibamintdzat 4ltal generalt mellékosztalyt
ugy kapjuk meg, hogy minden lehetséges kédszéhoz hozzaadjuk a széban forgéd
hibavektort. Lassuk:

’z\ c; \Aci:ci—i—Acv‘
0](00000) (10111)
1/ (01110) (11001)
21(10101) (00010)
31(11011) (01100)

A tédblazat harmadik oszlopa tartalmazza a mellékosztaly elemeit. A legkisebb
stlyti elem nyilvanvaléan a masodik, amelyik vastag szedéssel ki van emelve,
hiszen az csak egyetlen nem nulla komponenst tartalmaz. Ezzel kijavitva a v
vektort a

v—Ac;=(10111)—(00010)=(10101) =c,

kédszét kapjuk.
Barmely Ac;-b&l kiindulva ugyanezt a mellékosztalyt kapjuk. Nézziik példaul
a Aci-et, mint kiindulési elemet:

K3 c; | Ac] =ci+ Acy |
0] ©0000) | (11001)
1l (11100 (to111)
2/ (10101)| (01100)
3/(11011)| (00010)

A masik két hibamintdzatbdl kiindulva hasonl6an ellendrizhet az éllitas igazsdga.
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9. Hamming-kod

Hamming-kédoknak nevezziik azokat a perfekt hibajavité kodokat, ame-
lyek egy hibat képesek kijavitani. A Hamming-kédok konstrukciéjakor
az alapvet6 feladat tehat adott n — k£ szdmu paritasbithez megtaldlni a
maximalis £ tizenethosszat — s egyben a maximadlis n kédszéhosszt - agy,
hogy egy hibét javitani tudjunk.

Matematikai kitér6 - Véges szamtestekr6l avagy a Galois-
testekr6l. Vegytink egy szamokbol all6 véges elemszamu GF(N) =
{t1,t2,...,tny} halmazt. Ertelmezziink a halmaz elemei kozott két

miiveletet, a ,+"-szal jelolt 6sszeaddst és a ,,-”-tal jelolt szorzast tgy,
hogy egyik mtivelet se vezessen ki a halmazb6l —azaz hat € GF(N)
ésu € GF(N),akkort+u € GF(N)ést-u € GF(N). Akkor nevezziik
a halmazunkat véges szdmtestnek, vagy Galois-testnek (Galois Field),
ha ezen kiviil

1. az 6sszeaddsra igaz, hogy

(@) t+u = u+t, azaz az dsszeadds kommutativ,

(b) has € GF(N), (s+t)+u = s+(t+u), az 6sszeadds asszociativ
is,

(c) létezik egy nullelem, amely minden ¢ € GF(N)-nel 9sszead-
va az eredeti ¢-t adja: ha a nullelemet 0-val jeldljiik, ¢ +0 = ¢,

(d) minden ¢t € GF(N)-nek létezik egy ellentett eleme, amellyel
osszeadva 0-t ad eredménytil. Ha t ellentettjét (—t)-vel jelol-
juk, akkor ¢t + (—t) = 0;

2. illetve a szorzésra teljestil, hogy

(@) t-u=u-t, azaz a szorzads kommutativ,

(b) hase GF(N),(s-t)-u=s-(t-u),aszorzas asszociativ,

(c) létezik egy egységelem, amely minden t € GF'(IN)-nel meg-
szorozva az eredeti t-t adja: ha az egységelemet 1-gyel jeloljiik,
t-1=t,

(d) minden t € GF(N)-nek (¢t # 0) létezik egy inverz eleme,
amellyel megszorozva 1-et ad eredményiil. Ha t inverzét
(t~Y)-nel jeldljiik, akkor ¢ - (t71) =1,

3. tovabbad a két mfivelet egyiittes alkalmazdsara a kovetkezdk
igazak:

(a) has e GF(N) (és s # 0), akkor s - (t +u) = s -t + s - u, tehat
igaz a disztributivitas,
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(b) 0-t = 0. Emiatt a nullelemnek nincsen inverze.

A Galois-test definidlasakor nem elég csak a GF(N) alaphalmazt
definidlni, hanem a halmazon értelmezett Osszeadds és szorzas
értelmezése is sziikséges.

Véges test példaul a GF(2) = {0,1}, ha az dsszeadasra igaz, hogy
1+ 1 =0, azaz ha az eredmény kivezetne GF'(2)-b&l, akkor a kettével
val6 osztdsdnak a maradékat vessziik eredménynek.

Ez a médszer altalanosithat6 ketténél nagyobb N primszdmokra is:
Vegyiik a GF(N) = {0,1,...N — 1} halmazt. Ha az 6sszeadast a
szokdsos algebrai Osszeadasként értelmezziik (illetve a szorzast is
a szokdsos szorzasként) azzal a megkotéssel, hogy ha az eredmény
kivezetne GF (N )-bdl, azaz nagyobb lenne, mint N — 1, akkor annak az
N-nel vald osztdsa utdni maradéka lesz az eredmény. Egy o szam (3-val
valé osztdsa utdn keletkezett ) maradékara az

a=46 modpj

jelolést szokds alkalmazni (o ekvivalens ¢-val modulé [3-ként
olvasand¢). Ha egy (3 szdm maradék nélkiili osztéja egy mdsik a-
nak, azt az aldbbi médon lehet jelezni:

a=0 modpg.

Sziikséges az ellentett és az inverz elemek definidldsara, a tobbi pont
teljestiilése egyszertien ellenSrizhetd.

e Vegytink egy t € GF(N) elemet, ennek a hagyomanyos algebra
szerinti ellentettje, —¢ < 0, tehdt nincs a halmazunkban. Az
(N — t) azonban GF(N) eleme, és az N-nel adott maradéka
ugyanannyi, mint —¢-nek, igy 6 lesz t ellentettje. Tehét az ellentett
elem kereséséhez a

—t=N—-tmod N 9.1)

azonossagot kell haszndlni.

e Az inverz létezésének belatdsdhoz van sziikség arra, hogy N
primszam legyen. Ekkor ugyanis egyik ¢ € GF(N) elem sem
osztdja N-nek, tehat két elem szorzata csak akkor lehet nulla, ha
az egyik elem a 0. Ebbdl az kovetkezik, hogy ha egy tetszleges
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t € GF(N)-nel megszorozzuk GF(N) minden elemét, az igy
kapottt-GF(N) = {t-0,t-1,...,t- N} halmaz minden eleme mas
és mas.

(Ha ugyanis s # u és s,u € GF(N) lenne, és fennéllna, hogy
t-s =t-u,akkort-(s—u) = 0lenne, igy s —u = 0, ami ellentmond
a kezdofeltevésnek. Lehet még ¢ = 0, de az érdektelen, hiszen a
nullelemnek nincsen inverze.)

gy t - GF(N) = GF(N), csak az elemek sorrendje cserélédhet fel,
tehat valamelyik elemmel val6 szorzata t-nek feltétlen 1 lesz. Ez
az elem lesz a t inverze. (Hogy melyik, azt ki kell prébalni.) Tehat
az inverz elem kereséséhez a

t-t7' =1mod N (9.2)

egyenletet kell megoldani.

9.1. példa: Adjuk meg a GF(5) véges test elemeinek az ellentettjeit és in-
verzeit.

Megoldas: A0, 1, 2, 3 és 4 szamok ellentettje GF'(5)-ben:

—0=(5—-0)=0mod 5
—1=5—-1 =4mod5
—2=5—2 =3mod5H
—3=5—3 =2mod5H
—4=5—4 =1mod>5

Latszik, hogy az ellentettek parban vannak: 1 ellentettje 4, és 4 ellentettje

1...

Az iverzelemeket szdmoldsdhoz a legegyszert(ibb, hogyha elkészitjiik a

GF(5)-beli szorzétéblat:

x |0 1 2 3 4
010 O 0 0 0
10 1 2 3 4
210 2 4 6=1mod5 8=3mod5
310 3 6=Imod5 9=4mod5 12=2mod5
4 |0 4 8=3mod5 12=2mod5 16=1mod5

A tablazatbdl elolvashat6, hogy a 0 elemnek nincs inverze, az 1-€¢ 6nmaga, a
2-¢ a 3, a 3-é a 2 a 4-¢ pedig szintén 6nmaga. Természetesen, ha csak egyetlen
elem inverzét keressiik, akkor nem kell az egész tablazatot megcsindlni,
egyszeriibb elkezdeni az elemet beszorozni az 1-nél nagyobb GF(N)-beli
elemekkel és vizsgalni a kapott szorzatok n-nel val6 osztds utani maradékat.
Ha 1-et kaptunk, megtaldltuk az elem inverzét.
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Egy t € GF(N) elem hatvanyait is értelmezhetjiik onmagaval vett
szorzatainak egymaésuténjaként, azaz ha ismert t* = ¢, akkor

="t 9.3)

At # 0 elem rendjének azt a legkisebb o > 0 egész szamot értjiik,

amelyre
t?=1.

Az 1 elem rendje értelemszertien 1.

Ha egy t # 0 elem rendje N — 1, akkor annak a nulladik és az els6
N — 1 hatvanya mind kiilonb6z6, azaz az 6sszes GF(N)-beli elem
el6dll ¢ valamelyik egész hatvanyaként. Az ilyen elemeket GF(N)
primitivelemeinek nevezik. Ha IV prim, mindig van primitivelem.

9.2. példa: Vegyiik az N = 5 esetet. Adjuk meg a GF(5) elemeinek a
hatvanyait és keressiink egy primitivelemet a szdmtesten beliil.

Megoldas: Az 1-nél nagyobb elemeket, hatvanyaikat és rendjeiket a
kovetkez6 tdblazat mutatja:

[t [ ][]t ] rend |
2[4 [3 1] 4
3142 |1 4
411141 2

A primitiv elem itt péld4dul a 3.

9.1. Binaris Hamming-kod

A binaris kédoknal mind a b € B* iizenetek, mind pedig a ¢ € K kod-
szavak bindris vektorok, azaz csak nullakbdl és egyesekbdl dllnak. Ele-
gendd ekkor azt megtudnunk, hogy a vett szimbélumsorozat hanyadik
helyén van a hiba, a javitas ennek ismeretében konnyen elvégezhetd.
[rjuk fel a kédunk paritdsmatrixat a kovetkezé médon: Jeloljik H”

sorvektorait h;-vel, ¢ = 1,2,... n, azaz legyen
h;
hy
H-= . : (9.4)

hy,
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A sorvektorok hossza n — k. Ha csak egy hiba fordul el a kapott v vektor-
ban, akkor annak a Ac hibavektora legfeljebb egy darab 1-est tartalmazhat,
a tobbi eleme nulla lesz. Tegyiik fel, hogy a j-edik elem az 1. Egy ilyen
sorvektorral megszorozva a paritdsmatrixot, megkapjuk H?' j-edik sorat,
h;-t. Igy ahhoz, hogy megkapjuk a H” paritdsmatrixot, egymas ald kell
irnunk az 9sszes lehetséges nem nulla szindrémaét, azaz az egyesekbdl és
nulldkbol osszeéllithaté megfelel hossziisdgu sorvektorokat.

H oszlopainak szama, igy az s szindrémék hossza n — k. Az Osszes
lehetséges (nem nulla) szindréma szdma 2=k _1 (kételem n—k helyen valé
ismétléses varidcidja, a tiszta nulldbodl all6 elem kivételével). Ez azt jelenti,
hogy nem minden n kédszéhosszhoz s nem minden & iizenethosszhoz lehet
bindris Hamming-kédot taldlni. Az els6 néhany lehetséges szdmhadrmast a
kovetkez6 tablazatban lathatjuk.

n—k|ln=2"F_171k
2 3 1
3 7 4
4 15 11
5 31 26
6 63 57

Ha szisztematikus kédot szeretnénk, akkor a paritasellenérzési matrix
utols6é n — k soraba hagyjuk az egy darab 1-est tartalmazo vektorokat, és
tigy rendezziik el 8ket, hogy H” aljan egységmatrix legyen. A G generétor-
matrix ebbdl a (8.5) egyenlet utdni megjegyzés alapjan konnyen elkészithet6.
Egy n =7, k = 4-es Hamming-koéd paritdsellen6rzé matrixa lehet példaul:

1 11
1 10
1 01
H' =] 01 1|, (9.5)
1 00
0 1 0
0 0 1
Az ehhez tartoz6 generatormatrix
1000111
0100110
G= 0010101 ©-6)
0001011



9 HAMMING-KOD 85

Az emlitett megjegyzéssel osszhangban a két métrix vastag szedéssel
kiemelt része egymas ellentettje kell, hogy legyen. Binaris esetben — mivel
141 =0, azaz az 1 ellentettje 5Snmaga — ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy
a két matrixrész azonos.

Nézziink egy szampéldat.

9.3. példa: A kédunk generator- és paritasellen6rz6 matrixa legyen a (9.6), illetve
(9.5) szerinti. Kédoljuk a b = (0 1 0 1) tizenetvektort.

Megoldas: A kapott kddszo:

1000 1 11
c=b-G=(0101)- 8 é (1) 8 1 (1) (1) =(0101101).
0001011

P

9.4. példa: Tegyiik fel, hogy a csatorna a 9.3 példdban el6allitott ¢ vektor
tovébbitdsakor a masodik poziciéban 1évé elemet elrontotta, igy a vett vektor
v=(0001101). Akérdés, hogy mivé dekédoljuk a v vett szimbélumsorozatot.

Megoldas: Szamoljuk ki v szindrémajat.

s=v-H =(0001101)- =(110),

OO = O ==
OR O R O R
—_— OO~k O

ez a HT paritdsmatrix masodik sora, eszerint a csatorna a masodik helyen rontott.
A v vektort a dekédolds sordna (0101 10 1) érvényes kodszoéba javitjuk. Mivel
a kod szisztematikus, a dekédolt tizenetet tigy kapjuk, hogy elhagyjuk a javitott
kodszé utolsé 3 elemét (a paritdsszegmensét), a dekddolt tizenet tehédt (0 1 0 1)
lesz.

9.5. példa: A Hamming-kédok egyetlen hiba kijavitdsdra alkalmasak. Mit torténik,
ha mégis tobbet hib4zik a csatorna? Torzuljon a 9.3 példabeli (0 1 01 1 0 1)
kédsz6 a mésodik és az 6todik helyen, igy a v/ = (0001 0 0 1) vektort prébaljuk
dekédolni.
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Megoldas: A szindréméja:

s=v-H' =(0001001)- =(010),

OO = O = =
O, OO
—H OO,k OR

ami a paritdsmatrix hatodik sora, tehat a dek6dolds soran a hatodik bitet cseréljiik
ki, a kapott k6dsz6 (0001 0 1 1), a dekédolt tizenet (0 0 0 1) lesz, ami nem az
eredeti tizenet.

9.2. Nembinaris Hamming-kédok

Legyen a rendelkezésre all6 szimbdélumok szdma N. Mivel a kodébécé
nem csak 0-bdl és 1-b&l all, a hiba nagysaga is lehet 1-nél nagyobb. Legyen
a hibank az i-edik poziciéban, Ac nagysagu. Ekkor a szindréméja, azaz
a (9.4) alaka HT paritasellenérzd matrixszal vett szorzata s = Ac - h;
lesz. Ha minden h; olyan, hogy az elsé nem nulla eleme 1, akkor a hiba
s szindromdjanak els6 nem nulla eleme pont a hiba nagysdga, Aclesz. A
hiba pozici¢jat gy hatarozzuk meg, hogy a szindrémat osztjuk els6 nem
nulla elemével - tehdt vessziik s/Ac-t —, ami megadja h;-t. (A Ac € GF(N)
szdmmal val6 osztéds helyett természetesen a (Ac)~! € GF(N) szdmmal
szorozzuk a szindrémat.) H” ismeretében i megkereshets. fgy mind a hiba
nagysdga, mind pedig a helyzete ismert lesz.

AHT paritasellen6rzé matrixnak tehdt olyannak kell lennie, hogy tar-
talmazza az 6sszes olyan n — k hossztisdgu sorvektort, amely nem csupa
nullabol all, a {0.1,...,N — 1} halmaz elemeibdl épitkezik, és az elsé nem
nulla eleme 1. Adott n — k szdmu paritasbit mellet az n kédszéhossz — azaz
a fenti tulajdonsagu sorvektorok szama — a kovetkezé:

Nk —1
N -1

n =

(Az eredményt tgy kapjuk, hogy az N elem n — k helyen vett ismétléses
megkapjuk az Osszes lehetséges n — k elemii, nem nulla vektor szamat.
Mivel az els6 nem nulla elem az {1,2,...,N — 1} halmazbdl barmi lehetett,
a csak ebben az elemben eltér6 vektorok szama pont N — 1. Ezek koziil
minket csak egy érdekel — amelyiknek 1 az els¢ nem nulla eleme —, ezért kell
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az el6bbi eredményt N —1-gyel osztani.) Ha a fenti eredményt atrendezziik,
az
Nk =14n(N-1)

egyenldséget kapjuk. Ha a (7.17) gombpakolasi korlatot vagy Hamming-
korlatot r = N, v = 1-re kiirjuk (két tag lesz az 0sszegben) a kovetkezd
egyenl6tlenséget kapjuk:

N*.(1+n(N-1)) <N"

Osszevetve ezt a fenti egyenl6séggel és azzal, hogy az olyan kédokat,
amelyek a Hamming-korlatot elérik, azaz az egyenl6ség érvényes, perfekt
kédnak nevezziik, megallapithatjuk, hogy a Hamming-kédok perfekt kédok.

Példaként nézziink egy olyan szisztematikus Hamming-kédot, amely-
ben n — k = 2, azaz a paritdsszegmens hossza 2. Ekkor, mivel H7T utolsé
két sora az egységmitrixnak kell, a maradék n — 2 sort kell kiilonb6z6 vek-
torokkal feltolteni. Ezen vektorok els6 eleme mindenképpen 1, hiszen az
els6 nem nulla elem 1, az egyetlen olyan vektor pedig, amelynek az els
eleme 0, és csak a masodik 1, az utolsé sorban szerepel. Szintén az egység-
matrixban szerepel az (1 0) vektor is, tehat H felsd sorainak méasodik
elemei csak {1,2,...,N — 1}-bdl kertilhetnek ki, tetsz6leges sorrendben.
(Ilyen sorvektorbdl tehat N — 1 van,igy N —1=késn=k+2=N +1.)
Ha tehét ¢ a k6dédbécé primitiv eleme, akkor egy (N + 1,N — 1) paraméterti
nembindris Hamming-kédhoz j6 paritdsmaétrix a

1
1t
1t
H = : : 9.7)
1 th2
1 0
0 1

A generatormatrix a bindris esethez hasonléan allithat6 el6, csak az ellentett
elemekre kell figyelni.

9.6. példa: Konkrétabb szdmokkal, ha N = 5 (elemei a fejezet elején, a matema-
tikai kitérében fel vannak sorolva, rendjiikkel egyetemben), a primitiv elem a 3.
Készitsiik el a GF(5)-ben értelmezett, (6,4) paraméterti nembinaris Hamming-kéd
paritésellen6rz6 és generdtormatrixait.
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Megoldas: Az ellentett elemek parokba rendezve a kdvetkez8k: (1,4) és (2,3).
Ekkor a paritasellen6rz6 matrix

1 1
1 3
T 1 4
H' = R E (9.8)
1 0
0 1
a generdtormatrix pedig
1 00 0 —(1) —(1) 10 0 0 4 4
o100 -1 -3 ] _| 010042
G=lo010 -1) =@ |=|oo 1041 (99)
000 1 —(1) —(2 0001 4 3

A (9.8) H” matrix sorait felcserélve szintén j6 paritdsmatrixot kapunk,
de a generdtormatrix is mas lesz, nem (9.9).

- L L L o D L L A L L e e e e e e e e e e e e e e e = =

9.7. példa: Kédoljuk a b = (3 0 4 1) tizenetet a (9.9) generdtormatrixa (6,4)
paraméter(i nembindris Hamming-kéddal.

Megoldas:
1 00 0 4 4
01 00 4 2
c=b-G=(3041- o o1 o, ] |=B04124)
0001 4 3

9.8. példa: Dekddoljuk a (9.8) paritdsellen6rz6 matrixszal rendelkezd kodol6 altal
a csatorndra bocsatott k6dszobol torzult v = (30 2 1 2 4) GF(5) feletti vektort.

Megoldas: Els6 1épésként kiszamitjuk a vektor szindrémajat:

s=s-H' =(302124)-

O = ===
— O N W
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Felhasznaltuk, hogy 8 = 3 mod 5, és 17 = 2 mod 5.
A hibanagysdg tehat a szindréma elsé komponense, azaz Ac = 3. Elosztjuk a
szindrémét a hibanagysaggal:

Aiczs-(Ac)—lz(s 2)-2=(1 4) mod 5

Itt azt hasznaltuk, hogy a véges testekben egy szam inverze az a véges testbeli elem,
amellyel a szdmot megszorozva 1-et kapunk. Jelen esetben 3 -2 = 6 = 1 mod 5.
Az igy kapott vektor a H” matrix egyik sora kell, hogy legyen: az is, a harmadik
sor. Ez azt jelenti, hogy a harmadik helyen van hiba, igy a v vektor harmadik
komponensébdl vonunk le Ac = 3-at. A kapott kodszo:

c,=(302124)—(003000)=(304124),

igy, mivel (2 hosszusagu paritdsszegmenssel rendelkezd) szisztematikus kédrol
van sz, a dekédolt tizenet: by = (304 1).
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10. Ciklikus kodolas

Egy ¢ = (co,c1, - . . ,cn—1) vektor ciklikus eltoltjan egy olyan vektort értiink,
melynek az elemei ugyanazok, mint c-nek, csak eggyel jobbra tolédva, ¢,
pedig — mivel jobbra mar nem tudott tolédni — a vektor elejére keriilt. Ha a
ciklikus eltolas operatorat S-sel jeloljiik, akkor matematikai formulédkkal c
ciklikus eltoltja az

Sc = (¢n—-1,0,C1, - - - 1Cn—2). (10.1)

Egy K kodot ciklikusnak neveziink, ha minden ¢ € K kédszoéra Sc € K.
Abbodl, hogy egy kod ciklikus, nem kovetkezik az, hogy linearis is,
lassuk:

10.1. példa: Legyen K = {000,100,010,001,111}. Vajon lineéris-e ez a ciklikus k6d?
Megoldas: Ha K linedris, érvényesek rd a vektortér-axiémak. Ezek koziil vizs-
géljuk azt, hogy a K elemei kozotti 6sszeadas nem visz ki a K" halmazbdl. Nézziik
a masodik és harmadik elem 6¢sszegét, az 110, ami nem eleme K-nak, igy nem
kodszo, tehat ez a kod nem lehet lineéris.

Mivel a ciklikus kédokat a legegyszertibben a kédszavakhoz rendelt
polinomok segitségével kezelhetjiik, sziikség lesz egy tijabb matematikai
kitérore.

Matematikai kitér6 — A véges testeken értelmezett polinomokrdl és
a polinom-véges testekrdl. Vegyiink egy GF(N) Galois-testet. A
t € GF(N) elem n-edik hatvanyét értelmezziik a (9.3) szabaly szerint.
A

pt) =po+pi-t+ps-t>+. .. +pm-t" (10.2)
kifejezést a GF(IN) véges test feletti polinomnak nevezziik, ha min-
den p;, i = 0,1,...,m egyiitthat6é a Galois-testiink eleme, azaz p; €
GF(N).

Egy p(t) polinom egyenld egy mdsik, p/(t) polinommal, akkor és csak
akkor, ha minden i-re p; = p}, azaz az egyiitthat6ik megegyeznek. A
p(t) polinomban szerepl6 legmagasabb m kitevé a polinom fokszama,
melyre az aldbbi jelolést alkalmazzuk:

deg p(t) = m.

A Galois-testek polinomjai kozott is lehet dsszeadast és szorzast
definidlni
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o Ap(t) ésq(t), GF(N) Galois-test feletti polinomok r(t) = p(t) +

q(t) 6sszegén azt a polinomot értjiikk, melynek egyiitthatéi az
ri = pi + ¢ GF(N)-en értelmezett (moduld N) Gsszeadds szerint
allnak el6 minden i-re.

A p(t) és q(t), GF(N) Galois-test feletti polinomok r(¢) = p(t)-q(t)
szorzatan azt a polinomot értjiik, melynek egyiitthatoi az

ri= Y D i (10.3)

J<i

GF(N)-en értelmezett szorzasokbol all6 modulé N Osszegként
allnak el minden i-re.

A polinomokat agy szorozzuk 6ssze, hogy a p(t) = po + pit +
pat? + ... + pyt™ Osszeg minden tagjat a q(t) = qo + @it +
@t?+ ..+ gnt™ Osszegnek minden tagjaval 6sszeszorozzuk,
majd rendszerezziik az igy kapott tagokat fokszdmuk szerint,
és az azonos hatvanyu t-vel rendelkez6 tagok egytitthatéit
osszevonjuk. Igy keletkezett a fenti 6sszeg. A két polinom
fokszdma lehet kiilonb6z6, és a szorzas eredményének a fok-
szama meghaladhatja mindkét polinom fokszdmat (m-et és
n-et is), de nem lehet nagyobb m + n-nél.

e i e -

Vegytink egy p(t) és egy q(t) GF(N) feletti polinomot tgy, hogy
deg p > deg ¢. A p-nek a g-val val6 osztasat a kovetkez6képpen
lehet elvégezni:

L

II.

I1I.

Ha deg p = m és deg ¢ = n, illetve a p(t)-ben t™ egytitthatdja
Pm., q(t) legmagasabb foku tagjanak egytitthatdja pedig ¢, akkor
szorozzuk meg q(t)-t

pﬂt"—m

an

Tmnt" = -nel.

Vonjuk le az igy kapott polinomot p(t)-bodl. A kiilonbség m-edik
foku tagjanak nulla az egytitthatdja, tehat a kiilonbség fokszdma
legfeljebb m — 1. Jeloljitk most a kiilonbséget ™1 (t)-vel.

Ismételjiik meg az I. és II. 1épést gy, hogy p helyére mindig az
el6z6 1épésbdl maradt s™(t)-t tegyiik, egészen addig, amig az gj
maradék fokszdma kisebb nem lesz, mint n, a ¢(t) fokszdma.
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IV. Az eredmény
p(t) = q(®)r(t) + s D). (10.4)

Nézziink egy konkrét példat:

10.2. példa: Legyen p(t) = 4t5 4+ 2t* + 4> +t + 3 és q(t) = 2t — 3. Adjuk meg
a két polinom hdnyadosat és maradékat.

Megoldais:

1. degp =5ésdeg g =1,1gy ¢(t)-t
4
ratt = §t4-nel

szorozzuk meg. Az eredmény 4t° — 6t*. Ezt p(t)-b6l levonva s (t) =
8t* + 4t? + ¢ + 3-at kapunk.

2. s(t) fokszdma 4, a negyedfokt (legmagasabb fokszdmu) tagjanak
egyiitthatdja 8, igy

8
retd = §t3.

Ezt a kifejezést ¢(t)-vel megszorozva, majd s*)(¢)-b6l levonva s(3) (t) =
1263 + 4¢* 4+t + 3 marad.

3. 50)(t) fokszdma 3, a kobos tagjdnak egyiitthatéja 12, tehat g(t)-t

12
rot? = ?tQ-tel

szorozzuk. A p(t)-tél valo eltérés s(?) (t) = 22t% + ¢ + 3.
4. Ebben a lépésben

L2
rt = 7t,
2
a kiilonbség pedig sV (t) = 34t + 3.
5. Végiil
rot’ = %
ot — 9

q(t)-t ezzel megszorozva 34t — 51-et kapunk, s\ (¢) = 34t + 3-b6l ezt
levonva 54 marad.

6. Az osztds eredménye:
A5 4+ 2% 417+t 4+ 3 = (2t — 3)(2t* + 413 + 61> + 11t + 17) + 54

Ezen megoldasnal feltettiik, hogy N elég nagy primszam (54-nél nagyobb).
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10.3. példa: A 10.2 példa GF(7)-ben a kovetkez8képpen néz ki

Megoldas: El6szor is a —3 nem eleme GF(7)-nek, igy az osztépolinom (2t+4)
lesz, mivel —3 = 4 mod 7. Ezen kiviil, a 2 inverzeleme az a szam, amellyel
megszorozva 1l-et kapunk, (modulé 7), tehat 21 = 4. Ezek szerint, ahol az
iménti példaban 2-vel osztottunk, most 4-gyel szoroznunk kell.

485 42t 4083 +412 +1t +3 = (2t +4) - (2t* + 4¢3 + 612 + 4t + 3) + 5.

—4t5 —1¢4 (4-2=8=1mod7)
14 +0t3 +-4¢% +1t +3 (-1+2=1mod7)

—1t* —2t3 (1-27'=4;4-4=16 =2mod7)

5t3 +4t2 +1t +3 (-2 =5mod?7)

—5t3 —3t2 (5:271=20=6;6-4=24=3mod7)

12 +1t +3 (-3+4=1mod7)

—1¢2 -2t (1-27'=4;4-4=16 =2mod7)

6t +3 (—24+1=5+1=6mod7)

—6t -5 (3-4=12=5mod7)

5 (-54+3=2+3=5mod7)

A sorok jobb szélén zardjelben az alkalmazott mod 7 miiveletek lathatok.

A szadmok maradékos osztdsanak példdjara a polinomok maradékos
osztdsat a kovetkezb8képpen jelolik:

p(t) =s""V(t) mod q(t)

ha a (10.4) egyenl6ség jeloléseit alkalmazzuk.

Egy p(t) polinom gyokei, vagy mds széval zérushelyei azok a ¢; €
GF(N) véges testbeli elemek, amelyekre

p(t:) = 0.

Egy polinom gyokeinek a szdma nem lehet nagyobb a fokszdmdndl.
Tudvalevd, hogy ha ¢; a p(t) polinom gyoke, akkor (¢ — t;) maradék
nélkiili osztdja p(t)-nek. A polinomokat szokds gyoktényezds alakjuk-
ban is megadni. Ha t,t1, ...t egy m-edfoku p(t) polinom gyokei,
akkor a polinom felirhat6 a

pt) = (t—to) - (t—t1) ... (t—tm) (10.5)

formula szerint is. A (10.5) a p(t) polinom gyoktényezds felbontasa.



10 CIKLIKUS KODOLAS 94

Egy GF'(N)-en értelmezett p(t) polinom irreducibilis, hogy ha nem
talalhato néla kisebb fokszamu két GF(N) feletti polinom, ¢(t) és r(t),
amelyekre

p(t) = q(t) - r(t)

azaz ha az azonosan 1 fiiggvényen és dnmagén kiviil nincs semmiféle
GF(N) feletti polinomosztdja. Ez a definici6, a GF(N) polinomjai
koziil az irreducibilisek kivalasztdsa emlékeztet a valds szamok koziil
a primszdmok kivalasztdsdra. Ugyanigy, mint a szamok kozott, a poli-
nomok kozott is 1étezik Osszeadds és szorzas, vonjunk tehat analégiat
egy GF(N) test felett értelmezett, tetsz6leges fokszamu polinomok
és az egész szamok kozott. Primszamok voltak sziikségesek a véges
testek definici6jdhoz, analég médon, irreducibilis polinomok lesznek sziik-
ségesek az 1ij, polinom-Galois-testek létrehozdsdhoz.

Legyen P(t) egy M-edfoku irreducibilis polinom GF(N) felett. A
GF(P(t)) halmaz tartalmazza a GF'(N) feletti, legfeljebb M —1-edfokt
polinomokat. A GF(P(t)) halmaz elemei kozott a kovetkezéképpen
kell az dsszeadast és a szorzdst definidlni ahhoz, hogy GF'(P(t)) is
véges test legyen, (teljesitse a Galois-testek el6z6 kitérSben felsorolt
axiomait):

e Aq(t) € GF(P(t)) és r(t) € GF(P(t)) osszegén azt az s(t) €
GF(P(t)) polinomot értjiik, amelyre
s(t) = q(t) +r(t) mod P(t).

q(t) € GF(P(t)) és r(t) € GF(P(t)) szorzata az az s(t) €
G (P(t)) polinom, amelyre

s(t) = q(t) - r(t) mod P(t).

Az egységelem, nullelem, inverz és ellentett elemek a GF (V) esetbdl
egyszertien dltalanosithatok.

10.4. példa: Legyen a P(t) = 1 + t + t*> méasodfoku irreducibilis poli-
nom a GF(P(t)) legfeljebb els6fokt GF'(2)-beli polinomokat tartalmazé
polinom-Galois-test definidl6 polinomja. Adjuk meg a lehetséges polinomok
Osszead6- és szorzotablajat.
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Megoldas: Az 6sszeaddsok, mivel a GF'(2) véges testben vagyunk:

(0t+0)+ (0t +0)=0t+0 (0t+1)4+ (0t +1)=0t+2=0t+ 0 mod 2
(0t+1)+(0t+0)=0t+1 (It+1)+(0t+1)=1t+2=1t+ 0 mod 2
(It+0)+(0t+0)=1t4+0 (It+0)+(1t+0)=2t+0=0t + 0 mod 2
(It+1)+(0t+0)=1¢+1 (It+1)+(1t+0)=2t+1=0t+ 1 mod 2
(It+0)+ (0t +1)=1t+1 (It+1)+(1t+1)=2t+2=0t + 0 mod 2.

(10.6)
Ebb6l az 6sszeadotabla:

| 0t+0 | Ot+1 | 1t+0 | 1t+1
0t+0 || Ot+0 | Ot+1 | 1t+0 | 1t+1
Ot+1 || Ot+1 | Ot+0 | 1t+1 | 1t+0
1t+0 || 1t+0 | 1t+1 | Ot+0 | Ot+1
1t+1 || 1t+1 | 1t+0 | Ot+1 | Ot+0

A szorzéasok:

(0t+0)-(0t+0)=0t+0  (0t+1)-(0t+1)=0t+1
(0t+1)-(0t+0)=0t+0 O0t+1)-(1t+1)=1t+1
(1t+0)-(0t+0)=0t+0  (1t+0)- (1t +0) =¢?

=1t + 1mod (1 + ¢ + t?)
(1t+1)-(0t+0)=0t+0  (1t+0)- (1t +1)=1t>+t

=0t + 1 mod (1 + ¢ + t?)

(1t+0)-(0t+1)=1t+0 (t+1)- (t+1)=t>+2t+1
=t? + 0t + 1 mod 2
= 1t +0mod (1 + ¢+ t?).
(10.7)
Az utols6 harom sor masodik elemeihez hasznélt P(t) = 1+t+t2 polinommal
val6é maradékos osztasok soran felhasznaltuk, hogy GF(2)-ben vagyunk: itt
ugyanis —1 = 1. A szorzétébla:

| 0t+0 | Ot+1 | 1t+0 | 1t+1
0t+0 {| Ot+0 | Ot+0 | Ot+0 | Ot+0
Ot+1 || Ot+0 | Ot+1 | 1t+0 | 1t+1
1t+0 || Ot+0 | 1t+0 | 1t+1 | Ot+1
1t+1 || Ot+0 | 1t+1 | Ot+1 | 1t+0




10 CIKLIKUS KODOLAS 9%

Az 0sszead6tablabol latszik, hogy a GF(P(t)) polinom-Galois-test
nulleleme a 0t 4 0 polinom, hiszen azt barmelyik p(t) € GF(P(t))
polinomhoz hozzdadva p(t)-t ad eredménytil. Hasonl6képpen, a
szorzotablabol az adédik, hogy az egységelem a 0t + 1 polinom,
az, amelyikkel barmely p(t) € GF(P(t)) polinomot megszorozva
onmagét kapjuk. Latszanak tovdbb4 az ellentett- és inverz polinom-
pérok is. Példaul az 6sszead6tabla megmutatja, hogy az 1t + 0 elem
ellentettje 5nmaga, mivel az 6nmagéval alkotott 6sszeg a nullelem.
Hasonl6képpen, a szorz6tablabol kideriil, hogy mondjuk az 1t 4 0
polinom inverze az 1t + 1, mivel a kett6 szorzata az egységelem.

10.1. Generatorpolinom és paritasellenorzo polinom

Térjiink vissza a ciklikus kédjainkra. A ¢ € K kédszavakhoz rendelhetiink
polinomot az alabbi szabaly szerint:

Y (607617 e acn—l)

<l

c(t) co+crt+eat? £ 4 cpit" ! (10.8)
A kédszavakhoz rendelt polinomok, vagy réviden kédszépolinomok hal-
mazat jeloljiik K (t)-vel. Ezzel a reprezentacioval

a kodszavak ciklikus eltoldsa ¢-vel valé mod (¢ — 1) szorzdssa egysze-
riisodik,

tehdt ha Sc = ¢/, és a ¢/ vektorhoz rendelt polinom ¢/(t), akkor

dt)=t-c(t) mod (t" —1).

A polinomos leirdssal konnyti feltételt taldlni arra, hogy a kod linedris
legyen. Ha létezik egyetlen olyan nem nulla fokszdmu kédszépolinom,
melynek a fokszdma minimalis és a legmagasabb kitev{jti tagjdnak az
egyititthatdja 1, akkor a kéd linedris. Ezt a polinomot a kéd generatorpoli-
nomjanak hivjdk, és g(t)-vel jelolik. A generdtorpolinom fokszdma mege-
gyezik a paritdsszegmens hosszaval: n — k-val. A ¢(t) minden ¢;(t) € K(t)
kédszopolinomnak osztdja, tehat minden ¢;(t) € K (t) felirhat6, mint

ei(t) = ai(t) - g(t) (10.9)
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ahol az «;(t) polinom egytitthatoi a (8.1) egyenl6ségben taldlhat6 &; vektor
komponensei: a(t) = aiot” + airtt + ... 4 a1y tF L

Ha a generétorpolinomot legfeljebb n-edfokt polinomként fogjuk fel,
akkor egytitthatéi go,g1, . .. ,9n—k—1,1,0, ... ,0 alaktak (a végén k db nulla-
val). A kéd generatormétrixa a generdtorpolinom egytitthat6ibdl felirhato:

go 91 --- Gn—k—1 1 0 0 oo 0
0 g0 0 .. Jn-k—1 1 0 .. 0
G=| : : Do , (10.10)
0 0 ... 0 90 gr ... 1 0
0 0 ce 0 0 g .- Gn—k-—1 1

A generatormétrixnak van polinom megftelel&je, vajon a paritasellen6rz6
matrixnak is lesz-e? A paritdsellenérz polinom megkonstrudlasdhoz nyijt
segitséget a kovetkezo 4llitas:

A generatorpoliom osztdja (t" — 1)-nek.

Bizonyitds: Az allitast tgy lehet belatni, hogy vessziik g(t)-nek a t*~!-nel,
illetve t*-nal val6 szorzatét (az eltoltjait) és kivonjuk ket egymadsbol. Mivel
mindkettd maradék nélkiil oszthaté g(t)-vel, a kiilonbségiik is az lesz.
Mivel t*~1g(t) utols6, n — 1-edfoku tagjanak az egyiitthat6ja 1, a t*g(t)-nek
az els6, nulladrend{i tagjdnak lesz 1 az egyiitthatdja, az 6sszes tobbi tag
pedig t*~1g(t)-nek lesz a t-szerese. Igy

thg(t) = —t" + 1+t tF1g(t),

és ennek a kifejezésnek oszthaténak kell lennie g(t)-vel. Az utolsé tag
oszthato, tehét az els6 kettd 0sszegének is annak kell lennie, tehat t* — 1
valdban oszthato lesz g(t)-vel. (Q.E.D.)

A t" — 1 minden irreducibilis osztépolinomja egy-egy kédnak a genera-
torpolinomja.

10.5. példa: A GF(5) véges szamtest felett a t5 — 1 polinomnak a g(t) = t2 + 4t + 1
polinom irreducibilis osztéja. Adjuk meg a g(t) generdtormpolinomt, GF'(5)
feletti (6,4) paraméterd ciklikus kod éltal a b = (2 3 0 1) tizenetbdl 1étrehozott
kédszot

Megoldas: Az iizenethez rendelt polinom: b(t) = 2 + 3t + t3. A kédszopolinom
ennek a g(t) generatorpolinommal vett szorzata a GF'(5) szdmtest felett:

b(t) - g(t)

(243t4+t%) - (1+4t+%) =
243t + 22 43t + 22+ 33 + 2+ At 4+ 45 =
= 24+ t+42 + 43 + 4  + > mod 5.
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A kapottkédszé: c=(214441).
Alternativ megoldds: a kéd generatormatrixa:

1 41 000
014100
G= 0 01 410
0 00111

A kodszot a b - G képlettel is megkephatjuk.

A g(t) generatorpolinommal rendelkezd n kédszéhosszu kéd paritasel-

len6rz6 polinomja a
t"—1
h(t) = ———
0=

kifejezéssel adhat6 meg. Ezzel lesz ugyanis

(10.11)

gt)-h(t)=t"—1=0 modt" —1,

ami maga utdn vonja azt, hogy érvényes kddszavakra a szindrémapoli-
nom s(t) = ¢(t) - h(t) = 0 mod t" — 1. Egy érvényes kodszépolinom
ugyanis c(t) = «a(t)g(t) alakd, igy ha megszorozzuk a h(t) paritdsellen6rz6
polinommal,

c(t)h(t) = a(t)g(t)h(t) = a(t)(t" —1) =0 mod t" — 1.

10.6. példa: Adjuk meg a 10.5 példdban szerepld ciklikus kéd paritasellen6rzé
polinomjat. Szdmoljuk ki velea v = (42 0 0 3 1) vett vektor szindréméjat

Megoldis: A paritasellen6rz8 polinom a t® — 1 polinomnak és a generatorpolinom-
nak a hanyadosa. A GF(5) szdmtesten t® — 1 = t5 + 4 mod 5, igy a polinomosztds:

1t6 +0t5 +0t* +0t3 40t +0t +4= (2 + 4t + 1)(t* + 3 + 4t + 4)

—15 —4t° —1¢*
+1t5 +4t* 4083 +0t% +0t +4 (-4=1 —1=4)
—1t° —4t* —1¢3
+4t3 +0t* 40t +4 (-1=4)
—4t3 142 —4¢ (4-4=16=1)
+4t2 +1t +4
—4t2 —1t -4

0
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A sorok mellet zérdjelben a felhasznalt mod 5 miiveletek lathaték. Tehdt h(t) =
444t + 3 4 ¢4
A v vektorhoz rendelheté polinom

v(t) = 4+ 2t + 3t* +°.

A szindrémapolinom ennek a h(t) polinommal vett szorzata. A szorzéds soran
figyelembe kell venni nem csak azt, hogy GF'(5) szamtest felett vagyunk, hanem
azt is, hogy a ciklikus kédoknal minden polinomot modulo (" — 1) kell értelmezni.
A szorzds eredménye:

o(t) - h(t) = (442t+3t"+6°) - (4+4t+¢>+ ) =
= 1+t +4t° +4t* + 3t +3t2 + 261 + 265 +
+ 261 25 £ 3T £ 38 At At 18 0 =
= 144t +3t2 4+ 43+ 3t* + 35 + 4t + 3t" + 4 + ¢ mod 5

Ennek a polinomnak kell a £ —1 = ¢6+4 polinommal val6 osztdsa utani maradékat
venni:

9 +4¢8 437 4410 +-3¢5 +3t4 +4t3 4312 44t +1= (¢5 + 4) (2 + 42 + 3t + 4)
—t9 —0t® —0t” —0t5 —0t® —1¢* —4¢3
48 4317 4416 +-3t5 +3t* 4-0t3 +3t% +4t +1
— 48 —0t7 —0t8 —0t° —1t* —0t3 —4¢2
3t7 4415 +3t° +-3t* +0t3 +4¢% +4t +1
—3t7 —0t8 —0t5 —1t* —0t3 —0t? -3¢

416 43¢5 +-3t* +0t3 +4¢2 +1t +1
— 45 —0t5 —1t* —0t3 —0t? —0t —4

315 +3t4 +0t3 +4¢2 +4t +2

A szindrémapolinom tehat: s(t) = 2 + 4t + 4¢? + 3t* + 3t5, azaz v nem ko6dszo.

10.2. Ciklikus kédok a gyakorlatban

A szabvéanyokban a ciklikus kédokat generdtorpolinomjukkal szoktdk megad-
ni.

Azért szeretik a polinomos megadast, mert a polinomok szorzasa és
osztdsa dramkorokkel egyszertien megoldhat6. A kovetkez6 dbra azt mu-
tatja, hogy egy p(t) = po + p1 + pat® + ...ppt" polinomnak a ¢(t) =
qo+q1+qot?*+. .. thQ—nal vett szorzatat, s(t) = sg+s1 +s9t2 4. .. SP+QtP+Q—
t, illetve annak egyiitthat6it milyen aramkorrel tudjuk létrehozni. A harom-
szogek er6sitok, vagy konstansszoros szorzok, a négyzetek tarolok, a korok

+-jellel pedig dsszead k.
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Y
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Tegytik fel, hogy kezdetben minden tarol6 0-n 4ll, majd adjuk go-t az
aramkorre. A kimeneten megjelenik pgqo, az s(t) nulladrendti egyiitthatdja.
A kovetkezd 1épésben az els6 tarolén gy van, a bemeneten ¢, a kimeneten
qop1 + q1po, ami pont s(t) elsérendi egytitthat6ja, és igy tovdbb. Ha az u;-k
elfogytak, 0-kat kell a bemenetre adni addig, amig minden tarol6 Gjra ki
nem tiriil.

A polinomok osztasat az aldbbi visszacsatolt 1éptetdregiszteres aramkor-
rel lehet megvaloésitani:

S; 4d;j

1/
Do D1 Dp-1 EP

Ha fokszdm szerint csokkend sorrendben beadjuk az osztani kivant s(t)
polinom egytitthatéit, akkor a kimeneten a ¢(t) = s(t)/p(t) hdanyadospoli-
nom egyiitthatéi jelennek meg, a tdrolokban pedig a maradék.

Ciklikus kédolasra és dekddoldsra kész integralt aramkorok kaphatok
kiilonb6z6 fokszamt generatorpolinomokkal. Mind a kédoldshoz, mind a
paritasellendrzéshez alkalmazhaték linedrisan el6recsatolt, illetve linedri-
san visszacsatolt 1éptetdregiszterek.

A mitiholdas mf{isorszoras soran alkalmazott (32,12) paraméterti Golay-
koéd is ciklikus kod, generdtorpolinomja

gty =t + 0+ + P+t 241
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E k6d minimalis stlya 7, és maximélisan 3 egyszer{i hibat tud javitani.

Az agynevezett CRC-kédok (Cyclic Redundancy Check) szintén cik-
likus kédok. Csak hibajelzésre alkalmasak, dltaldban egy igen nagy méretii
(tipikusan tobb ezres, tobb tizezres nagysdgrendii elemszamit) blokkhoz
egy viszonylag kicsi (néhédny tiz elembdl 4116) paritdsszegmenst tesznek.
Mivel csak hibajelzésre alkalmasak, két f6 felhasznalési lehetéségiik van.
Alkalmazzdk egy masik, hibajavité kéddal kombinélva, hogy annak biz-
tonsagat noveljék viszonylag kis kédsebesség csokkenés dran. Hasznaljak
zajos visszacsatolt csatorndkon valo tizenetétvitel sordn is, ahol a hiba detek-
taldsa utdn automatikusan az tizenet megismétlését kérik az adé6tél. A CRC-
koédok alkalmasak hibacsomok detektaldsara, illetve ha a CRC-kédolés utan
egy hibajavit6 kodolast is elvégziink, akkor az a hibds dekddolést is nagy
val6szintiséggel felfedi.
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11. Reed-Solomon-kédok

Legyen to,t1,...,t,—1 a GF(N) véges test n < N darab, kiillonboz6 ele-
me, tovabba b = (bo,b1, ... ,bx_1) egy tovdbbitand6 tizenet. Rendeljiik az
uzenethez a

b(t) = b+ bt + ...+ bp_itF 7! (11.1)

GF(N) feletti polinomot. A Reed-Solomon-kéd a b tizenethez azta c =
(cosc1, ... ,cn—1) kédszévektort rendeli hozza, amelynek ¢; komponenseit a
C; = b(tz) (112)

képlet hatdrozza meg. Lathat6, hogy a ¢; elemek kivélasztdsa adja meg a
kédot.

11.1. példa: A GF'(5) feletti Reed—Solomon-kédunk generdl6 elemei legyenek a
to =11t =4,t; =3ésat; =2 Adjukmegab = (1 2 4) izenetbdl kapott
kodszét.

Megoldas: Az iizenethez rendelhet6 polinom a b(t) = 1 + 2t + 4¢2. A kédol6 ebbe
a polinomba helyettesiti be rendre a ty, t1, t2 és t3 szamokat, hogy megkapja az
n = 4 elemti k6dsz6 nulladik, els6, masodik és harmadik komponensét:

b(t)) = 1+2-1+4-1>=7=2mod5 (11.3)
b(t;) = 1+2-444-4°=73=3mod5 (11.4)
b(ts) = 14+2-3+4-32=43=3mod5 (11.5)
b(t3) = 14+2-24+4-22=21=1mod5 (11.6)

A kapott kédsz6 tehdtc = (23 3 1).

A Reed-Solomon-kédok linearisak, maximalis tavolsdguak (MDS-ek).
Bizonyitds: Azt szeretnénk belatni, hogy a Reed-Solomon-kédokra teljestil,
hogy dmin = n — k + 1. A (7.15) Singleton-korlat szerint

dmin <n-— k+ ]-7
igy azt kell belatnunk, hogy a ¢ # 0 kédszavakra igaz, hogy
Arnin = mcinw(c) >n—k+1.

Minden kédszé sdlya a nem nulla komponenseinek a szdma. A kéd-
szavak komponenseit viszont tgy kaptuk, hogy a megfelel6 ¢; szamokat
helyettesitettiik be az tizenetpolinomba. A csupa nulla egytitthatés poli-
nom kivételével a b(¢;) eredménye csak akkor lesz 0, ha t; a b(¢) polinom
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gyoke. Mivel az iizenet k komponensti, a hozzarendelt polinom legfeljebb
k — 1-edfoku, egy k — 1-edfokt polinomnak viszont legfeljebb k& — 1 gyoke
van. Az n darab kiilonboz6 ¢; szambol tehét legfeljebb k& — 1 adhat 0-t az
tizenetpolinomba behelyettesitve, igy a kédszonak legfeljebb £ — 1 nulla
komponense lesz, a maradék, legaldbb n — (k — 1), komponens nem lesz 0.
Igy

w(c) >n—k+1.

(Q.E.D.)
Mivel a Reed-Solomon-kédok MDS-ek, n — k hiba jelzésére képesek,

legfeljebb (n — k)/2 egyszerti és n — k torléses hibat tudnak javitani.
11.1. A generatormatrix és a paritasellenorzé matrix

A GF(N) véges test feletti, to,t1,. .. ,t,—1 general6 elemekkel rendelkez6
Reed-Solomon-kédok generatormatrixa

11 .1
to 3] cee tp—a

G=| ® # ..t (11.7)
A A
gh=1 g1 gkl

11.2. példa: Készitsiik el a 11.1 példdban megadott (4,3) paraméterti Reed-
Solomon-kéd generatormatrixat. A generdtormatrix hasznalatdval adjuk meg
ab = (12 4) tizenetbl kapott kédszot.

Megoldas: Mivel az {izenetszegmens hossza k = 3, a matrix 3 soros lesz, és mivel
n = 4, négy oszlopos. Ahhoz, hogy megadhassuk a G matrixot, sziikség van a to,
t1, t2 és t3 elemek els6 két hatvanydra. A ¢y minden hatvdnya 1, a t; = 4 négyzete
16 = 1 mod 5; a harom maésodik hatvanya GF'(5)-ben 4; a 2-é pedig szintén 4. A
generdtormdtrix tehat a kovetkez6:

1 1
3 2 |1=(2331) modh5.
4 4

[ENGCIE
N

A kodszo
1 1
b-G=(124)-|1 4
1 1

Ez azonos a 11.1 példdban kapott eredménnyel.
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11.2. Egyetlen generaléelemmel definialt Reed—Solomon-kéd

Lassuk, hogyan érdemes a ¢; kodot meghatdroz6 elemeket megvalasztani.
Legyen ¥ € GF(N), nem nulla, és a rendje legyen legaldbb n. (Mivel
n < N, a GF(N) egy primitiveleme mindig j6 vélasztds). Ekkor ¢° =
1,91,92, ... 9" ! mind kiilonb6z6 GF(N) beli szdm lesz, tehat a t; =
vélasztas jo. A 90,91, ... 9"~ Galois-testbeli elemek 4ltal generalt Reed-
Solomon-kéd generatormatrixa

1 1 1 - 1
1 v ¥? - Yyl

G=| 1 v Ve SR ) (11.8)
i ﬂk‘fl ﬁQ(l.cfl) o Ig(nfl‘)(kfl)

A kod paritdsellen6rzé matrixa

1 1 .. 1
0 e L
al - | 0?2 9 92k , (11.9)
1971.71 192(7;71) o ﬁ(nfl.)(nfk)

A fenti konstrukci6 tulajdonképpen azt jelenti, hogy a (11.2) képlet

¢ =b (ﬁi) - kf b; (ﬂi)j (11.10)
j=0
alakra médosul.

11.3. példa: A GF(7) Galois-testnek a 3 hatodrendti eleme. Adjuk mega ¥ = 3
generdléelemt (6,4) paraméterti Reed-Solomon-kéd ¢; generdl6it. Szamoljuk ki a
b(t) = 1 + 5t + 4t {izenetpolinombol létrehozott kodszot.

Megoldds: A 3 els6 hat hatvanya kiilénboz6 lesz, mivel a 3 hatodrend{i elem
GF(7)-ben. Igy a kédot generdl6 hat szam:

to =9 =3 =1

th =0 =3 =3

ty =9 =3 =9=2 mod7

tg =92 =3 =27=6 mod7

ty = 0" = 3" =81=4 mod7

ts =90 = 3 = 243=5 mod7
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A b(t) tizenetpolinomba behelyettesitve ezeket a szdmokat megkapjuk a kédszét:

b¥°) = 145-14+4-1>=10=3 mod 7,
b(W') = 145-3+4-33=124=5 mod7,
b(ﬂz) — 1+5.2+4.23:4351 mod 7,
b(3) = 145-6+4-62=895=6 mod7,
b)) = 145-444-43=277=4 mod7,
b(°) = 145-5+4-5°=526=1 mod7,

igyc=(351641).

11.4. példa: Készitsiik el a 11.3 példabeli Reed-Solomon-kéd generdtormatrixat és
paritdsellen6rz6 matrixat.

Megoldas: A generatormadtrix a (11.8) képlet szerint:

— = =
DN W
— s N =
S = O
L
D = Ot =

Itt felhasznéaltuk a kovetkez6 modulé 7 ekvivalencidkat: 9 = 2,27 =6,8 = 1,
36=1,216=6,16=2,64=1,25=4és 125 =6.

A paritasmatrix a (11.9) képlet alapjan, mivel n — k = 6 — 4 = 2, két oszlopos
és n = 6 soros lesz:

(11.11)

T OO N W~
N~ s N~

N

Leellendrizhetjiik, hogy a két matrix szorzata GF'(7)-ben egy 4 soros, 2 oszlopos
nullmatrix.

11.3. A Reed-Solomon-kdd, mint ciklikus kéd

Rendeljiink minden ¢ = (cp,c1, . . . ,cn—1) kédszavunkhoz egy

n—1
C(t) = Co + Clt + 02t2 + ...+ Cn_ltn_l = Z c; - tl
=0
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polinomot. Helyettesitsiik be a kapott kédszépolinomba a ¥ generalé elem
elsé n — k hatvanyat, az els6tdl kezdve:

(1) = e ()

Ha behelyettesitjiik a ¢; egytitthatok (11.10) definiciés Osszefiiggését, az
el6bbi egyenlség a kovetkezé alakot olti:

n—1 [k—1 . n—1k—1
c(v) =3 (Z bﬂ?ij) (1) =303 b, (11.12)
i=0 \j=0 i=0 j=0

Mivel a j index 0 és k — 1 kdzott van, [ pedig 1 ésn — k kozott, a j + [-re
mindenképpen igaz lesz, hogy 1 < j + 1 < n — 1. Eszerint, mivel J-nak
csak a nulladik és az n-edik hatvanya lehet 1, a Yt £ 1. a (11.12) igy a
kovetkez6 alakuara irhaté at:

-1

c(v') = jz:;bj (ZO (19(J'+l))i> 7

ahol a nagy zardjelben szerepld kifejezés tulajdonképpen egy mértani sor
elsé n elemének az 9sszege, csak a mértani sor GF (N )-en van értelmezve. A
mértani sor n-edik részosszegének a képlete véges szdmtesteken is érvényes
(feltéve, hogy a sor kvociense nem 1), igy

n—1 YUY 1
Z%@UHU::(MHQ_l’

ami nullat ad eredményiil, mivel ¥" = 1. Visszahelyettesitve az eredményt
(11.12)-be, a Reed-Solomon-kdd paritasegyenleteit kapjuk:

c(#)=0 ha1<i<n—k (11.13)

A paritasegyenletek szerint a 1) generatorelem elsé n — k hatvanya minden
koédszopolinomnak a gyoke.

Igy létezik egy olyan polinom, amely minden kédszénak osztéja: az a
polinom, melynek a gyoktényezéi a (t — 9')-ek, [ = 1,2,...,n — k-ra.

A széban forgé Reed-Solomon-koéd tehdt egyben egy a GF(INV) véges
test feletti (n,k) paraméterti ciklikus kéd is, melynek a generatorpolinomja
(gyoktényez6s felbontasban)

g(t) = (t = 0)- (=0 ... (t— "),
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Bel4that6, hogy a t" — 1 polinomnak az dsszes (t — ¥') polinom a osztéja,
igy a kod paritasellen6rz6 polinomja elall

n—1

" —1=JJt-v

i=0
polinom g(t)-ben fel nem hasznalt gyoktényez6kbdl, azaz

h(t) = (t — 0" FF1) (£ — 9" R42) (= ™).

11.5. példa: Adjuk meg a 11.3 példaban szerepld GF(7) feletti, (6,4) paraméterti
Reed-Solomon-kéd generatorpolinomjat és paritdsellen6rz6 polinomjat.

Megoldas: A kédot generdld ¥ = 3 szdm els6 6 hatvanya 3, 2, 6, 4, 5 és 1 voltak.
A generatorpolinom a ¥ = 3 general6 elem elsé n — k = 2 hatvanyét tartalmazza
gyoktényezoként:

9(t) = (t—=3)-(t-2).

A 3 tovabbi négy darab hatvanya a paritasellen6rzé polinomot alkotja:

h(t)=(t—6)(t—4)-(t—5)-(t—1).

A kiilonboz6 szabvanyokban a Reed—-Solomon-kédoknak is a genera-
torpolinomjat szoktdk megadni, tobbnyire gyoktényezs alakban.

11.4. Reed-Solomon-kédok nem prim elemszamu véges
testeken

Matematikai kitér6 — A nem prim elemszamu véges testekrl. Igen
érdekes kovetkezménye a polinom-Galois-testek létezésének az, hogy
az egész szamok korében lehet GF(NM) tipusu véges testeket is
definidlni, azaz nemcsak prim elemszamu, hanem egy prim egész
hatvdnyaival megegyezo elemszdamii Galois-testeket is létre lehet hozni. A
gyakorlatban a szamitdstechnikaban a bit egységen kiviil a bdjt is
hasznélatos, ami 2 egész hatvéanya (2°), igy a véges testeknek ez az
altaldnositdsa igen hasznos.

Egy {0,1,...,N* — 1} halmazhoz tudunk tigy 6sszeadast és szorzast
definidlni, hogy véges testet alkosson. Minden p € {0,1,... ,N™ — 1}
elemhez rendeljiink hozza egy-egyértelmtien egy p(t) GF(N) felet-
ti, legfelijebb M — 1-edfokt polinomot. Haa p € {0,1,... ,N™ — 1}
szamokat tgy adjuk és szorozzuk Ossze, mint a hozzdjuk rendelt
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polinomokat, akkor {0,1,... ., N™ — 1} = GF(NM), véges test, vagy
Galois-test lesz. Ez a hozzarendelés egy-egyértelmti megfeleltetést je-
lent GF(NM) és GF(P(t)) kozott, ha P(t) GF(N)-nek egy M-edfokt
irreducibilis polinomja.

Példaul a GF(28) testhez lehet P(t) = t8 +t* + 3 + t? + 1. Az egyes
p € GF(2%) elemekhez a kovetkez6képen rendelhetjiik a GF(t® + t* +
t3 412+ 1)-beli polinomokat: Vegyiik p kettes szdmrendszerbeli alakjat

p=pg-224+pr- 2"+ ... +py-2°
A p-hez rendelt p(t) polinom kézenfekvé médon a
pt)=ps t*+pr-tT+. .. +po-t’. (11.14)

11.6. példa: Készitsiik el a GF(2?) = GF(4) véges testet.

Megoldas: Ha a (11.14) hozzarendelési szabalyhoz hasonl6t hasznalunk,
akkor a 0, 1, 2 és 3 szamokhoz a kovetkez6 polinomok fognak tartozni (az
egyenl6ségjel utdn a szdmok bindris alakja taldlhato):

0=00 & 0t+4+0

1=01 & 0t+1
2=10 & 1t+0
3=11 & 1t+1

Ezek pont a 10.4. példdban szerepld polinomok, igy tudjuk a szorzé- és
Osszeadotabldjukat. Behelyettesitve a 10.4. példa tabldzataiba a polinomok-
nak megfelel szamokat, a kovetkez6 9sszeadd, illetve szorzétablat kapjuk:

| [o]1]2]

W[ N o+
N| WO || =
= Ol W NN
O | N W|| W
W N | Ofl X
[e]Ne] o]l N
W N~ O -
= WO N
N =W Ol W

Eszerint példdul 1 + 3 = 2, vagy 2 - 3 = 1, ami eléggé ellentmond a hagyo-
manyos elképzeléseknek, de még a GF(N) tipusa Galois-testekbdl 6rokolt
elképzeléseinknek is.

Természetesen nem csak a (11.14) hozzarendelési szabaly alkalmaz-
hato, a lényeg az, hogy egy-egyértelmii szabaly legyen.

A nem prim elemszdmu véges testeken is lehet hatvanyozast
értelmezni, a sima GF(N) esethez hasonléan: Egy t € GF(NM)
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elem hatvanyait énmagdaval vett szorzatainak egymdsutdnjaként
értelmezhetjiik, azaz ha ismert t! = t, akkor

="t (11.15)

A szorzas természetesen a véges test szorzétablajanak megfelelGen
torténik. A ¢t # 0 elem rendjének itt is azt a legkisebb o > 0 egész
szamot értjiikk, amelyre

t? = 1.

Az egységelem rendje 1, a nullelemnek tovébbra sincsen rendje.
11.7. példa: Adjuk meg a GF(4) véges test elemeinek a hatvanyait és az
elemek rendjét. Hasznaljuk a 11.6 példa szorzé6tablajat.

Megoldas: Az 1 elem minden hatvdnya 1, rendje igy 1 lesz. A 2 szam els6
hatvénya 2, a masodik a szorzétdbla szerint

22=2.2=3,

a harmadik pedig
22=2%.2=3.2=1.

A 2 tehdt harmadrend(i elem GF'(4)-ben. A 3 hatvényai:

3t = 3
32 = 3.3=2
3 = 32.3=2.3=1,

tehat a 3 is harmadrendd.

A hatvanyozas ismeretében a GF(NM) feletti polinomok definialdsa
egyértelm. A polinomok 9sszeaddsandl és szorzdsandl az egytitthato-
kon végzett miiveletek esetén a véges test dsszead6- és szorzotdblajat
kell hasznélni, nem a GF(N) miiveleteket.

Egy ¥ € GF(NM) n-edrendii elemmel lehet Reed—Solomon-kédokat
definidlni nem prim elemszdmu véges testekre is, hasonldéan a prim elem-
szdmu véges testekhez. Az 9sszes kordbban felirt dllitds igaz marad, azzal
a kitétellel, hogy az dsszeadds és a szorzas nem modulo N mfivelet lesz,
hanem a GF(NM ) test Osszeadd-, illetve szorzo6tdbldjanak megfelelGen kell
Sket elvégezni.
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12. A Reed-Solomon-kédok spektruma és deko-
dolasa

12.1. A Reed-Solomon-kédok spektruma

Matematikai kitér6 - A véges testeken értelmezett Fourier-
transzformaciérél és a ciklikus konvoliciérél. A spektrum kisza-
moladsdhoz sziikség van a Fourier-transzformdaciénak az n darab
GF(N™M)-beli elembdl 4116 ¢ vektorokra valo kiterjesztésére. A Fourier-
transzformélds eredménye egy szintén n elemt C vektor, amely szin-
tén a GF(NM) test elemeibdl épiil fel.

Egy (co,c1,--.,cn—1) komponensti ¢ € GF(NM)" vektor Fourier-
transzformaltja egy olyan C=(Cy,C1, . .. ,Cy—1) vektor, melyre

n—1
Cj=> e, (12.1)
=0

ha ¥ a GF(NM) véges test n-edrend{i eleme. (Azaz, ha 9" = 1.) A
C vektor a c-nek a spektruma. A c Fourier-transzformaltjat szokds
F{c}-ként irni.

A véges testeken értelmezett Fourier-transzformaécio6 is invertdlhato,
azaz a C ismeretében c egyértelmiien megadhatd, méghozza a

n—1
ci=f(n)) C;vY (12.2)
j=0

formuléval, ahol az f(n) szdm az n-nek a véges testen beliili (moduléd
N) inverzét jeloli. Ha N = 2, akkor természetesen f(N) = 1.

Legyen két, egyenként n darab G F(N™)-beli elembdl 4116 vektorunk, t

vektort értjiik, amelynek komponensei az

n—1

S8j = f(n) Z t(j—k) mod n *~ Uk (123)
k=0

képlettel allithatok els. A ciklikus konvoltci6 jelolése hasonlé a ha-
gyomanyos, nem véges testeken vett konvoltciééhoz: s = t x u.

A véges testeken is érvényes a konvoliiciés tétel, amely a kovetkezot
allitja: Legyen s, t, u € GF(N™)" vektorok spektruma rendre S, T és
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U. Ha a vektorok komponenseire fennall, hogy

Si =1t;u; (12.4)
akkor a spektrumaik kozott az

S=TxU (12.5)

Osszefiiggés lesz érvényben.
Bizonyitds: Az s a Fourier-transzformaltja a (12.1) definici6 szerint:

n—1

Sj = Zsi’ﬁij:

i=0
a (12.4) képletet behelyettesitve

i
L

= t; - w99 =

~.
o

= ;- (f(n) nil Uk§1k> Q9ij —

=0 k=0

n—1 n—1
= f(n)> Uy (Z tmi(j@) :
k=0 1=0

3
—

Az utols6 sorban a nagy zardjelben szerepld kifejezés lényegében t
Fourier-transzformaltjanak (j — k)-adik komponense. Természetesen
el6fordulhat, hogy j — k < 0, ekkor helyette az n-nel adott maradékat
kell haszndlni, (7 — k) mod n-t. (Q.E.D.)

12.1.1. A spektrum jellemzoi

Ahogy a c € K kédszévektorhoz lehetett rendelni polinomot, a F{c} =
C = (Cy,CY, . ..,C,—1) spektrumdhoz is lehet egy polinomot rendelni a

Ct)=Co+Cr-t+Cy-t*+ ... 4+Cpy-t""! (12.6)

képlettel. A C'(t) polinomot a ¢(t)-hez rendelt spektrumpolinomnak nevez-
ziik.

Legyen a Reed-Solomon-kédunk generatorpolinomja g(¢), a kédolni
kivant tomoritett tizenetiink b = (bo,b1, . . . ,by—1), @ hozza rendelt polinom
b(t) = bo+by-t+...+bg_1t*"1. Vegyiik észre, hogy ha a c(t) polinomjaink
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(n — 1)-edfokuak, s ezért az (n — 1)-edfoku polinomok kdzott szeretnénk
dolgozni. A b(t) egytitthatoi, ha b(t)-t n — 1-edfokt polinomként kezeljiik,
a kovetkez6k lesznek: 0-tdl (k — 1)-ig a b vektor komponensei, k-tol (n — 1)-ig
pedig csupa 0.

A ¢(t) koédszopolinom a g(t) - b(t) képlettel allithato els. Vizsgéljuk
meg a polinomszorzdas (10.3) definicidjdban szerepld egytitthatokat. Ezt
alkalmazva a ¢(t) egytitthatéira

n—1
ci =Y gijbj,
=0

ami pont a g és a nullakkal kib6vitett b (12.3) szerinti konvoldacidjanak felel
meg.
A ¢(t) generatorpolinomu Reed—-Solomon-kéddal a b tizenetbdl 1étre-
hozott ¢ kédsz6 tehat
c=gxb.

A ko6dsz6 spektrumadra ekkor a konvoltcios tétel szerint igaz, hogy
Cj =Gj - By,
ha B; az tizenet Fourier-transzformaltjanak j-edik komponense.

A ¢(t) polinomnak akkor és csak akkor lehet gyoke 9%, ha a C(t) spekt-
rumpolinomban az i-edik egytitthato:

Ci=0 (12.7)

Bizonyitds: Ez az allitds konnyen beldthato, hiszen ha ) a Fourier-
transzformalasban hasznalt n-edrendt G F (N )-beli elem, akkor

n—1
J7=0

ami az (12.1) definici6 szerint pont C;. A c(t)-nek pedig akkor gydke 9%, ha
c(¥?) = 0. (Q.E.D.)

Az allitas forditva is igaz, a C(t) spektrumpolinomnak akkor és csak
akkor gyoke 9%, ha ¢; = 0.

Legyen a Reed-Solomon-kéd generatorpolinomjdnak gyoktényezds

felbontasa
gt) =t =9t —0%) ... - (t—o9"F).
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Mivel ¥¢ gyoke g(t)-nek i = 1,2,...,n — k-ra, a (12.7) szerint azt ered-
ményezi, hogy
C; =0, i=12,...,n — k-ra.

Az (n,k) paraméter(i Reed-Solomon-kdédszavak spektrumanak elsé n — k
komponense nulla.

Ez a tény lehet6séget biztosit a Reed—-Solomon-kédok spektrumukon
keresztiil val6 generélasara. Ha ugyanis a C kodszoéspektrum 0-t6l (n — k)-
ig terjed6 komponenseit nulldra vélasztjuk, a maradék k helyre pedig
betoltjiik az tizenetet, majd C-t inverz Fourier-transzformaljuk, akkor biz-
tos, hogy jo kodszoét fogunk kapni.

12.1. példa: Szamitsuk ki a 11.3 példéban szereplé GF'(7) feletti, (6,4) paraméterd
Reed-Solomon-kdd 4ltal generdlt ¢ = (3 5 1 6 4 1) kédsz6 spektrumét. (A
Fourier-transzformdciéban szerepl 1} szdm azonos a koédot generél6 ¢ = 3-mal.)

Megoldas: Alkalmazzuk a Fourier-transzforméci6 (12.1) definiciés 6sszefliggését,
figyelembe véve, hogy ¥° =1, 9! = 3,92 = 2,93 = 6,9* = 4 és ¥° = 5:

Co = 3-14+5-1+1-1246-1°4+4-1*41-1°=20=6 mod 7,

C, = 3-1+5-3+1-3246-33+4-3"+1-3°=756=0 mod?7,
Co = 3-145-241-2246-2244-2"4+1-2°=161=0 mod 7,
C3 = 3-145-6+1-6°+6-6>4+4-6"+1-6°=14325=3 mod 7,
Cy, = 3-1+45-4+1-4246-4°4+4-4"+1-45=2471=0 mod 7,
Cs = 3-145-5+4+1-5246-5°+4-5"+1-5°=6428=2 mod 7.

A spektrum tehdt C = (6 0 0 3 0 2), ahol a C; és C; komponensek valéban nulldk.

12.2. A Reed-Solomon-kodok dekdédolasa

Legyen a vett vektorunk v = (vg,v1,...,v,-1), és tegyiik fel, hogy egy
¢ = (cosc1,y- .- ,cn—1) k6dszobol keletkezett, Ac = (Aco,Acy, ..., Acp_1)
hibavektor hozzdaddsaval. Emlékeztet&iil: a Reed—Solomon-kédok paritas-
ellen6rzé matrixa a (11.9) szerint:

1 .. 1
i U v
HT = | ? ot L AR

an.—l 192(1;—1) 19(n—1)(n—k)
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ahol ¥ a koéd general6 eleme. Minden lineéris blokk-kédra igaz, hogy
a szindréma a vett vektornak csak a hiba-részéb6l keletkezik, hiszen az
érvényes kodszavak szindrémaja 0, azaz:

s(=v-HT)=Ac -H”.

Ennek az egyenletnek a megolddsa a hibavektor, amellyel ki tudjuk javitani
a vett vektorunkat. Ha elvégezziik ezt a matrixszorzast, akkor a szindréma
j-edik elemére a kovetkez6 képletet kapjuk:

n—1
sj = Ac-9Y (12.8)
=0

12.3. Torléses hibak javitasa

Ha ismerjiik a hibdk helyét, azaz torléses hibdkrol beszéliink, akkor legfel-
jebb n — k hibat tudunk kijavitani egy (n,k) paraméter(i Reed—-Solomon-
kéddal. Ez azt jelenti, hogy a Ac hibavektornak legfeljebb n — k kompo-
nense lesz 0, és azt is tudjuk, hogy melyek ezek a komponensek, csak a
nagysagukat nem ismerjiik.

Tegyiik fel, hogy pontosan n — k torléses hibank van. (Ha ennél
kevesebb, akkor néhény helyen nulla lesz a torléses hiba nagysaga.) Igy a
(12.8) egyenldségek mindegyikében csak jol meghatarozott n — k darab tag
adhat nem nulla eredményt az 6sszegben. Tulajdonképpen a HT matrix-
nak csak bizonyos sorai vesznek részt a mtiveletekben, mivel ha Ac; =0,
akkor a H” matrix i-edik sordban minden elemnek nulla lesz a szorzéja
a (12.8) egyenletek mindegyikében. Toroljiik gondolatban ezeket a sorokat
a matrixbol, igy kapunk egy csonkolt H matrixot, amelynek n — k sora (és
ugyanannyi oszlopa) van. Toroljiik a hibavektorbdl is a nulla elemeket, igy
Ac vektort kapunk n — k komponenssel. Mivel a szindréma n — k elembdl
all, egy n — k darab egyenletbdl 4116 egyenletrendszert kapunk Ac-re, ami
teljesen meghatdrozza Ac-t, azaz a

ffoo -Aéo—i—fflo WANG] +---+ﬁn—k—10'A5n—k—l = 3y
Hoy - Aco+Hyy-Aév+ ...+ Hy 11 Qép_k1 = 81
Hopogo1 Do + Hy g1 DG+ oo Hy ot i1 Do = Snde

egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato.
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Az, hogy egy n — k egyenletbdl all6 egyenletrendszernek van-e
egyértelm(i megoldaésa, attdl fiigg, hogy az egyenletrendszert meghatdrozo
maétrix milyen. Ha a matrixnak nincs tiszta 0 sora, sem oszlopa és egyik
sora(oszlopa) sem 4ll el mésik sorok(oszlopok) linedris kombinacidjaként,
akkor az egyenletrendszer megoldhaté.

12.2. példa: Tegyiik fel, hogy a 11.3 példaban keletkezett k6dsz6 a masodik és
a negyedik helyen meghibdsodott a csatornan val6 dthaladas sorédn, igy a v =
(35465 1) vektort vettiik. Dekédoljuk a vektort a 11.11 paritdsellenérzé matrix
segitségével.

Megoldas: Szamoljuk ki a vektor szindrémajat:

s=v-H' =(3 5 4 6 5 1)- = (87 49)=(3 0) mod?7.

UL OO DN W =
N R N A

A hiba a 2. és a 4. pozicidban van, igy a csonkolt paritdsellen6rz6 matrix a
kovetkez6 (a sorok szamozésa nullanal kezd6dik)

~r (2 4
o (2.

E maétrixnak a csonkolt AC = (Acy Acy) hibavektorral vett szorzata megadja a
szindrémat:

2-Aco+4-Acy = 3

4. ACQ + 2. AC4 0

A masodik egyenl6ségbdl kifejezve Aco-t, felhasznalva, hogy —4 = 3 mod 7 és
371 =5mod T:
co =2-5¢c4 = 3¢y mod 7.

Az els6 egyenlet szerint
(6+4)ca =3¢y =3,

igy ca = 1 és ca = 3, tehat a méasodik helyen a hiba 3, a negyediken 1. A javitott
kédsz6 viay = (3516 4 1), ami a kiindulési c-vel megegyezik.

12.4. Egyszeri hibak javitasa

Ha az egyszer(i hibak szdma v, akkor a Ac vektornak n — v komponense
0 lesz, v darab pedig nem nulla. A probléma csak az, hogy nem tudjuk,
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melyik helyeken vannak a nem nulla Ac; elemek, és azt sem tudjuk, azok
mekkorak.

Tegyiik fel, hogy az l-edik helyen van hiba. Ekkor a (12.8) egyenletek
mindegyikében az dsszegekben szerepel egy

Ac - (ﬁl)j

tipusd tag, ahol j az egyenlet sorszdma. A 9! mennyiségbdl egyértelmtien

ki lehet szdmitani a hiba helyét, hiszen ¥ minden n-nél kisebb hatvdnya

kiilonboz6, ezért a ¥' mennyiséget hibahely lokatornak nevezik.
Vezessiink be egy hibahelypolinomot:

14

Lit)=J@=9"-t) =1+ Lyt + Lot* + ...+ Lt",  (12.9)
i=1

ahol a /; index jeloli azokat a poziciékat, ahol hiba van. Ezeket a poziciékat
természetesen nem ismerjiik. Figyeljiik meg, hogy az L(t) polinomnak a
gyokei pont a hibahely lokédtorok inverzei. Ha tehdt meg tudjuk hatarozni
az L(t) polinomot, akkor ki tudjuk szamolni azt, hogy melyik poziciékban
van hiba tgy, hogy

e megkeressiik a polinom gyokeit,
e invertaljuk azokat a megfelel6 véges test felett,

e majd az inverzrdl kideritjiik, hogy ¥-nak hanyadik hatvanya.
A 9! szam inverze az L(t) polinom gyoke, azaz

L(v") =o.

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat Ac; - (0l)y+]-ve1, igy a
kovetkez6 egyenletet kapjuk:

A (0) L (97) =0,
Osszegezziik a fenti kifejezéseket | = 1,2, ... v-re, igy az egyenldség a

Zyj A () L(v7) =0 (12.10)
=1
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alakt lesz. Ez az egyenlet minden j-re igaz. Fejtsiik ki az L (19*[) poli-
nomot:

L(ﬂ*l):1+L1-19*1+L2-(19*1)2+...+LV-(19*’)V.

Helyettesitstik be ezt a felirast a (12.10) egyenletbe. vegytik figyelembe azt,

hogy a polinom minden tagja meg van szorozva (191) v -nel, igy a

e (1 () n () (0 ) =0
=1

egyenldséget fogjuk kapni, minden j-re. Osszegezziik a kifejezést tagon-
ként és emeljiik ki minden tagbdl az L(t) polinom egytitthatdjat:

S Aa- ()7 13 Aa () LY e () =0
=1 =1 =1

Hasonlitsuk 0ssze az egyes 0sszegeket a (12.8) egyenlettel. Vegyiik észre
azt, hogy minden 0sszeg egy-egy szindrémakomponens, igy az el6bbi
egyenlet felirhatd, mint

Sy+j + Ly Sy+j—1+ Ly - Sy+j—2+ ...+ L,- S; = 0, (12.11)

aj =0,12,...v — 1indexekre. Kaptunk tehat v darab egyenletbdl all6
egyenletrendszert a v darab L; egyiitthatora. (Beldthat6, hogy az egyenlet-
rendszer megoldhato.)

Az egyenletrendszerben a legnagyobb el6fordulé szindréma-index
j =v—1leseténazelsd tag j+v = 2v—1 indexe. Mivel az (n,k) paraméterti
linearis blokk-kédokkal legfeljebb v = (n — k) /2 egyszer(i hibat lehet kijavi-
tani, ez a maximadlis index nem haladja meg a szindréma komponenseinek
n — k szamat.

A (12.11) egyenletrendszer megolddsaval megkapjuk a hiba-
helypolinomot, amelynek meg tudjuk keresni a gyokeit, és ki
tudjuk szamolni belSlitk a hibdk helyét. Ha a hibahelyek is-
mertek, visszaértiink a torléses hibdk javitdsdnak problémdjahoz.
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12.3. példa: A GF(11) véges szdmtest feletti Reed—Solomon-kdd paritasellen6rzé
matrixa

1 1 1 1

7T 5 2 3

5 3 4 9

2 4 8 5

T 3 9 5 4
H = 10 1 10 1
4 5 9 3

6 3 7 9

9 4 3 5

8 9 6 4

(Ez a GF(11) feletti, ¥ = 7 generaléelemf, (6,10) paraméterti R-S-kod paritdsel-
len6rz6 matrixa.) Dekédoljukav = (831953700 8) vett vektort.

Megoldas: A koddal legfeljebb v = 2 egyszerfi hiba javithat6. A vektor szindré-
méja:

11 1 1
7 5 2 3
5 3 4 9
2 4 8 5
s=v-H = 83195 3700 8- 130?150‘11 =
4 5 9 3
6 3 7 9
9 4 3 5
8 9 6 4

= (189 217 256 147)=(2 8 3 4) mod1l.
A hibahelypolinom feltételezett alakja:
L(t) = 1+ Lyt + Lot*.

A szindréma komponenseit felhasznalva felirthatjuk a hibahelypolinom egytittha-
téira a 12.11 egyenletrendszert j = 0-ra és j = 1-re:

82+L1'51+L2'50 = 3+8L1+2L2:0
s3+Li-8S9+Lo-s1 = 44+3L1+8Ly; =0

A masodik egyenletb6l fejezziik ki Lo-t: mivel —8 = 3 mod 11, és 37 = 4 mod 11,
Ly =4-4+4-3L; =5+ 1Ly mod 11,
ami behelyettesitve az els6 egyenletbe

0=3+8L1+2(5+L;)=2+10L; mod 11.
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A 10 ellentettje 1 a GF(11)-ben (11 — 10 = 1), igy L; = 2. Ebb8l Ly = 5+ 2 =
7 mod 11. A hibahelypolinom tehat:

L(t) =Tt + 2t + 1.

A polinom gyokeit meghatdrozhatjuk prébélgatéssal: az 1 behelyettesitésével 10-et
kapunk, tehédt az 1 nem gyok. A 2 behelyettesitésével 33-at kapunk (ami = 0 mod
11), igy a hibahelypolinom egyik gyoke a 2. A masik gyck meghatdrozhat6 az
L(t)/(t — 2) polinomosztdssal vagy a tovdbbi szdmok behelyettesitésével. A masik
gyok a 4.

A hibahely lokédtorokat a hibahelypolinom gyokeinek inverzeként kapjuk meg:

9" = 27" =6mod 11
92 = 471 =3mod 11.
Az utols6 1épésként meg kell keresni, hogy a ¥ = 7-nek hdnyadik hatvdnya a
6, illetve a 3. A 7 hatvanyai a nulladikt6l kezdve a H? matrix els$ oszlopaban
lathatok (emlékezziink a matrix (11.9) definiciéjara). Ezek szerint
9T =
vt =

)

a hibdk tehat a 4. és 7. helyen fordulhatnak el6.
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13. Hibacsomok elleni védekezés

Egy csatorndn nem csak elszértan jelentkeznek hibak, eléfordul, hogy egy
egész sor egymas utdn kovetkezd szimbélum elromlik a csatornan valé
dthaladas sordn, példdul megkarcolédik a CD feliilete. A sok egymadst
kovetd hibas szimbolumot szokds hibacsoménak nevezni. Mivel egymas
utani hosszu hibasorokat csak nehezen, igen hosszt paritasszegmensekkel
lehetne javitani, vagy még tgy sem, ezeket a hibacsomoékat célszerti
valahogy szétbontani. Ha a kédolas sordn tehat szétvélasztjadk a szim-
bélumsorozatot, hogy majd a csatorndn val6 dthaladds utdn Gjra Ossze-
féstiljék, akkor ha volt is a csatorndn valé athaladaskor hibacsomo, az
szétosztodik. A hibacsomok elleni védekezést kédatfiizésnek, vagy angol
szoval ,interleaving”-nek nevezik.

13.1. Tobbutas kodatfiizés

E moédszer hasznélatakor tobb parhuzamos szalon kédoljdk a b1,bs, . . .
tizenetet, tobb kodol6 berendezést alkalmaznak. Legyen dsszesen A dgunk,
A nem feltétleniil azonos csatornakédol6 eljarassal. A tomoritett (forrasko-
dolt) tizenet elsd szimbdlumat az elsd dgra vezetjiik, masodikat a ma-
sodikra, és igy tovdbb a A-adikat a A-adikra, a A + 1-ediket megint az
els6re. Az i-edik dgon tehat a b;,b;1A,bit24, - - - ,bi(k—1)a lizenetet kodoljuk.
Ezutdn az egyes dgakon keletkezett kodszavakat Osszefésiiljiik, és agy
engedjiik a csatorndra. A csatorna bemenetén tehat el6szor az els6 ag
kédszavanak elsd szimbdluma jelenik meg, majd a masodik ag els szim-
boéluma, és igy tovdbb. Az els6 4g méasodik szimbélumat csak az utolsé 4g
els6¢ szimb6luma utdn adjuk le. Vétel utan szintén szétvalogatjuk a szimbo-
lumokat A dgra, A darab dek6dol6 berendezésre vezetjiik 6ket, majd Gjra
Osszefésiiljiik Sket.

A tobbutas interleavinghez A darab k6dolé-dekédolé par sziikséges,
azonban azok lehetnek lassti berendezések is (bonyolultabb kédolasi algo-
ritmusokkal), hiszen csak minden A-adik szimbélummal kell elbanniuk,
elég az orajel frekvencidjdnak A-adrészén miikodnitik.

A hibacsomét igy egy-egy kédszéban A-adrészére csokkenthetjiik.

13.2. Blokkos kodatfiizés

Ez a médszer nem igényel tobb koédolo-dekddolé part, viszont tobb tarold
sziikséges hozza. El6szor a kivant csatornakéddal kédoljuk az informécio-
folyamunkat, majd az igy kapott szimbdélumokkal (példdul) oszloponként
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feltoltiink egy D x D méret(i matrixot. Amikor a métrix tele van, elkezd-
jiik kiolvasni soronként, és igy adjuk a csatornara. A csatorna kimenetén
a D x D-s métrixot soronként toltjiik fel, majd ha betelt, oszloponként
olvassuk ki. A kapott szimbdélumsorozatot ezutdn dekédoljuk.

Itt egy-egy kodszéban a hibacsomoénak csak a D-edrészére jelenik meg.

Hatranya ennek a médszernek, hogy egy-egy matrix feltoltésére D?
id6egységet varni kell. [jgy szoktak javitani a médszer id6felhasznalasat,
hogy amig egy matrixot toltenek, az el6z6t éppen kiolvassak.

13.3. A digitalis hangrégzitésben alkalmazott kodolasok és
koédatfiizés elve

A CD-k kédolasakor egyfajta blokkos interleavinget hasznalnak. Az egyes
hangcsatornék jeleit 44,1 kHz frekvencidaval mintavételezik és két bajtba
kvantaljdk. Vizsgéljuk most csak a két hangcsatornds (jobb és bal) sztere6
rendszert. Legyen a jobb csatorna mintavételezett, kvantélt jele az i-edik
idSegységben x;1,z:2 (elsd és masodik bajt), a bal oldalé y;1,y,2. Mind z;; és
x;2, mind pedig yi1 és yi2 a GF (28) véges test eleme, hiszen bajtokrél van
sz0. A két hangcsatorna két-két szimbolumsorozatat gy fésiiljiikk dssze
egy adatfolyammad, hogy el6szor a jobb csatorna elsé béjtjait vessziik, majd
a bal csatornéét, eztan a jobb csatorna masodik bajtjait, majd a balét és igy
tOVébb, Végul az adatfolyamunk 11, 12, Y11, Y12, 21, 22, Y21, Y22, 31, T32,
Y31, Y32, - - - lesz.

A feltdltendd matrix 28 x 28-as, melynek a bal fels6 24 x 24-es blokkjat
toltjiik fel az adatokkal oszlopfolytonosan. Minden oszlopot (28,24)
paraméterti GF(2%) feletti Reed-Solomon-kéddal kédolunk, igy tele lesz
az els6 24 oszlop. Ezutan minden sort is kédolunk ugyanezzel a kéddal,
igy tele lesz a matrix. Ezt a matrixot olvassdk ki soronként, és igy rogzitik a
CD-re.

Az alkalmazott Reed-Solomon-kéd kédtavolsaga 5, igy 4 hibat tud
jelezni, 4 torléses és 2 egyszerti hibat tud javitani. A dekdédolds soran
azonban nem hasznaljak ki maximéalisan ezeket a lehet&ségeket.

o Els§ lépésként a beolvasott matrix minden sordnak kiszamoljdk a szind-
réméjat. Ha 0 a szindréma, a sort békén hagyjék. Ha egyetlen egyszerti
hibat detektaltak, azt kijavitjak, ha kett6t, akkor azok helyére torléses
hibakat tesznek, ha pedig 2-nél tobb hibat detektéltak, az egész sort
torléses hibakkal helyettesitik.

e Ezutdn megvizsgaljdk oszloponként a matrixot. Ha az adott oszlop-
ban legfeljebb két torléses hiba van, azokat kijavitjadk (nem mind a 4
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javithato torléses hibat). Ha ennél tobb torléses hiba van, azok helyén a
jel értékét a kornyez6 hibatlan szimb6lumok felhasznélasaval kozelitik.

Azért nem hasznaljék ki a kodbol ered6 Osszes javitasi lehet6séget, mert
gyors dekddol6 algoritmusra van sziikség, és a kozelités gyors, és —mivel a
mintavételezett jel viszonylag folytonos volt, az emberi fiil pedig elég nagy
tehetetlenségti — elég pontos is.
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14. Konvolucios kodolas

A konvoltciés kédolds egészen mas modszereket haszndl, mint a blokk-
kodolas.

Konvolaciés kédolds sordn forrdsbdl szdrmazd, maér tomoritett
b1,b2,b3, . .. bitsorozatot k bites szakaszokra, izenetszegmensekre bontjuk.
A kédoléban mindig m darab tizenetszegmens térolédik. Egy tarolt k-bites
tizenetszegmenst keretnek vagy tizenetkeretnek neveziink. Egy id6egység
alatt a kovetkezoket hajtja végre a kédolo:

e Beolvas egy 1j lizenetszegmenst.

e EbbdI és a tarolt m darab keretbdl kiszamit egy tigynevezett kédszé-
keretet, amelyet megjelenit a kimenetén. Ha a kédszokeret n bites,
az

R=-

n
kifejezés a kédsebesség.

e eldobja a legrégebben tarolt keretet, elraktarozza az Gjonnan beolva-
sottat, igy az 1j ciklus elejére tGjra m iizenetszegmenst fog tarolni.

Latat6, hogy egy tizenetszegmens (m + 1) 1épéssel a megjelenése utdn tinik
el a kédolobdl, igy a K = (m + 1)k kifejezés a kédol6 kényszerhossza
bitekben. Az N = (m + 1)n mennyiséget blokkhossznak nevezik, és azt
mutatja meg, hogy egy bit a forrason hany bitet befolyasol a kimeneten.

A kodol6 berendezést léptetiregiszterekkel valdsitjdk meg. (N,K)
paraméterii konvoliciés kédnak, vagy trellis-kédnak nevezziik a lineéris,
idéinvaridns, véges kényszerhosszt kédokat, melyeknek a blokkhossza IV
és a kényszerhossza K.

A kapott kédot egy tgynevezett fa-kéd formdjdban lehet megadni. Ha
a kodol6 bementére rderesztiink egy a nulldval kezd6ds, végtelen bit-
sorozatot, akkor kapunk egy — szintén végtelen — kimeneti bitsoroza-
tot. A fa-kéd lényegében e sorozatok kozotti hozzarendelést mutatja
meg. Azért a ,fa” elnevezés, mert az ilyen hozzarendelést sokszor
bindris fa formdjadban adjdk meg, a fa gyokere az az &llapot, amikor
a léptetéregiszterek minden taroldja nulldval van feltoltve, és minden
eldgazds a fdban egy-egy allapotbdl a lehetséges bemeneti bitkombina-
ciok hataséra létrejovo valtozast jelképez. Mivel a bindris fa abrazolas
eléggé nehézkes, helyette alternativ reprezentaldsi médszereket — az
allapotatmenet-grafot és a trellis-diagramot — fogunk tanulni.

e e il it e -
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14.1. példa: A kédol6 dramkoriink blokkvazlata legyen a kovetkezd

;Q >
C2i—1
—
bi | | bi—1] | bi—2
C24
B\,

Adjuk meg a k6dol6 paramétereit és a bemeneti és kimeneti bitek kozotti 9ssze-
fuiggést.

Megoldas: Mivel egyetlen bemeneti bit van, £ = 1. A kimenetet a kédol6 két
bitbdl féstili Ossze, tehdt n = 2. Kett6 darab tarol6 van a kédoléban, igy m = 2,
ebbblpedig K =(m+1)-k=3éN=(m+1)-n=6.
A kimenet paros, illetve paratlan bitjei a fenti kédolé esetén:
Coic1 = bit+bia
és
coi = bi+bi_1+bi_2

A bitjeink a GF'(2) véges test elemei, tehat minden mtiveletet mod 2 kell nézni.

14.2. példa: Adjuk meg a kovetkezd blokkvazlattal rendelkezd k6dolé paramétere-
it, kodsebességét és a bemeneti és kimeneti bitek kozotti osszefliggést:

e ()
wd

A

-3

>
>

Y

Y
ba; () e C3;
T\

Megoldas: A kédolé a bemenetet két bitfolyamra valasztja szét és a bemenetet
harom bitsorozatbol féstili ossze, igy k = 2 az tizenetkeret, és n = 3 a kddszokeret
hossza. A két g koziil a fels6ben van tobb tarold, szdm szerint 2, igy m = 2. A
kényszerhossz ebb6l K = 6 a blokkhossz pedig N = 9. A kédsebesség R = k/n =
2/3.
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A hdrommal osztva 1, 2, illetve 0 maradékot ad6 kimenetek a kovetkez6képpen
fuggenek a péros és paratlan sorszamu bemeneti bitekt6l:

C3i—a = baj—1 4 bai_g + bai_5 + bay,
c3i—1 = bai—1+b2is
és
c3i = bai1+ba5+ by

Egy k > 1 tizenetkeret-hosszut konvoltciés kédolénak k darab bemenete
van. Elsd 1épésként a bemend jelet tgy valasztja szét, hogy az i-edik
bemenetre az i-edik, ¢ + k-adik, i 4+ 2k-adik,. . .bit keriiljon. Minden be-
menethez tartozik egy a tarolésor. A k darab tarolésor kimeneteibdl 4llit-
ja el6 a kodolo sajat kimenetének megfeleld bitjeit, amelyeket tgy féstil
0ssze, hogy el8szor az els6 kimenet els6 bitjét adja le, majd a mésodik
kimenet els6 bitjét, a harmadik kimenet els6 bitjét, és igy tovdbb. Az
els6 kimenet mésodik bitje az n-edik kimenet els6 bitje utan kovetkezik,
6t a masodik kimenet masodik bitje koveti. ..

e e et et i -

Az egyes agakat lehet egy-egy bitsorozattal jellemezni a kdvetkez6kép-
pen: A sorozat j-edik eleme akkor legyen 1, ha azon az 4gon megjelenik
az lizenet j-edik eltoltja, egyébként legyen a j-edik bit 0. Azért nevezik
konvoluciés kédoknak az ilyeneket, mert a kimenet bitjeit a bemeneti
bitsorozatnak a megfelel agat jelképezd sorozattal vett modulé 2 konvola-
cidjaként kaphatjuk meg. A 14.1 példdhoz tartozo két bitsorozat: a paratlan
aghoz (1,1,0,0,0,...), a paroshoz pedig (1,1,1,0,0,...). A 14.2 példa esetén
a helyzet kissé bonyolultabb, ott ugyanis két bemenet van, igy az egyes
bemenetek hatését kiilon-kiilon kell figyelembe venni, s a végén dsszeadni
Oket. Az els6 bemenet hatasa az els6 kimenetre az 1,1,1,0,0, . . . bitsorozattal
jellemezhets, a masodik kimenetre az 1,0,1,0,0, . .. sorozattal, a harmadikra
szintén az 1,0,1,0,0, . . . bitsorozattal. A masodik bemeneti 4g hatdsa az els6
és a harmadik kimenetre az 1,0,0,0,0 . .. sorozattal irhat6 le, mig a kozéps6
kimenetre tiszta nulla sorozattal.

14.1. Allapotatmeneti graf és trellis

A kodolét lehet az dllapotatmenet-grafjaval jellemezni. Az 4llapotatmenet-
graf minden csomépontja a koédolé taroldiban szerepld kiilonbozd
értékeknek (mind a 14.1, mind pedig a 14.2 példa esetében 00, 01, 10 és 11)
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feleltethet6 meg, az élek az ezek kozti dtmeneteket jellemzik. Az éleken
fel szoktak tiintetni a bementre keriil$ bitkombindci6t, és az adott éllel
jellemzett &tmenetkor a kimeneten megjelend biteket. Minden &llapotbol
2k nyil vezet egy-egy masik llapotba vagy 6nmagéba, ez a 2¥-féle bemend
jelnek megfeleld 2* lehetséges dtmenetet jelképezi.

14.3. példa: Rajzoljuk fel a 14.1 példdban lathaté kodol6 allapotatmeneti grafjat.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a kédol6 a 00 dllapotban van, azaz mindkét tdroléja
0-n all, mint azt a kovetkezd dbran a z6ld szdmok mutatjak

(D) .
C2i—1
—
0
1 b Jo bllﬂ)
A\

Ha a bemenetre 0 kertil, akkor a kovetkez6 1épésben ez az 1j 0-s lesz az els6 tarolon,
az ott levs 0-s érték pedig atkeriil a masodikra. fgy a kovetkez6 allapot megint a
00 lesz. Ezt az dtmenetet jelképezi az aldbbi abra bal szélén talalhaté nyil. Mivel
minden tarolt keret és a bemenet is 0 volt, a kimenet csak 00 lehet. Az 4tmenetet
leir6 nyilon feltiintetett szdmok koziil az els6 a bemeneti bit, a ,,/”-jel utdni kett6
pedig a kimeneti bitpéros.

Ha a 00 allapotbdl kiindulva a bemenetre 1-es bit kertil, akkor a kovetkezé
lépésben az az 1-es bit mar az els6 tarolon lesz, az els6 tarolén levs 0 a mésodik
tarolora lép, s mivel harmadik tarol6 nincsen a sorban, az masodik tarol6 nulldsat
eldobjuk. 1 bemeneti bit hatdsara tehat a 00 allapotbol az 10 dllapotba kertiltink,
ezt az dtmenetet jelképezi az als6 abra bal oldalan 1évo, 00 felsl 10-ba mutat6
nyil. Ha a bemenet 1, akkor mindkét k6dolé 4gon 1 lesz a kimenet, mivel ahhoz
az 1-hez a tdrolékon lev6 nulldk adédnak csak hozza. Ezért van a nyilon ,,1/11”
felirat.

10
1/11 1/00
0/00 1/10
00 0/11 1/01 11
0/10 0/01

01
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A tobbi adllapotdtmenetet hasonléan kell megvizsgélni, csak a kiindulasi 4l-
lapot nem a 00 lesz, hanem az 10, a 01, illetve az 11. Az eredményt a fenti dbra
tartalmazza.

Az allapotatmeneti grafbol konnyen fel lehet rajzolni a kddolé tgyne-
vezett trellis reprezentdciéjit. A trellisen a lehetséges éllapotok egymads
folott helyezkednek el, egy-egy ilyen allapot-oszlop jelképez egy-egy 1épést
a kédolasban. Annyi oszlopot rajzolunk egymas mell¢, ahdny lépést kovet-
ni szdndékozunk. Az alap trellis IV 1épést tiintet fel, ahol N tovébbra is a
blokkhossz. Az els6 csomépontja az az dllapot, amikor csupa nulldval van-
nak feltoltve a tarolok. Az els¢ K 1épés sordn felrajzolja, hogy kiilonb6z6
bemeneti jelekre milyen &llapotokba juthat a rendszer, majd a maradék
lépésekben csupa nulla bemenetet tételezve fel kiiiriti a tdrolokat. Az egyes
allapotok kozotti dtmeneteket jelképezd nyilakra feltiintethetd a bemeneti
bit(sorozat) és a kimeneti bitsorozat, az dllapotatmeneti grafhoz hasonlé
alakban. A trellis-diagram megértését segiti a kovetkez6 példa.

14.4. példa: Készitsiik el a 14.3 példa édllapotatmeneti grafjabodl a széban forgd
kédol6 alap trellisét

Megoldas: Az alap trellis kiindulasi dllapota a 00-s taroléallapot, amely az &l-
lapotatmeneti graf bal szélén lathaté. A 00 dllapotbol 2 nyil indul ki, az egyik
szintén 00 dllapotba visz, mig a mésik az 10-ba. Az allapotatmenetekhez tartozé be-
meneti és kimeneti bitek a grafrél leolvashatok. Ezeket az dtmeneteket jelképezik
az alabbi trellis bal oldali nyilai. A nyilakon ugyanaz a ,bemeneti bit/kimeneti
bitparos” felirat van, mint az dllapotdtmeneti graf 00 dllapotdbdl kiindulé két
nyilan:

J 110/0 0/01
0/11
01
1/11 1/11 0/10 0/10
| %0 W % 0/00 0/00 % 0/00 % |

A trellis kovetkezd 1épésében mar két lehetséges kiindulasi dllapottal ren-
delkezik, a 00-val és az 10-val. A 00-bdl ugyanolyan allapotdtmenetekkel
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ugyanolyan &llapotokba juthatunk, mint az el6z6 1épésben. Az 10 allapotbol
az allapotatmeneti graf szerint az 11, illetve a 01 allapotokba keriilhetiink, 00,
illetve 11 kimenettel. Ezeket az d&tmeneteket a trellis masodik és harmadik oszlopa
kozotti nyilsorozat mutatja.

A harmadik 1épés soran mar mind a négy allapot lehet kiindulasi allapot, igy
az allapotatmeneti grafnak mind a nyolc nyilat el kell helyezni a harmadik és a ne-
gyedik allapotoszlop kozott. Innentél kezdve mar csak nulla bemenetet tételeziink
fel, és csak azokat az allapotatmenteket tiintetjiik fel a grafrol, amelyeken ,,0/xx”
a felirat.

Az14.4 példaban felrajzolt alap trellis kozepén a vékony zold vonallal
bekeretezett részt akdrhdnyszor megismételhetjiik, igy nem csak a kényszer-
hossznak megfelel6 hossztisdgu tizeneteket, hanem anndl sokkal hosszab-
bakat is nyomon lehet kovetni trellis diagramon. A trellisben az egymast
folytonosan kovetd, a csupa nulla tartalmu tdrolokkal indulé, csupa nul-
labol all6 allapotba visszatérs élsorozatokat utaknak nevezziik. Egy-egy tt
egy-egy kodszonak felel meg. Nézziink egy példat.

14.5. példa: Vegyiik a 14.4 példédban feltiintetett alap-trellisszel rendelkez kon-
voltcios kédolot. Legyen a kédolni kivant tizenet a 011101011.

Megoldas: A kovetkezd abran kicsit egyszerfisitett trellis diagramon fogjuk nyo-
mon kovetni az tizenethez tartozé utat. Az egyes allapotokat csak egy-egy pont
jeloli; azt, hogy melyik dllapotrél van sz6, az dbra bal szélérdl lehet leolvasni. Az
atmeneteket jellemz6 nyilakra csak a kimenet kertilt ra, a lefelé mutaté nyilak 0
bemeneti bitet, a felfelé mutatok 1-et jelentenek. (A trellis végét elhagytuk, nem
tudhaté ugyanis, hogy harom 0-s karakter jon-e valéban.)

Az elsd bit 0, mint az az dbra aljan az els6 és médsodik pontoszlop kozott lathatjuk.
Az 0 bemenetnek a vizszintesen mutato, vastagon kihtizott zold nyil felel meg az
els6 és masodik dllapotoszlop kozott. A kimenet latszik a nyil feliratdbol: 00. A
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masodik, 1-es bemeneti bit tGjra a 00 dllapotban taldlja a rendszert, és atviszi az
10-ba, a kimeneten pedig két egyes jelenik meg. A harmadik, tjfent 1-es bemeneti
bit érkezésekor tehat az 10-s dllapotban vannak a taroléink, és az onnan kiinduld,
felfelé mutaté nyil mentén atkeriilnek az 11 allapotba. Ez alatt a 1épés alatt a
kimeneten 00 bitek generdlédnak. Ezek alapjan a tobbi 1épés kovethets: a vastag
z0ld vonal a bemeneti bitsorozatnak megfelel6 ttvonalat mutatja, a rajta lathaté
felirat pedig a kimeneti biteket. A 011101011 bemenet hatdséra tehét a kimeneten
a 00 11 00 10 01 01 11 01 00 bitpar-sorozat fog megjelenni (vagy egyszertien a
001100100101110100 bitsorozat).

Ebbdl az dbrdzolasmodbdl latszik, honnan van e diagramok elnevezése:
a trellis angol sz6, jelentése racsozat (esetleg lugas).

e i it e -

A rdcsozat szabdlyos struktiraja, egy-egy sora egy-egy allapotot je-
lent, az i + 1-edik oszlopa meg az i-edik bit beolvasasa utan a lehetséges
dllapotokat: az i-edik mélységbeli csomépontokat.

14.2. A konvolucios kodok polinom-reprezentacioja

A konvoluciés kédolast is lehet polinomokkal reprezentélni, gondoljunk
csak arra, hogy a 14.1 példankban szerepl6 k6dol6 dramkor tulajdonképpen
két polinomszorzé eredményét fésiili 6ssze. A példdnkban szerepl6 bindris
polinomok:

gii(t) = 1+t
gi2(t) = 1+t+¢%

Azért van két indexe a g;;(t) polinomoknak, mert az els6 index jeloli az
tizenetkeret i-edik bitjét, a masodik pedig a kédszokeret j-edik bitjét. Al-
talanos esetben tehdt k x n polinommal irhat6 le egy (N, K, n, k) paraméterti
konvolucios kod tizenetkeretei és kodszokeretei kozotti kapcsolat. Ezeket a
polinomokat egy matrixba rendezhetjiik a

g11(t) g12(t) ... ginl(t)
) 921'(15) 922.(t) g2n.(t) (14.1)
gr1(t) gri(t) ... grn()

szabdly szerint.
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14.6. példa: Adjuk meg a 14.2 példdban szereplé konvoltciés kédolét leird
polinom-matrixot.

Megoldas: A kédol6 dramkor blokkvéazlatabol kittinik, hogy az els6 (3-mal osztva
2 maradékot ad6 sorszdmi) kimeneti biteket az els6 (paratlan sorszamu) bemeneti
bitek, azok egy és két titemmel eltoltjai hozzak létre. Ha ezt az dgat nézziik, az azt
leir6é polinom:

gi(t) =1+t+12
Ugyanezt a kimenetet a masodik (paros sorszamu) bemeneti bitek hozzak létre,
ezeknek semmiféle eltoltjai nem befolyasoljak az els6 kimenetet, igy

ggl(t) =1.

A mésodik kimeneti 4gon az els6 bemeneti 4g bitjei és azok két titemmel késleltetett
verzibi jelennek meg, tehat:

glg(t) =1+ t2.
A masodik kimeneti biteket egyaltaldn nem befolyasoljak a masodik bemeneti

bitek, igy a g22(t) polinom 0 lesz. A harmadik kimenet ezek alapjdn egyértelm, a
G(t) polinom-matrix pedig

2 2 2
1+t+t2 1+¢2 1+t )' (142)

Gﬁ%z( 1 0 1

Az tizenetkeretek sorozatat is lehet polinomokkal reprezentdlni: az i-
edik bemeneten megjelend b;,biyi,b25+, - - . sorozathoz hozza lehet rendelni
a

() = bi + by it + bopyit® + - .-

polinomot minden ¢ = 1,2, ... k-ra. Az emlitett sorozatot ugy képezziik,
hogy vessziik minden tizenetkeretbdl az i-edik bitet. E polinomokbél
tudunk egy sorvektort alkotni:

b(t) = (00() b2 (1) ... bM () (14.3)

Ezzel teljesen anal6g modon a kédszokeretekhez is rendelhet6 egy polinom-
vektor, jeloljiik azt c(t)-vel. Ekkor a kédolési szabaly felirhat6 a

c(t) = b(t) - G(#) (14.4)

alakban.
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14.7. példa: Kodoljuk az 1001110101 tizenetet a 14.2 példaban szerepl kédold
dramkorrel. Hasznaljuk fel a 14.6 példaban felirt (14.2) polinom-maétrixot.

Megoldas: El6szor készitsiik el a kédolo két bemeneti 4gdnak polinomjait. Az
els6 bemeneti 4gra az tizenet els6, harmadik, 6todik, hetedik és kilencedik bitje
kertil, azaz 10100. A mésodik 4gon van a tobbi bemeneti bit: 01111. Igy

bi(t) = 14 0t+ 1t% 4 083 + 0t

bo(t) = O+ 1t+ 1% + 145 + 1%

A (14.3) polinom-vektor tehat:
b(t) = ((1+162) (16412 + 16 +1¢) ),
amelyet a kovetkezbképpen szorzunk 9ssze a (14.2) polinom-matrixszal:

2 2 3 4
(1+167) (14187 + 187 + 1t%)) 1 0 1

= (a) ) ),

( 14+t+t2 142 1+ )

ahol
alt) = A+ -Q+1t+1) +(Ut+12 4183 1Y - (1) =
= 1+ U+ + 1+ 13+ 1+ e+ 12+ 183+ 1 =14+ 142
) = (1+12)- (1+182) + (It + 12 + 182 + 1Y) - (0) =
= 1+12+12+ 1t +0=1+1
c3(t) = A+ 1+ 1)+ U+ 12+ 182+ 1Y) - (1) =

= 14+12 412+ 1+ 1+ 12+ 12 + 1t = 1+ 1t + 142 + 188

A kimenetek els 5 iiteme tehét:

c; = 10100,
c; = 10001,
cs = 11110,

a kimenet ezekbdl 6sszefésiilve, c; elsd bitje utan c; elsd bitje, majd c3-é, ezutan c¢;
masodik bitje, c; masodik bitje, és igy tovabb: 111 001 101 001 010. Székozoket az
egyes litemek hatdrdn csak a jobb atlathat6sag kedvéért hagytunk.

14.3. Katasztrofalis kodolok

Nem minden lehetséges k6dol6 lesz jo, el6fordulhat az, hogy egy id6 utdn
csupa nullabol 4ll6 sorozat jon ki a kédolobol akkor is, ha nem csupa 0
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keriil a bemenetére, hanem egy ciklikusan ismétl6d6, 1-eseket is tartalmaz6
bitsorozat. Az ilyen kédolokat katasztrofalisnak nevezik.

Az, hogy a konvoluciés kod katasztrofalis, latszik az dllapotdtmenet-
grafjan:

Ha ki tudunk jelolni a gréafban egy olyan zart hurkot, amelynek az élein
végig csupa nulla kimenet keletkezik, a bemenet mégsem csupa 0, akkor a
kodolo6 katasztrofalis. A fenti grafon egy ilyen hurok van pirossal jelolve.
Nem szamit a keresett hurkok kozé az abran kékkel htzott hurok: az,
amelyik a 0-kkal feltoltott tdrolokkal jellemzett dllapotb6l 0 bemeneti bitek
hatdsara dnmagaba mutat vissza. Ilyen hurok minden kédolé grafjan
szerepel.

Ha k = 1, azaz mindig csak egy bitb6l 4ll az tizenetkeret, akkor
arra, hogy a koédol6 ne legyen katasztrofdlis, 1étezik egy sziikséges és
elégséges feltétel: A k = 1 tizenetkeret-hosszt konvoltciés kédok koziil
nem katasztrofdlis az, amelynek a ¢11(),g12(), ... ,g1n(t) generatorpoli-
nomjainak a legnagyobb kozos osztéja az 1.

14.4. Tavolsagprofil, szabad tavolsag

Mivel a blokk-kédokndl a kédszavak kozotti minimdlis tavolsdg (kédtavol-
sdg) fontos volt a javithat6 hibdk szdménak megbecstiléséhez, a konvolu-
ciés kédoknal is szeretnénk egy hozza hasonlé mennyiséget bevezetni. Itt
nem beszélhetiink kédszavakrol, mivel a kodszokeretek nem fiiggetlenek
egymaéstol, s nem lehet egyértelmtien azt mondani, hogy az tizenetnek egy
adott szakasza hozza létre a kod egy meghatarozott szakaszat.

Tegyiik fel, hogy a kodszokeretek hossza n. Legyen d; a lehetséges
kimeneti jelsorozatok els6é i darab kédszokeretébdl képezett vektorok
Hamming-tavolsagai koziil a minimalis. A dj,ds, ... mennyiségeket a
konvoliciés kédunk tavolsagprofiljanak nevezik. Ahogy noveljiik a fi-
gyelembe vett kodszokeretek szdmat — igy a vizsgalt vektorok hosszat —, a
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koztiik 1év6 Hamming-tavolsdg nem csokkenhet:
di <d; <d3<....

Mivel a konvolidciés kédolas lineédris folyamat, az egyes d; tavolsa-
gok kiszamitasakor nem kell minden lehetséges, i hossztisdgti kimeneti
bitsorozatnak minden maésik ¢ hossztisdgta kimeneti bitsorozattdl vett
Hamming-tavolsagat vizsgélni, elég csak a tiszta 0-bol all6 kimenettd]
vett tdvolsadgokat nézni.

A d7-okbdl &ll6 monoton novekv sorozat hatarértékét hivjak a kon-
voltciés kéd szabad tavolsdganak, d.-nel jelolik, és a

doo = maxd;
(2

formuléval definialjak.

A csatornakédolds sordn az a cél, hogy minél nagyobb legyen a kod-
szavak kozotti tavolsag. A kédolasi nyereségen a kodolatlan és a kédolt
jelsorozat szabad tavolsdgainak ardnyat értjiik, decibel skéldban:

doo
dref

A koédolatlan sorozat a referencia, innen a nevezd indexe. (A G az angol
gain—nyereség szobol szdrmazik.)

G =20lg (14.5)

14.4.1. Ungerboeck-kodok: komplex kédabécé hasznalata

Az Ungerboeck-koédok a (0,1) bindris szamok helyett 2" darab komplex
szdmot hasznalnak jelkészletként. Latvanyos ha az dbécé elemei a komplex
egységvektor i-360° /2" szoggel val6 elforgatottjai, i = 0,1, ...,2" —1-re. Az
ilyen k6dabécé elemeit fazismodulaciéval (2"PSK) konnyen a csatornéra
tudjuk bocséatani: minden elemnek i - 360° /2" szogfti fazistolas felel meg.
Példaként alljon itt a 4PSK és a 8PSK jelkészlete (a piros karikdk a komplex
szamok):

A y

(] (]

(0]
(]

(]
(]
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A kodolo a k bitbdl all6 tizenetkereteket képezi komplex szdmokbdl 4116
sorozatokba. A ci, ¢y (esetleg végtelen) kédszavak tavolsaga a hozzajuk
rendelt komplex vektorok hagyomanyos, euklideszi tavolsdga:

1/2
d(ci,c2) = (Z |1 — C2i|2>

Példaul a 4PSK 4bécé elemeinek tavolsdga V2, a 8PSK-é novekvd sorrend-

ben \/2 — V2, V2, /2 + /2 és 2.

4PSK jelkészletet lehet példaul két kimenet(i konvoltciés kédolokkal
eléllitani, ha a 00 — 0°, 01 — 90°, 10 — 180° és 11 — 270° hozzaren-
deléseket alkalmazzuk a kédol6 kimenete és a fazistoldsok kozott. Hason-
16képpen 8PSK-t hdrom kimenetelti kddoléval lehet megfeleltetni.

Ha kiléptiink a szamegyenesrdl a komplex szdmsikra, akkor amellett,
hogy a kapott jelsorozat mindenféle koztes transzforméciok nélkiil alkal-
mas moduldcidra, a kédolasi nyereséget is tudjuk novelni.
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15. A Viterbi-dekodolas

A konvoluciés kédok azért is elényosek, mert van egy jol algoritmizal-
hato, latvanyos dekédolé algoritmusuk, amely nem koti meg a lehetséges
hibdk szdmat, nem tartalmaz szamitdsigényes matrix-invertdldsokat, de
még linedris egyenletrendszereket sem kell megoldani az iizenet repro-
dukalasdhoz. Egyetlen dolog kell csak, hogy a dek6dol6 ismerje a trellist,
amely a kédot létrehozta.

Tegytik fel, hogy a csatorna bemenetére a ¢ = (cy,¢, ... ,cn) (bindris)
vektort adtuk, a v = (v1,v2,...,un5)-t pedig a kimeneten vettiik. A vevs

ismeri a kédol6 trellisét, de nyilvan nem tudja azt, hogy a trellis melyik
atjan jott létre c.

A Viterbi-algoritmus a trellis minden éléhez egy stlyoz6 faktort rendel,
mintha minden él mds és mas hossztsagu lenne. A kiilonboz6 élekhez
rendelt hosszakat nevezik mértéknek, vagy metrikanak. Igy a lehetséges
utaknak is tudunk hosszat definidlni, ha 6sszeadjuk az éleinek a metrikéajat.
Az élek metrikdjat gy valasztjdk meg, hogy aranyos legyen a

> log, p(vilci)

1€D

kifejezéssel, ahol az 0sszegzés az adott él 4ltal 1étrehozott kodszokeretben
talalhato c; bitekre hajtand6 végre. Az 6sszegzés az aktudlis kodszokeret
minden indexére vonatkozik, ezt az indexhalmazt jeloljiik D-vel. A for-
mulédban szerepl6 feltételes val6szintiség azt takarja, hogy mekkora a v; bit
vételének a valdszinfisége, ha a ¢;-t adtuk a csatorndra. A Viterbi-algoritmus
a lehetséges utak koziil keresi a maximalis valészintiségtit. A kédszavak
ilyen dekédolasa ekvivalens azzal, hogy ha a lehetséges kédszavak koziil
maximum likelihood dontéssel valasztunk a vett jelek alapjan.

Bindris szimmetrikus csatorna esetén beldthatd, hogy a maximdlis
metrikdjii 1it helyett lehet azt keresni, amelyik a vett vektort6l minimilis
Hamming-tdvolsdgra van.

Az egész gondolatmenet feltételezi azt, hogy a csatorndnk szinkron
és az egyes szimbolumoknak a csatornan val6 athaladdsa egymastol
figgetlen esemény. Ekkor lehet ugyanis a p(vi,vi, - .. vi,|¢i, Ciy - - - Ci)
valdszintiséget p(vij cij) valoszintiségek szorzataként felirni, igy az
OsszvalOsziniiség logaritmusa a részvaldszintiségek logaritmusainak
Osszegeként.

e e e i -
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A Viterbi-algoritmus a kovetkez6 ciklust hajtja végre:
o Veszi az i-edik kodszokeretet.

e Ennek ismeretében a trellis i — 1-edik és i-edik oszlopa kozotti dgaknak
kiszamolja a sulyat.

e el6hivja a memoridbdl az i — 1-edik mélységbeli csomépontokhoz
tartoz6 Osszesitett stlyt. Egy-egy ilyen allapot Osszesitett salydhoz
hozzédadja a bel6le kiindul6 dgak stulyait. A kapott értékeket azokhoz
az i-edik mélységbeli dllapotokhoz rendeli hozzd, amelyekbe mutat-
nak. Ekkor minden i-edik mélységbeli allapothoz annyi tj 6sszesitett
suly tartozik, ahdny él fut belé. (A refpelda:konvIR példankban, és
minden 1 tizenetkeret-hosszt, bindris kédolondl két érték fog egy
csomoépontra jutni.)

o Az allapotokhoz rendelt stlyok koziil kivélasztja a maximdlisat, ez lesz
a csomopont 4j Osszesitett stilya. A sulyt és a hozza vezet6 ttvonalat
(az elejétd] kezdve) eltarolja. Ezek az ttvonalak a tiilél6k. A nem
hasznélt 6ssz-stlyokat a dekddol6 eldobja. Azokat a trellis ¢ — 1-edik
és i-edik mélységi szintje kozotti éleket, amelyek nem tartoznak a
taléls utvonalba, torli az dbrabdl.

15.1. példa: Tegyiik fel, hogy a 14.4 példdban vizsgalt kodolénk 011101011 be-
menetére adott valaszt adjuk a csatorndra, és ott két helyen, a harmadik és az
otodik poziciéban hiba torténik. Ekkor a

00 11 00 10 01 01 11 01 0O

bitsorozat helyett a
00 01 10 10 01 01 11 01 00

lesz a csatorna kimenetén.

Megoldas: Az aldbbi dbrdn — emlékeztet6iil — kodold trellise és a kddszé ttvonala
talalhato.

11 @
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A dekoédolds menete a kovetkez8. A metrika itt a vett bitpar és az adott
élhez tartozo6 bitpar kozotti Hamming-tavolsag, igy nem a maximumot, hanem
a minimumot kell keresni. Nézziik a 1épéseket. A kiindulasi dllapot a 00 &llapot,
az § ossz-sulya 0, ez latszik a kovetkezd dbran az els6 mélységi csombpont felett
vastagon (és zolden) szedve.

Az els6 bemeneti bitpéros a 00, amely a trellis els6 és masodik pontoszlopa
kozott alul fel is van tiintetve. A vett bitparos az alsé dllapotdtmenetet jellemz6 él
00 kimenetétSl nem tér el, igy a ketté Hamming-tavolsiga 0, ezt hozzaadva a kiin-
duldsi 0 6ssz-stilyhoz 0-t kapunk, ez lesz a 00 dllapothoz tartoz6 masodik mélységi
csomépont Osszstilya. Az els6 bemenetnek a maésik lehetséges dllapotatmenet
kimenetétdl — az 11-t6l — val6 Hamming-tavolsdga 2, igy a masodik mélységbeli
01 4llapot 0ssz-stlya 2, ami az allapot felett vastag szedéssel fel is van frva. Mivel
az elsd lépésekben még csak egy-egy él fut be az egyes allapotokba, a ttléls él
egyértelmi.

A masodik és harmadik allapotoszlop kozott mar négyféle dtmenet lehetséges,
ezek mindegyikének ki kell szamolni a 01 bemenett6l vett Hamming-tavolsagat,
és hozzaadni a kiindulési allapot 6ssz-stilydhoz, hogy megkapjuk a végallapotok
Ossz-metrikajat. Az eredmények a harmadik mélységi csomépontok felett vastag
szedéssel lathatok.

A kovetkez6, 10 vett bitparos tjabb problémat vet fel. A harmadik és negyedik
mélységbeli csomépontok kozott ugyanis 8-féle allapotdtmenet lehetséges, igy
minden allapotba 2 él fut be, ezek koziil el kell donteni, melyik a taléls. Nézziik
azokat az dtmeneteket, amelyek a legals6, 00-s dllapotba érkeznek:

o Az elsé ilyen atmenet kiindulési allapota az el6z6 oszlopbeli 00 allapot,
melynek addigi 0ssz-stlya 1 volt. Az atmenethez tartoz6é 00 kédolo-
kimenetnek az 10 bemenett6l vett Hamming-tdvolsdga 1, igy ezen az ttvon-
alon az ¢ssz-sily 1 + 1 = 2 lesz.

e A masik lehetséges, 00-ba torkoll6 allapotatmenet kiindulasi pontja a 01
allapot, melynek 6ssz-stilya az el6z8 1épésben 3 volt. Ehhez kell hozzdadni az
é1 10 kimenetének az 10 bemenettsl vett Hamming-tavolsagat, azaz 0-t. Igy
ezen az Gtvonalon a 00 dllapot 6ssz-metrikdja 3 + 0 = 3 lenne.
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A két 0ssz-suly koziil nyilvan az els6 a kisebb, igy a ttléls él a 00 — 00 él lesz, a
madsikat torolni kell: pirossal dthtztuk.

A tobbi 4llapotra ezek a 1épések egyszerfien altalanosithatok, az eredmények
az abrérdl leolvashaték. A diagramon nem tiintettiik fel az élekhez tartozo
mértéket, csak dthaztuk pirossal a nem taléléket. A csomopontok f616tt vastagon
szedve a hozzajuk vezetd tilél6 dtvonal Osszesitett metrikdja lathaté. Ha mindkét
befuté él azonos értéket hozott, akkor véletlenszertien dontottiink. Az dbra aljan
latszanak az adott 1épésben bejové bitparok.

Az utols6 1épés utdn az 11 dllapotnak van a legkisebb 6ssz-stlya — méghozza 2 -
az lesz a végso tuléls él végpontja. Ebbdl a pontbdl kiindulva visszafelé meg tudjuk
talalni a talélé ttvonalat, hiszen minden csomdpontba csak egyetlen tléls él fut be.
Ez a végs6 taléld dtvonal, ennek a csomépontjai vannak zold pottyokkel kiemelve.
Figyeljiikk meg, hogy az idedlis titvonal mentén csak azokban a l1épésekben nétt a —
z6ld szinnel kiemelt — metrika, ahol a csatorndn hiba keletkezett, vagyis a médsodik
és a harmadik 1épésben. Az §ssz-stly, 2 is a keletkezett hibak szdmat adja meg.

Ha kovetjiik a minimalis metrikaja végallapothoz vezet6 utat, megkapjuk a
csatorna bemenetére adott bitsorozatot 011101011-et. Ehhez persze tudni kell a
kodolé trellisének éleit 1étrehoz6 bemeneti biteket.

A Viterbi-dekédoldsnél is el6fordulhat, hogy rossz tizenetté dekédoljuk
a vett jeleket, kiilonosen akkor, ha a csatorna tobbet hibdzik. Gondoljunk
csak bele, hogy ha a 15.1 példaban dekédolt 00 01 10 10 01 01 11 01 00
bitsorozat nem a 00 11 00 10 01 01 11 01 00 bitparos -sorozatbol keletkezett
két hibaval, hanem az 11 00 10 10 01 01 11 01 00 k6dbdl jott 1étre a csatorna
3 hibdja utan, akkor is ugyanazza a 011101011 tizenetté dek6dolnank, holott
az 111101011-b&] keletkezett.

Az, hogy a Viterbi-algoritmussal milyen bithiba-ardnyt atvitel mellett
tudunk hiba nélkiil dekédolni, attdl fiigg, hogy mekkora az alkalmazott
konvoluciés kédolas szabad tavolsdga.
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